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Aqui me siento en casa, en Buenos Aires; no sé por qué, pero estoy siempre
contento de estar de vuelta.

Creo que la mayoria de ustedes ya van siguiendo el curso de Verénica,
pero no todos. Entonces propongo lo siguiente. Lo que voy a hacer hoy es
recomenzar un nuevo curso. Pero si estuvieron aqui antes van a entender
todo mejor.

A grandes rasgos, lo que quiero hacer hoy es darles un vistazo general de
qué es este campo y de qué va a ocurrir en mas detalle en los dias siguientes.
La primera cuestion es qué interés tiene este campo de informacién y azar,
que yo llamo Teoria Algoritmica de la Informaciéon, TAI ;Por qué puede
interesar?

Bueno, yo lo diria asi. Hablando personalmente, la razén por la que
este campo me interesé a mi es que quise comprender a fondo el Teorema
de Incompletitud de Godel. La prueba normal, la original de Godel, no me
gustaba y pensé que quizas tenia algo que ver con el azar, un dato que viene
de la fisica.

Y esta fue la pista que me condujo a todo esto y ya hace 35 afios que
estoy trabajando en este campo. Pero sigo tratando de comprenderlo cada
vez con otro enfoque y de una forma mas profunda. jA esto he dedicado mi
vidal!

Esto desde el punto de vista personal. Desde el punto de vista intelec-
tual yo diria lo siguiente: el teorema de Godel es muy sorprendente porque
demuestra que la razon tiene limites, y lo hace de una forma muy paraddjica
creando un enunciado que dice de si mismo que es falso; o que no es de-
mostrable, para ser méas preciso. Y esto fue muy sorprendente en el afio
1931, cuando Godel lo hizo por primera vez.

Pero con el campo de la computabilidad, con este maravilloso trabajo
de Turing de 1936, que habla de la maquina de Turing y computabilidad, y
numeros reales computables y no computables—introduciendo estos nuevos
conceptos, la incompletitud se encuentra de una forma mucho més directa,
no parece tan extrana, porque Turing demuestra que no se puede saber si un
programa se va a detener eventualmente o nunca.



Y esto en seguida da algo que escapa al poder del método axiomatico.
No siempre se puede decidir si un programa se detiene, no hay algoritmos
para determinar en general si un programa se va a detener y tampoco puede
haber sistemas de axiomas y reglas de razonamiento que permitan deducirlo.
Esto lo dice Turing, lo demuestra Turing en su trabajo de 1936.

Asi que éste ya fue un paso enorme y la incompletitud ahora parece algo
mucho mas real, creo, que cuando Godel la descubrié.

Mi préximo paso fué crear esta teoria que habla de la longitud de los
programas, del tamafio de los programas, de complejidad de informacién,
de cantidad de bits. Es una teoria del largo del programa, del tamano del
programa, no del tiempo de su corrida; no importa si es un programa rapido
o no. Se mide la complejidad H de una tarea de computo por la cantidad
de informacién que es necesario tener en el programa, la minima cantidad de
informacién que se requiere.

Ahora bien, con este concepto, en este campo, cuando ya se empieza a
trabajar con este concepto de complejidad de informacién, de longitud de
programas, la incompletitud se encuentra en todas partes. La incompletitud
es ineludible. No hay forma de escapar porque no importa la direccién en
la cual uno va, choca contra esa pared en seguida. Es decir que con casi
todos los problemas que surjen de inmediato en este campo de la complejidad
medida por el tamano de los programas, resulta que no hay un algoritmo para
contestar la pregunta y tampoco se puede deducir la respuesta a partir de
ningin conjunto finito de axiomas. No sélo no hay un algoritmo sino que
ningun sistema de razonamiento puede resolver estas preguntas. Ademds esto
se cumple de la peor forma posible, porque muchas veces la Unica forma de
resolver estas preguntas es agregando las respuestas como nuevos axiomas,
algo que a los matemdticos no les agrada para nada.

iPor qué no? Los fisicos dicen que algo es cierto porque tienen prue-
bas empiricas; ellos toman hechos experimentales individuales como axiomas
nuevos. Bueno, quién va a pensar que la matemadtica es asi. jPor qué da mas
seguridad la matematica? Porque comprime muchos teoremas matematicos
en una cantidad pequenia de axiomas. Los axiomas siempre son inciertos. No
se sabe si son ciertos, aunque Euclides habla de axiomas autoevidentes, pero
francamente, no creo en axiomas evidentes de por si.

Siempre hay un riesgo, pero cuando hay menos axiomas hay menos riesgo,
porque si estoy partiendo de muchos axiomas hay muchas mas posibilidades
de que me equivoque. De modo que es porque se comprimen muchos resul-



tados en pocas hipdtesis, que son los axiomas, que una teoria es buena. El
grado de compresiéon de muchos casos partiendo de pocos axiomas, de pocos
principios, es la razén de ser de la matemaética y la razén por la cual da
mas confianza. Pero en mi teoria se encuentran hechos mateméticos que no
se pueden comprimir para nada, que no se pueden reducir a hipotesis mas
simples que ellos mismos. En otras palabras, aqui el razonamiento no sirve
para nada porque no comprime nada, no nos da mas conflanza, no puede
darnos mas confianza. Estamos en un caso extremo.

Bueno, para empezar, hoy quisiera darles un poco de la historia de este
campo, desde mi punto de vista, es decir, visto por uno de los participantes,
desde las trincheras de este campo.

Primero, esto comienza en la década del sesenta, y los iniciadores fuimos
tres y lo hicimos en forma independiente:

TA ]60
Ray Solomonoft
A. N. Kolmogorov
Greg Chaitin

Algunos de estos nombres parecen rusos pero a decir verdad el unico que
estaba en Rusia es Kolmogorov (no sé realmente cémo se pronuncia en ruso).

TAI60
Ray Solomonoft
A. N. Kolmogorov
Greg Chaitin

Kolmogorov era un matematico al final de una carrera de gran éxito. Ya en
esa época era bastante mayor, mayor que yo ahora.

TAI60
Ray Solomonoff
A. N. Kolmogorov
Greg Chaitin

Solomonoff era un muchacho en esa época y no es un matematico, es un
hombre de Inteligencia Artificial, ese era su campo. Es amigo de Marvin
Minsky, si algunos de ustedes conocen el nombre de Marvin Minsky, saben
que es un gran nombre en Inteligencia Artificial.



TA ]60
Ray Solomonoft
A. N. Kolmogorov
Greg Chaitin

Y yo era un estudiante. Habia tenido la idea a los quince anos de edad y
estaba escribiendo mi primer trabajo sobre este tema cuando tenia dieciocho;
se publicé cuando tenia diecinueve.

Todos nosotros propusimos independientemente la idea de medir el tamafio
del programa como concepto importante.

Solomonoff lo propuso para Inteligencia Artificial, para predecir el futuro,
para dar una forma precisa a la navaja de Occam, que dice que la teoria mas
simple es la mejor. Pero no lo logré del todo. Este trabajo de Solomonoff
es hermoso, es muy estimulante, pero él no pudo encontrar, a mi juicio, la
forma de llevarlo adelante.

Ademés como €l no era matematico, algunos detalles matematicos estan
mal, pero a pesar de esto el trabajo es muy bueno.

Ahora bien, Kolmogorov y yo somos mateméticos, e hicimos un poco mas
que Solomonoff. Ademas de proponer que se mida el tamano del programa
en bits, Kolmogorov y yo propusimos una definicién del azar basada en esto:
Propusimos definir una cadena de bits, una cadena finita de unos y ceros,
como aleatoria si no se la puede comprimir en un programa mucho més
conciso que la cadena misma. ;OK?

El azar es un concepto que no existe dentro del formalismo que se usa para
la teoria de probabilidades ordinaria, en la cual trabajé mucho Kolmogorov.
El concepto de una sucesién sin estructura realmente no existe dentro de esa
teoria.

Porque si se echa una moneda al aire, una moneda equilibrada y con
echadas independientes, hay 2" posibilidades y todas tienen igual probabili-
dad. Por lo tanto todas son igualmente “aleatorias”:

0000000000
0101010101
1010101010
1111111111
1101001110



Pero intuitivamente la sucesién cara, cara, cara, cara... tiene estructura, y
una sucesién en la cual todo estd mezclado no tiene estructura. Pero este
concepto no tiene cabida dentro de la teoria de probabilidades clasica.

Entonces Kolmogorov y yo propusimos esto como un concepto nuevo.
Y también hay un muchacho sueco que estaba visitando a Kolmogorov en
Mosct, que se llama

Per Martin-Lof

Yo tuvo el gusto de encontrarme con Solomonoff y con Martin-Lof pero nunca
con Kolmogorov. Por otra parte, ya fallecio.

Per Martin-Lof era un joven estudiante de Kolmogorov, creo. Venia de
Estocolmo, estaba en Mosct, y yo me pregunto a veces si fue el joven, Martin-
Lof, o el viejo, Kolmogorov, quien tuvo la idea original en Moscu.

Pero hay algunos problemas. La definicién original de nosotros tres
(Solomonoff, Kolmogorov y yo) de complejidad asigna a la mayoria de las
cadenas de n bits la complejidad n. La mayoria son aleatorias, en el sentido
que Kolmogorov y yo propusimos. Es decir que para la mayoria de las cade-
nas de n bits de largo, el programa mds corto es casi del mismo tamano que la
cadena misma. ;OK? Pero resulta que esa definicién tiene algunos problemas
muy serios cuando se trata de definir una cadena aleatoria infinita.

Una cadena que es infinita en una direccién, es como el desarrollo en
binario de un nimero real jno es cierto?

0L...

Y se puede considerar que algo asi es un numero real, si uno pone una coma
adelante.

Entonces, definir aleatoriedad para una cadena binaria infinita (infinita
en una direccién) es como definir un nimero real aleatorio, y resulta que
hay algunos inconvenientes técnicos con la definicién de complejidad original.
Anda muy bien para cadenas finitas pero para cadenas infinitas tiene algunos
problemas.

Entonces Martin-Lof resolvié el problema diciendo “olvidemos la comple-
jidad del largo del programa”, y formulé una definicién muy razonable de
aleatoriedad de cadenas binarias infinitas que no tiene nada que ver con la
complejidad sino que tiene que ver con la teoria de medida hecha en forma
constructiva.



Su definicién es mas o menos asi: un numero real es aleatorio si cumple
con todas las propiedades constructivas de aleatoriedad. Y una propiedad
constructiva de aleatoriedad es una prueba de aleatoriedad, y una prueba de
aleatoriedad es un algoritmo que... Bueno, tendria que darles mas detalles;
daré una clase completa dedicada a definiciones de aleatoriedad para niimeros
reales.

Pero ustedes se dan cuenta de que la definicién de aleatoriedad de Martin-
Lof no toma en cuenta la complejidad. La razén por la cual Martin-Lof la
propuso es que Kolmogorov habia propuesto, con optimismo, que en el caso
de una cadena aleatoria infinita todas sus partes iniciales también tienen que
ser aleatorias.

iPero esto no camina! Yo me di cuenta de que esto no camina porque
resulta que ocurre muchas veces cuando se trata de una cadena infinita, que
hay una corrida larga de ceros sucesivos, y la complejidad baja. Por lo tanto
hay oscilaciones en la complejidad, y a la fuerza tiene que haber bajadas
bastante fuertes. Mds precisamente, en el caso de una cadena infinita, con
probabilidad uno infinitas veces tiene que haber una bajada de més o menos
log, n bits en la complejidad de los primeros n bits. Porque a la fuerza, con
probabilidad uno, tiene que haber corridas de este largo de “caras” si se juega
a “caras” y “secas”, que es lo mismo que ceros y unos jno es cierto?

Es decir, se demuestra en la teoria de probabilidades que en una sucesion
infinita de echadas al aire independientes de una moneda equilibrada, in-
finitas veces los primeros n resultados tienen que terminar con més o menos
logaritmo de n sucesivos resultados que son idénticos. Pero esto permite com-
primir la sucesion, y la complejidad no es la mayor posible, porque no hace
falta dar toda la parte repetida. Primero se indica la parte inicial, después
se dice “y después sigue una cantidad determinada que es siempre igual” y
esto permite una compresién.

No sé por qué Kolmogorov no se di6é cuenta de esto; entonces Martin-Lof
parece que se lo indicé.

Yo si me di cuenta y en lugar de exigir que sea aleatoria al maximo e
incompresible la complejidad de cada parte inicial, le puse una cota mas
generosa, permitiendo que la complejidad baje un poco. Pero el problema
con esta definicién de aleatoriedad es que permite que cadenas que no son
aleatorias cumplan con la definicién de aleatoriedad. Martin-Lof resolvié
este problema con su definicién estadistica de aleatoriedad pero abandoné el
concepto de complejidad.



Esa fue su contribucién. Afortunadamente, resulta que cuando se corrige
la definicién de complejidad, todo anda bien con la definicién de aleatoriedad
aun en el caso de cadenas infinitas. Este fue el préximo paso importante en
el desarrollo de la teoria, el préoximo paso historico importante, diez afios
después, en la década del setenta, y lo di yo.

TAI7
Greg Chaitin

Solomonoff desaparece de la escena, a mi juicio, en este momento; Kol-
mogorov solamente tiene dos trabajos publicados en la década del sesenta, de
cuatro paginas mas o menos cada uno, pero tuvo discipulos que trabajaron
en esto. Uno de estos discipulos también se dié cuenta de que habia que
cambiar la definicién de complejidad. Pero yo creo que no lo hizo bien, que
hizo solamente la mitad. Les voy a explicar. Este discipulo, que después se
fue de Rusia a los Estados Unidos, se llama Leonid Levin.

TAI7
Greg Chaitin

Leonid Levin

Nosotros nos dimos cuenta ;de qué? Que habia que cambiar la definicién de
complejidad, y el resultado es la definicién con programas autodelimitantes.
Es muy importante entender por qué.

Bueno, el por qué es lo siguiente. Mi idea, para empezar, es que una
definicion de informacién o de complejidad tiene que ser aditiva, es decir que
si la complejidad de algo es tantos bits, y la de otra cosa tantos bits, al tener
las dos cosas, la suma de estos mismos bits tiene que alcanzar. Pero yo me
di cuenta de que esto no es cierto con la definicién original porque si tomo
dos programas y los concateno, no sé dénde termina el primero y empieza el
segundo. Tengo que agregar algo para indicar dénde hay que cortar. Con lo
cual en la teoria TAIg4y la complejidad tiene esta propiedad:

H(A,B) < H(A) + H(B) + A

donde A es algo del orden del logaritmo de ambos lados.

Pero en la nueva teoria, TAI;y, A queda como una constante.

Ademads hay otra cosa importante, que Leonid Levin nunca tomé en
cuenta. Y lamentablemente en mi libro sobre los limites de la matematica el
capitulo que explica cémo programar mi teoria en LISP no lo menciona.



La definicion de complejidad condicional o relativa también debe cam-
biarse, por lo siguiente: ;Cuédntos bits se requieren para computar algo si a
uno le han dado gratis otras cosas? Esa definicién, la evidente que se usé en
TAIg, estd mal. Levin no se dio cuenta, pero yo si.

En TAI;y a uno no le dan algo gratis directamente, sino que le dan un
programa de tamano minimo para calcularlo.

Esto es lo que yo propuse en la década del setenta. Desde este momento
se la puede llamar realmente una teoria algoritmica de la informacién.

Después hubo mas. Hace aproximadamente cinco afios, cambié todo de
nuevo. Rehice la teoria una vez més y esto lo explico en mi libro sobre
los limites de la matematica. Porque hasta ahora esta teoria era bastante
tedrica, era una teoria del largo de programas pero no eran programas que
uno puede correr en la computadora, en la PC de cada uno de ustedes. Eran
computadoras abstractas, eran programas tedricos para maquinas de Turing
universales. Esto era muy tedrico.

Yo me di cuenta de que se podia realmente programarlo todo, trans-
forméndola en una teoria del largo de programas reales, que se pueden cor-
rer, y lo hice mediante una versién de LISP que inventé para tomar la teoria
algoritmica de la informacién y ponerla a andar en la computadora.

Desde el punto de vista matematico es la misma teoria de la complejidad,
o sea TAI;y = TAIg. La tnica diferencia es que ahora realmente uno puede
tener los programas en la mano, uno los puede elaborar y después correrlos
en una computadora, y entonces, si uno tiene el programa, puede medir su
largo en bits y esto da una cota a la complejidad del resultado del programa,
jno es cierto?

Entonces la teoria se hace bastante més concreta. En otras palabras,
ademds de ser algo tedrico, se convierte en algo donde realmente uno puede
correr los programas, o mejor dicho, lo hace la computadora de cada uno. Y
esto lo explico en mi libro sobre los limites de la matematica.

Entonces hay estas tres etapas: TAlgg, TAI7g, TAlIgo. Y en la teoria
TAI7y jqué pasa con la complejidad de las cadenas de n bits de largo?

Bueno, ahora su complejidad no va a ser de n bits, va a ser mayor. Mas
0 menos va a ser normalmente este nimero de bits:

n + log, n.

Es decir que en mi teoria un programa debe indicar dentro del programa
mismo dénde termina, cuan largo es. Son programas autodelimitantes, es un



poco como poner una cabecera a algo de largo variable indicando su largo.
Pero no hace falta indicar directamente cuantos bits vienen a continuacién. A
veces uno puede ser mas ingenioso y dar un programa para calcular el nimero
de bits. Porque puede ser que el nimero de bits que vienen a continuacién
es un numero compresible, no de maxima complejidad. En otras palabras,
el resultado presentado en forma correcta es que las cadenas de n bits mas
complejas tienen una complejidad de n bits mas la complejidad de n, o sea

n+ Hin),

que normalmente es méas o menos n + log, n. Pero a veces, por ejemplo, si
n es una potencia de 2, H(n) va a ser mucho menor, va a ser del orden del
logaritmo del logaritmo de n, en lugar de log, n.

Para niimeros n de forma especial H(n) podria ser mucho més chico que
log, n.

Ademads en esta teoria se puede definir un nimero que me encanta, que
llamé €2, que es la probabilidad de detencién de una computadora universal,
que realmente da una versién muy diferente y muy fuerte del teorema de
Turing de que no se puede decidir si un programa se detiene. Porque cuando
uno pregunta cual es la probabilidad de detencién de un programa escogido
al azar, la respuesta es el niimero real {2 cuyos bits son realmente imposibles
de conocer, son aleatorios, en el sentido de mi teoria, la TAIL

Ademas, otra cosa buena es que con la definicién de complejidad en TAT 7
la definicion natural de una cadena aleatoria infinita, es decir, incompresible,
resulta ser equivalente a la definicién por pruebas estadisticas de Martin-Lof
de un numero real aleatorio.

Es decir que con el enfoque de TAIy se unifica la definicién de aleato-
riedad para cadenas finitas e infinitas, mientras que en TAIg habia que usar
diferentes métodos en cada uno de estos casos.

Es por esto que creo que aunque la definicién de Martin-Lof es hermosa,
no va al fondo del caso, porque su definiciéon usando pruebas estadisticas real-
mente se aplica solamente a cadenas infinitas. Pero usando la complejidad,
se define algo incompresible o aleatorio en el caso finito e infinito a la vez.
Creo que esto es importante subrayarlo.

Yo estoy convencido de que TAI g es la formulacién definitiva de la teoria,
y TAlgy no lo es; fue un esfuerzo preliminar, y ahora creo que solamente
tiene interés histérico. Hay algunas preguntitas que todavia quedan, pero



realmente creo que habria que olvidar esta version de la teoria. No sé si todo
el mundo lo hace, pero yo lo hago.

Ahora bien, hay algunos temas adicionales que fueron estudiados y yo
elaboré muchas teorias de complejidad del largo de programas ademas de
estas que acabo de presentar.

Empecé realmente en la década del sesenta con dos teorias del largo de
programas de maquinas de Turing, donde mido el nimero de estados, tomo
el nimero de estados como la medida de complejidad. Empecé con esto
realmente, y ademds, para dos tipos diferentes de maquinas de Turing, uno
con una definicién un poco rebuscada que inventé especialmente, pero lo hice
por una razon.

Asi que tengo dos teorias del largo de programas para maquinas de Turing
en las cuales no uso bits sino nimero de estados como la cosa medida.

Después hice algo asi como tres teorias de complejidad del tamano de
programas para LISP (realmente hice cuatro), para distintas versiones de
LISP. Aqui la idea es medir el largo de programas y tomar un idioma de
programacion que la gente realmente usa.

Yo tomé LISP porque LISP tiene esta particularidad—me encanta jugar
con LISP, no sé si ustedes conocen LISP—LISP es a la vez algo elegante
y tedéricamente hermoso, pero ademds es un idioma de programacién que
realmente se puede usar.

Ademés de ser tedrico, he trabajado para IBM como programador. Me
encanta programar, y jugaba con LISP por muchos afios sin darme cuenta
de que se podia aplicar al desarrollo tedrico de la TAI

Pero me gusta que LISP realmente esta en estos dos mundos: el mundo
de la teoria y el mundo de la computacién practica. Y es el tnico idioma que
conozco que estad en los dos mundos.

Si uno tiene un idioma de programacién real, la forma natural de medir el
largo del programa es contar el nimero de caracteres que tiene, dar su largo
en caracteres, jno es cierto?

Tengo algunos articulos sobre este tema, incluso hablo de esto en un
capitulo de mi libro sobre los limites de la matematica, en el segundo capitulo,
que se llama “Programas elegantes en LISP”. Comienza en la primera mitad
de este capitulo, donde digo que un programa elegante en LISP es el que tiene
la propiedad de que ningin programa més pequenio da el mismo resultado.
Y alli se mide el largo de un programa en caracteres de programacién LISP.

Pero éstas no son las teorias correctas. Son una aproximacién a la TAI
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que es mucho mas abstracta, y que mide la informacién en bits en lugar de
caracteres.

Estas teorias son mas concretas porque se trata de modelos de com-
putaciéon que uno puede tener en la mano. A mi me interesaba ver qué
pasa si uno trabaja con un modelo de computacional més real.

Y finalmente, los combiné, porque mi version de LISP es una forma de
combinar los idiomas de programacién reales con toda la parte tedrica.

Otra cosa que hice, que creo que no salid, tiene que ver con la teoria
de la evolucién y el origen de la vida. Tengo tres trabajos sobre este tema,
tratando de usar el concepto de complejidad de la TAI en la biologia. Creo
que no lograron su objetivo, pero igual les puede interesar.

Existe ahora un campo que se llama vida artificial, Artifictal Life; em-
piezan a verse algunos libros sobre este tema. Y en este campo hacen ex-
perimentos, trabajan con modelos que andan en la computadora, y a veces
encuentran la forma de crear por evolucién cosas interesantes en un tiempo
razonable. Lo que yo traté de hacer es diferente, una teoria que habla de
la complejidad de un organismo y que muestra que con altas probabilidades
en clertas circunstancias tienen que aparecer organismos e incrementarse su
complejidad, donde la complejidad 0 seria la no existencia de organismos
Vivos.

Esa fue la idea. Yo queria una teoria matemaética general de la evolucion
darwiniana, que no lo logré y, que yo sepa, nadie lo ha hecho, y se los ofrezco
como un proyecto interesante. Probablemente la definicion de complejidad
de la TAI no es adecuada para esto, pero hay quienes todavia piensan que
si. Yo lo pensaba originalmente, pero no lo pienso ahora.

Otra cosa que habria que hacer, y yo empecé a hacerlo, es que esta teoria
del largo de programas principalmente habla del largo de un programa que
eventualmente se acaba, es decir, que realiza un computo finito, que calcula
algo finito. Pero también es interesante el caso infinito, es decir programas
que generan una salida infinita. Uso esto un poco en mi teoria, para su apli-
cacién a los limites de la l6gica. Porque un sistema logico es en cierto sentido
un cémputo que nunca termina, es un computo que va haciendo todas las
deducciones posibles a partir de los axiomas. Por lo tanto, si uno habla de
la complejidad de un sistema de axiomas, uno estd hablando de la comple-
jidad de un cémputo que nunca se acaba, que va a continuar deduciendo
teoremas. Seria interesante—y tengo un solo trabajo sobre este tema, que
es solamente el primer paso—tener una teoria bien elaborada de la comple-
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jidad del tamano de programas para computos que nunca se detienen, por
ejemplo, de conjuntos recursivamente enumerables. Esta es la forma en que
yo traté de encararlo, pero otra posibilidad seria una teoria de complejidad
de funciones computables.

.Y cudl es la aplicacién de la TAI?

Bueno, ya les mostré las distintas etapas en la evoluciéon de mi teoria,
TAlgy, TAI7g, TAIg.

Hay quienes han tomado esta teoria con miras a aplicaciones practicas
que a mi no me interesan. Para mi lo mds interesante de esta teoria es el
hecho de que es una teoria impractica, porque la complejidad no se puede
calcular. Para mi esto es fascinante e indica los limites del razonamiento.
Pero hay quienes tienen interés en hacer cosas en el mundo real, y algunos
de ellos ya no dicen que sus ideas tienen algo que ver con mi teoria, pero si
uno mira sus primeras publicaciones, citaron trabajos mios o de otra gente
en este campo, y después se fueron en otra direccion.

Conozco dos casos asi: un caso en la estadistica, y el nombre de Jorma
Rissanen es un buen nombre para mencionar en relacién con aplicaciones a
la estadistica de conceptos de este tipo. Pero en la estadistica no se puede
trabajar con mi complejidad porque si se usa la TAI como es, no se puede
calcular nada, no se puede calcular la complejidad de nada.

Por esta razén, Rissanen hizo algo asi como una versiéon de juguete de
mi teorfa. El la llama “MDL”, minimum description length. Se aplica a la
estadistica no paramétrica, que creo que es cuando se tiene que escoger entre
distintas clases de distribuciones. MDL, mintmum description length, es algo
muy parecido al largo minimo de programas.!

Otra versién practica de la TAI se hizo para tener una manera de com-
primir. Gente préactica queria comprimir informacién en la computadora.
Hay un método de compresion que se usa bastante en la practica que se
conoce como

LZW

Es de Lempel y Ziv, y, creo, Walsh.
El primer trabajo de Lempel y Ziv dice, bueno, Chaitin y Kolmogorov
hablaron de autématas infinitos, pero qué pasa si estudiamos un largo de

!También est4 la teoria MML, minimum message length, del grupo de Chris Wallace en
la Universidad de Monash en Australia. Parece que MML es semejante a MDL. Wallace
concibi6 MML en forma independiente; no conocia previamente la TAI ni MDL.
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programa en el cual se usan solamente autématas finitos, de un numero
finito de estados.

Su método de compresién empezd asi: Ellos leyeron mi teoria y LZW es
una versiéon de autémata finito de compresién, porque el programa éptimo,
de tamafo minimo para hacer algo es, en cierto sentido, la mejor compresiéon
de la cosa que calcula. Entonces ellos dijeron jqué pasa si se usa un autémata
finito para descomprimir, para recuperar el mensaje original? Ellos dijeron
iqué pasa si usamos un autémata finito en lugar de un autémata infinito,
como se hace en la TAI? Y asi comenzé el método LZW de compresion.

Hago este comentario para indicar que a veces las cosas mas tedricas
pueden sugerir cosas practicas.

Pero, a mi juicio jcudl es la aplicacién mds importante de todo esto?
Primero les quiero decir que hay diferentes versiones de la historia de este
campo, y aqui les estoy dando mi versién.

Kolmogorov y yo dijimos independientemente, bueno, seria interesante
una teoria de la falta de estructura, del azar, basada en esta medida de
complejidad.

Yo creo que esto es cierto, pero no da una versién nueva de la teoria de
probabilidades. Es casi lo mismo. Cuando mi teoria habla de esto, es muy
semejante a la teoria tradicional. Pero creo que esta no es la aplicaciéon mas
interesante. No reemplaza la teoria cldsica de probabilidades. Kolmogorov
no se dio cuenta de que la definicién original de complejidad estaba mal, pero
més importante ain es que no se dio cuenta de que su aplicacién més signi-
ficativa era los limites de la matemaética, era comprender mejor el fenémeno
de incompletitud que descubrié Godel. Yo creo que alli estd la aplicaciéon
mas importante.

Y mi ejemplo que indica esto mas claramente es la probabilidad de de-
tencién, el nimero

Este nimero cumple con mi definicién de incompresibilidad, es aleatorio. Es

incompresible y también es incomprensible; las palabras son muy semejantes.

Es decir que escapa al poder del raciocinio. Este nimero se define facilmente
como la probabilidad de que un programa generado echando una moneda al
aire, se detiene finalmente o no. No es una cosa del otro mundo, tiene una
definicién muy simple, pero es una definicién no constructiva.
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No solamente no se puede calcular este niimero, sino que nunca se puede
saber cuales son sus bits, porque esta informacién es informacién matematica
incomprensible... porque no se puede comprimir.

Es decir que la dnica forma de deducir los valores de bits individuales
de este nimero es esencialmente poniéndolos como axiomas. Es un caso en
el cual uno no gana nada con razonar y todo esta dado directamente en los
axiomas. Es un caso en el cual el razonamiento no ayuda para nada. Es
decir que para poder deducir los valores de los primeros n bits de {2 necesito
una teoria de n bits de complejidad, una teoria matematica de la misma
complejidad que el fenémeno estudiado.

Pero esto significa que no gano nada razonando y que aqui la razén no
me da nada, porque los primeros n bits de {) son n bits de complejidad, y yo
podria tranquilamente tomar estos bits como mis axiomas; es lo mejor que
puedo hacer.

La idea es que basicamente nada ayuda a conocer estos bits. Para conocer
n bits de €2, para deducirlos, simplemente tengo que poner esta informacién
en los axiomas en forma directa. Es decir que aqui el razonamiento no sirve
para nada. Este es un campo de la matematica, los bits de {2, en €l cual la
verdad matematica no tiene absolutamente ninguna estructura.

Otra forma de decirlo es que normalmente se piensa que si algo es cierto, lo
es por una razon, que hay una razén por la cual es cierto. En la matematica
la razén por la cual algo es cierto se llama una prueba, y el trabajo del
matematico es encontrar pruebas, es hacer demostraciones. Pero los bits
de € son hechos matematicos al azar, accidentales. Es decir que, estad tan
delicadamente balanceado si un bit determinado de este nimero es cero o
uno, que nunca vamos a saber qué es. Tiene que ser uno u otro, pero no hay
ninguna razén para que sea uno u otro.

Asi que simplemente la tnica forma de deducir cudl es el valor de un bit
determinado en la expansién binaria de este nimero es agregando este hecho
como un nuevo axioma. Pero uno puede demostrar cualquier cosa si uno lo
agrega como un nuevo axioma. Lo extrafo de este nimero es que en este
caso es la unica forma de ir adelante.

En otras palabras, los bits de {2 son el caso extremo de hechos matematicos
irreducibles que no tienen ninguna estructura. Aqui sabemos que no es culpa
de uno no poder demostrar cudles son sus bits ni poder encontrar su estruc-
tura, porque no hay ninguna estructura. Este es mi ejemplo del azar en la
matematica, el azar que los fisicos conocen muy bien y con el cual se sienten
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cémodos. Este es mi ejemplo de un caso en el cual se encuentra el azar en la
matematica pura.

Ahora bien, el préximo paso que di fue tomar este nimero y convertir la
cuestion de cudles son sus bits en una cuestién de la Aritmética.

Con un programa, elaboré una ecuacién de

200 paginas

y es una ecuacion diofdntica, lo que quiere decir que es una ecuacién alge-
braica, siguiendo al griego Diofantos de Alejandria de hace 2000 anos, es una
ecuacion algebraica en la cual todos los nimeros tienen que ser enteros. Es
decir que las incégnitas tienen que ser numeros enteros y todos los coeficientes
son nimeros enteros.

Es una ecuacién algebraica que tiene 200 paginas de largo, una sola
ecuaciéon, mas o menos 100 paginas a la izquierda y 100 paginas a la derecha,
tiene mas o menos 20.000 variables o incognitas.

Una de las variables es un pardmetro. Entonces fijo este pardmetro en
cero, luego lo fijo igual a uno, lo fijo igual a dos,

1=0
1=1
1=2

y sustituyo este valor cada vez que ocurre el pardmetro dentro de la ecuacion.
Esto me da una serie de ecuaciones, una primera, una segunda, una tercera,
etcétera.

Para cada una de estas ecuaciones pregunto ;tiene un numero finito o
infinito de soluciones? (en nimeros enteros).

Una solucién es una tupla de 20.000 numeros enteros que cuando sustituyo
se cumple la ecuacién, el valor del lado izquierdo es igual al valor del lado
derecho.

Esta es mi ecuacién, y estd hecha con cuidado para convertir el problema
de cudl es un bit determinado, si es 0 6 1, aqui en 2—para convertirlo en
la cuestion de si una ecuacién diofantica tiene un nimero finito o infinito de
soluciones.

Si éste numero, €, es aleatorio e imposible de conocer, también esto se
encuentra en la Aritmética, en la teoria elemental de los nimeros.

Y fue en este momento que el mundo cientifico se interesd en este campo,
porque esto realmente sorprendié a mucha gente.
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Esto lo publiqué en el ano 1987, en mi libro de Cambridge University
Press. Y el resultado fué el ano siguiente un articulo en Scientific American,
después un articulo en New Scientist, después un articulo en La Recherche,
todo seguido. Y el titulo del articulo en Scientific American, que fue el
mejor, el més sorprendente, fue “Randomness in Arithmetic”, “El azar en
la aritmética”. Porque normalmente se piensa que la Aritmética es algo
totalmente claro, blanco y negro.

Ahora bien, yo quiero que me entiendan. Fijense que la BBC me entre-
visté y alguna gente piensa que yo afirmé que dos més dos a veces no son
cuatro...

24+2=4

Bueno, esto no tiene nada de aleatorio. Es decir, sabemos que es 4, nunca 5,
nunca 3.

El primer paso es tomar una ecuacién algebraica y preguntar si tiene
solucién o no, en nimeros enteros.

Este es el 10° problema de Hilbert, del afo 1900. Hilbert pidié que
se buscara un método para determinar si una ecuacién algebraica arbitraria
tiene una solucién en numeros enteros. Y alguna gente que yo conozco trabajé
en esto.

Martin Davis, Julia Robinson, Hilary Putnam...

Finalmente Yuri Matiyasevich terminé la demostraciéon, creo que méas o
menos hace 30 afios, cuando era un estudiante en San Petersburgo. Pero
él se basd en el trabajo de esos otros matematicos, que estaban en los Esta-
dos Unidos.

A Davis lo conozco personalmente hace mucho, nos conocimos en la
década del 60 en Nueva York. Y una vez le estreché la mano a Raphael
Robinson, el marido de Julia Robinson. Fue en Berkeley, California, después
del fallecimiento de su mujer.

Y me crucé con Matiyasevich una vez en Toronto, Canada. El demostrd
que no hay un algoritmo para determinar si una ecuacién algebraica tiene
solucién en numeros enteros o no. Demostré que la dificultad de saberlo es
equivalente al problema de Turing, de determinar si un programa se detiene
eventualmente o no.
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Pero esto no da el azar en la aritmética, esta ecuaciéon diofantica que
construy6 Yuri Matiyasevich. Los distintos casos del 10° problema de Hilbert
no son independientes, no pueden serlo.

Pero distintos casos de mi cuestion, que es si una ecuacion diofantica tiene
un nimero finito o infinito de soluciones en nimeros enteros, si pueden ser
independientes, y en el caso de mi ecuaciéon lo son.

iPor qué no pueden ser independientes las respuestas si uno se pregunta
si cada ecuacién diofdntica en un conjunto de ecuaciones diofdnticas, tiene
solucién en numeros enteros o no?

Bueno, la razén es muy simple. Esos casos nunca pueden ser casos in-
dependientes; casos diferentes del 10° problema de Hilbert nunca son inde-
pendientes. ;Por qué? Si tengo n ecuaciones algebraicas, o mejor dicho, n
ecuaciones diofanticas, y quiero saber para cada una si tiene una solucién en
numeros enteros o no, lo peor seria si necesito conocer n bits de informacion,
porque hay n casos, n ecuaciones.

Pero resulta que solamente hay log, n bits de informacién. jPor qué? En
otras palabras, se comprime mucho, exponencialmente. ;Por qué se puede
comprimir tanto? Porque si yo sé cuantas ecuaciones tienen solucién, puedo
encontrar cudles tienen solucién y cudles no. Si Dios o un ordculo (Tur-
ing hablaba de ordculos), si un ordculo me dice cudntas de esas ecuaciones
tienen solucién, es un numero de log, n bits, que me dice cuantas ecuaciones
diofanticas en este conjunto de n tienen solucién en nimeros enteros. Es de-
cir que si sé cudntas tienen solucién, me pongo sisteméticamente a tantear,
a ensayar, sustituyendo niimeros enteros en forma sistematica, hasta que en-
cuentro la cantidad debida de ecuaciones con solucién. En este momento
sé que ya encontré todas y que las otras ecuaciones diofdnticas no tienen
solucién en numeros enteros.

Por lo tanto, n casos del 10° problema de Hilbert son solamente log, n bits
de informacién, no son n bits, que seria lo que se necesita para un ejemplo
de aleatoriedad.

Pero n casos de preguntar si tienen un numero finito o infinito de solu-
ciones en numeros enteros, no si tienen solucién o no, eso si puede dar la
maxima cantidad, n bits de informacion.

Esto ocurre con mi ecuacién, mi ecuacién con un nimero finito o infinito
de soluciones segun el valor del parametro. ;Por qué? Porque esto resulta
ser igual a determinar los bits de €2, del nimero () de la probabilidad de
detencién.
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Asi que aqui finalmente encontramos no solamente algo no computable
dentro de la Aritmética, porque eso ya lo hizo el 10° problema de Hilbert.
Encontramos algo aleatorio en la Aritmética, en la teoria elemental de los
numeros.

Asi que es un paso bastante grande mas alla de lo que hicieron Julia
Robinson, Martin Davis y Yuri Matiyasevich cuando ellos resolvieron el 10°
problema de Hilbert.

En otras palabras, esta versién del 10° problema de Hilbert en la cual se
pregunta si tiene un nimero finito o infinito de soluciones enteras, no si tiene
solucién o no, crea un problema, demuestra que tenemos problemas serios en
la matematica.

Ahora bien, hay quienes pueden decir “; Qué me importa todo esto? Yo
voy a continuar haciendo matemadtica en la forma tradicional”.

La otra razén por la que creé esta teoria es que cuando era un jovencito,
leia ensayos escritos por Hermann Weyl y John von Neumann, en los cuales
ellos reaccionaron al descubrimiento de Godel en la década del treinta. Ellos
estaban asombradisimos, realmente se veia que todo su mundo se les venia
abajo, pues ellos pensaban que la nociéon convencional de la matematica se
derrumbaba, y que la matematica de seguridad absoluta cafa en ruinas. Yo
lei estos ensayos y me impresionaron, pero después vi que todo el mundo se
habia olvidado ya, cuando yo los lei hace unos 40 anos, al fin de la década
del cincuenta o comienzos de la década del sesenta. Los matematicos en la
practica seguian trabajando exactamente en la forma tradicional y empez-
aban a oirse voces que decian, bueno, en la préactica el teorema de Godel
realmente no tiene ningun impacto.

Por ejemplo, el grupo de Bourbaki en Francia; ellos lo dijeron de una
forma muy terminante. Ellos dijeron que en la practica el teorema de Godel
no tiene ningun significado para la matemdtica. Que solamente es un resul-
tado que interesa a los logicos y los filoséfos pero no a los matematicos.

Entonces yo me pregunté si esto podia ser cierto. Mi sospecha era que no,
que algo tan importante como lo de Godel, algo tan extrano, deberia tener
mucho significado. Y fue por esto que hice todo este desarrollo.

Bueno, yo creo que este es un buen momento para hacer un corte. ;Se
hace normalmente asi, no es cierto, cada hora? No sé de cudntos minutos se
acostumbra. Hagamos... ;10 minutos de corte?

iSon qué... menos cinco, mas o menos? Bueno, en 10 minutos, nos
encontraremos de nuevo aqui, jqué les parece? Y les daré un idea un poco
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mas detallada de lo que va a ocurrir en este curso. Hasta ahora les dije por
qué vamos a hacer todo esto, pero ahora les voy a decir qué es lo que vamos
a hacer.

— Recreo —

Creo que es muy interesante mirar todo esto desde arriba, desde un punto
de vista histérico. La historia de la légica en este siglo es realmente apasio-
nante, es tremendamente interesante. Algunas personas pueden pensar que
la logica fracasd, y en cierto sentido fué asi. La légica es el esfuerzo por
formalizar la matematica hasta el maximo grado posible. Y para mi, Hilbert
es quien mejor explica la meta de la logica clasica. Por lo menos para mi fue
Hilbert quien lo hizo mejor; no soy un historiador.

El dijo que se buscaba una formalizacion completa de la matematica. Esta
seria un sistema axiomatico formal o SAF, que segun Hilbert es un sistema
deductivo en el cual existe una regla mecanica, es decir, un algoritmo, para
verificar si una prueba es correcta o no, si es cierta o no. Y como la légica
es el formalismo llevado al méximo, el SAF de Hilbert tenia que expresarse
usando un idioma artificial. Porque los idiomas naturales nos encantan, son
hermosos, son poéticos, jpero son ambiguos!

Entonces el SAF de Hilbert tiene que venir con un idioma completamente
artificial y formal, con una gramatica muy estructurada. Y las reglas de légica
que este SAF utiliza son reglas de estructura, no hablan del sentido de nada.
Son muy claras y no involucran la intuicién, es decir, son estructurales.

Y entonces, tenemos este SAF como meta final. Creo que esto no se
debe solamente a Hilbert; Hilbert es la culminacién de una trayectoria que
empieza en la Grecia antigua y sigue con Leibniz, Boole, Frege, Peano, Russell
y Whitehead. Hay muchos nombres que hay que mencionar.

Pero creo que Hilbert agudizé el analisis. Y él hablaba de un sistema
axiomatico formal que abarcara toda la matemaéatica y acerca del que todos
pudiéramos ponernos de acuerdo. Esta era su meta.

Ahora bien, si hubiese andado, seria muy hermoso. Inclusive el Entschei-
dungsproblem estaria resuelto. Entscheidungsproblem, que también lo men-
cioné Hilbert, significa “problema de decision” en alemén, y sin duda lo
pronuncié mal. Hilbert observo—asi lo creo—que si hay una forma mecénica
de verificar si una demostracién cumple las reglas o no, esto tiene el corolario
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un poco extrano, de que se puede generar una lista de todos los hechos ver-
daderos. E inclusive, si el sistema axiomatico formal es consistente y com-
pleto, se podria resolver algoritmicamente cualquier cuestion matematica.
i Coémo?

Si tengo un método mecdnico para ver si una demostracién es correcta,
podria examinar todas las demostraciones posibles en orden de tamano cre-
ciente, y en orden alfabético dentro del mismo largo. Es decir que tengo un
alfabeto—es un idioma artificial—hay un alfabeto finito con el cual trabajo.
Entonces, miro todas las cadenas de un cardcter de largo, 2, 3, 4, 5 carac-
teres, un renglén, una pagina, dos paginas. Lo hago asi sucesivamente. En
la préctica no se puede hacer, pero en teoria se podria. Me fijo si cumple las
reglas de una demostracion y si las cumple termina con un teorema jno es
cierto?

En otras palabras, si tengo un sistema axiomdético formal en el estilo de
Hilbert, como lo propuso Hilbert, hay un algoritmo, hay un proceso mecénico
para generar todos los teoremas. Es tedrico, en la practica no se puede hacer,
pero tedricamente si, y esto generaria todos los teoremas en el orden del largo
de sus demostraciones.

Y entonces si el sistema axiomético formal es bueno—bueno significa que
dice toda la verdad y sélo la verdad—esto me daria una forma de resolver
cualquier cuestién. Porque si tengo una cuestiéon matemética que tiene que
ver con los conceptos de esta teoria—y Hilbert hablaba de una teoria que
tenia que abarcar toda la matematica—si tengo un problema matemdtico,
una cuestién que me interesa, me pongo a recorrer todas las posibles de-
mostraciones hasta que encuentro un teorema que afirma lo que me interesa
o afirma lo contrario. Y de esta forma jpuedo resolver cualquier cuestion
matem4atical

Creo que Hilbert no pensé que en la practica esto eliminaria la matemaética—

jeste no era su propdsitol—pero como meta filoséfica es hermosa. jPor qué
es hermosa la légica?

Ustedes pueden pensar que la légica es muy pedante y seca. Creo que no,
que el esfuerzo histérico ha sido desmenuzar las demostraciones y romperlas
en pedacitos cada vez mas chicos, para entender exactamente qué es lo que
camina y qué es lo que no camina en la matematica. Creo que la légica nunca
quiso que nosotros tuviésemos que trabajar dentro de un sistema axiomético
formal. Porque si ustedes miran las demostraciones completamente formales,
son terriblemente largas y dificiles de entender, y ademas estan hechas en un
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idioma artificial.

Creo que el propodsito de Hilbert no era que nos convertiésemos en méquinas.
A mi juicio, la meta no era imponer un formalismo y un idioma artificial a
todo el mundo. El quiso hacer todo esto por razones filoséficas, para com-
prender mejor los alcances de la razén.

Bueno, de todos modos, como ustedes ya lo saben, este intento fracasé.
La légica fracasd, este intento de formalizacion fracasé. Pero la formalizacion
no fracasé del todo, porque con computadoras ustedes pueden tener el gusto
de trabajar con idiomas artificiales y de preocuparse por detalles sumamente
minuciosos.

El intento fracasé porque Godel demostré que cualquier SAF es incom-
pleto, ¥ que no es posible formalizar toda la matemética.?

Uno puede pensar que este esfuerzo de formalizaciéon fue un desastre.
Pero quiero sostener la tesis contraria, que es que realmente fue el éxito mas
grande del siglo XX, pero como tecnologia, no como filosofia.

En este momento todos estamos trabajando con sistemas formales. ; Qué
clase de sistemas formales? jIdiomas de programacién! Los idiomas de pro-
gramacién son el éxito tecnolégico mas grande de este siglo. Por supuesto
también hace falta algo fisico, es decir, las maquinas que comprenden estos
idiomas de programacién y trabajan con ellos.

Y no se puede negar que estos idiomas de programacién son bien formales,
de hecho mads formales que los formalismos que usan los matematicos. Es una
observacién aguda que hizo el matematico William Thurston.

;

El comenté que la atencién al detalle que se requiere para hacer andar
un programa es mucho mayor que la que se requiere para demostraciones
matematicas, jy acaso no es cierto?

Porque una demostraciéon matematica uno tiene que explicarla a sus cole-
gas, pero cuando uno hace un programa tiene que explicarlo a una méaquina

2A pesar de esto, Jacob Schwartz, del Instituto Courant, sigue tratando de elaborar
un sistema axiomatico formal basado en la teoria de conjuntos y suficientemente poderoso
para expresar todas las demostraciones de los teoremas de Analisis I en una forma concisa.
Vendria con un programa verificador que conoce bastante de teoria de conjuntos para
permitirlo. Schwartz subraya que el teorema de Godel no es un impedimento para su
proyecto y creo que jtiene mucha razén! El sistema légico que él esta desarollando tiene
la particularidad de que su proposito es reducir al minimo no el nimero de principios
bésicos, sino el tamafio de las demostraciones. En otras palabras, él intenta hacer una
version actualizada de Principia Mathematica de Russell y Whitehead, que pueda ser
verificada mecanicamente.
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que no entiende nada, y el esfuerzo es mucho mayor.

Si cualquier detalle estd mal, la computadora sigue adelante y se mete en
lios. Mientras que en la matematica, cuando se publica un trabajo, a pesar
de que los referees lo leyeron y el autor también, muchas veces hay cosas que
estdn mal. Normalmente la gente se da cuenta, leyendo el trabajo, y puede
hacer algunas correcciones jno es cierto? A veces son faltas de ortografia, a
veces un simbolo se omite o se reemplaza por otro, pero en general esto no
destruye una demostracién. Pero si, definitivamente destruye un programa.

En otras palabras jcual fué el éxito del formalismo? Los idiomas artifi-
ciales son un éxito tremendo, pero no son para razonar, son para expresar
algoritmos, para expresar procesos de computo. Y antes de la existencia de
computadoras, habia muchos trabajos de légica en los cuales se empleaba lo
que hoy en dia se llamaria un idioma de programacién. Uno lo ve si mira las
colecciénes de trabajos de légica escogidos por van Heijenoort y por Davis.
Van Heijenoort tiene un libro gordo de trabajos importantes escritos por
l6gicos, y Martin Davis publicd otra coleccién de este tipo.

Por ejemplo, el célculo A de Church es un idioma de programaciéon. Y
si uno mira el trabajo original de Godel, hay un idioma de programacién de
alto nivel. Tiene funciones recursivas, y a mi juicio es muy parecido a LISP.
Por supuesto el trabajo de Turing contiene un idioma de programacién del
tipo de lenguaje de maquina. |Y esto lo hicieron légicos cuando no habia
computadoras!

De modo que vemos que los idiomas artificiales son un éxito tremendo,
pero son para computar, no para razonar.

También esta el hecho de que el teorema de incompletitud de Godel dice
que ningun conjunto finito de axiomas es completo y da toda la verdad.
Ningin SAF permite expresar todas las demostraciones posibles.

Pero ocurre lo contrario con los idiomas de programacién. Con la maquina
universal de Turing no hay incompletitud pues es una computadora que puede
simular cualquier otra computadora, cualquier otra maquina.

En otras palabras, los idiomas de programacién que se usan son univer-
sales, en el sentido de que puede realizarse cualquier proceso de cémputo.
En la practica el idioma de programacién es importante, pero en teoria no,
en teoria cualquier idioma de programacioén tiene el mismo alcance que otro,
porque cualquier algoritmo se podria expresar en cualquiera de ellos.

En otras palabras, los sistemas formales para expresar un proceso de
cémputo, los idiomas de programacién, son universales, son completos, no
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sufren de la incompletitud de los sistemas formales deductivos para razonar.

Traje conmigo un libro, que no sé si sostiene exactamente esta tesis, pero
dice algo semejante. Este libro lo escribi6 el geofisico Douglas Robertson y se
llama EIl Nuevo Renacimiento, y es una reaccién al libro El Fin de la Ciencia
de John Horgan. El Nuevo Renacimiento es un libro muy optimista que dice
que la computadora no solamente en la practica, sino también en la teoria
ha sido el comienzo de una nueva época. jPrefiero los libros optimistas a los
libros pesimistas!

No sé si Robertson dijo exactamente lo que acabo de decir acerca del
éxito de la formalizaciéon. Creo recordar que leyendo su libro esto se aclard
para mi, pero no sé si lo tomé de él o lo pensé yo.

OK, creo que esto fue interesante para empezar. Ahora bien, si Hilbert
pudiera vernos ahora, ;jcomo reaccionaria? Creo que por un lado, mal. El
se enterd del trabajo de Godel cuando ya era viejo y no le gusté para nada.
Creo que hubiera sido diferente si hubiese sido joven, pero ya era viejo y
famoso y ademas ya venia el desastre de Alemania, estaban ya empezando
los disturbios.

Pero a Hilbert le hubiese encantado el tremendo éxito de los idiomas de
programacion, y el hecho de que hay sistemas formales por todos lados y
mucha gente los utiliza, aunque sean sistemas formales de computo y no de
razonamiento.

Para seguir un poco mas lejos con este andlisis, tengo un conocido, un
fisico matematico que se llama Stephen Wolfram y es el fundador de una
empresa que vende software que se llama Mathematica. Mathematica es un
idioma de programacién de muy alto nivel para cémputos simbdlicos.

Este sistema de programacién conoce mucha matematica y matematica
fisica, es como un ayudante. Por ejemplo, puede hacer integrales y derivadas,
puede hacer los deberes matemdticos. La empresa de Wolfram vende un pro-
ducto para alumnos de Analisis I que tiene inconvenientes porque si los alum-
nos lo utilizan, hacen todo autométicamente y no aprenden. Pero también
estimula a los profesores a dejar la parte rutinaria y poner mayor énfasis en
los conceptos.

Utilizar Mathematica es como tener un ayudante, porque puede hacer
derivadas, puede resolver ecuaciones diferenciales, y es casi como una in-
teligencia artificial, dentro de limites, por supuesto.

Ademas a Wolfram no le gusta TEX y LATEX, ni HTML ni Java. jMath-

ematica hace todo solo! Trabaja con algo que se llama un Mathematica Note-
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book, que es una especie de libro electrénico. Una carpeta de Mathematica
incluye texto—y ademés hay formas de hacer un texto muy lindo—y también
incluye férmulas y programas y diagramas y colores y mas.

En otras palabras, es un libro electrénico que no es pasivo, que mezcla
texto, que se puede leer, con férmulas y con programas que se pueden correr
en el acto, como parte del libro. Es decir, uno hace un clickeo y el programa
empieza a andar y a arrojar dibujos, por ejemplo.

Ademds, es un idioma de programacién muy poderoso. Al principio me
entusiasmé mucho y en mi libro sobre los limites de la matematica tengo un
intérprete LISP que hice en Mathematica. Francamente, mirdndolo ahora,
dos o tres afios después de que lo escribi, temo que no es tan facil compren-
derlo. Pensé que como es un idioma de muy alto nivel y los programas son
bastante cortos, seria mas facil comprenderlo que si estuviera escrito en C.
Ademés, mi intérprete es 1.000 renglones en C y 300 renglones en Mathe-
matica y estaba seguro de que no queria incluir 1.000 renglones de C en mi
libro; ocupa demasiado espacio.

De todos modos, para publicar algoritmos mateméticos, creo que con-
vendria usar el idioma de més alto nivel posible, siempre y cuando se pueda
correrlo, sino no sirve para nada. Ademds estd el problema del tiempo de
cémputo. Si se requiere 100.000 veces mas tiempo para correrlo en Math-
ematica que para correrlo en otro idioma, nadie va hacerlo. Asi que hay
que tomar en cuenta simultaneamente el poder del lenguaje y su tiempo de
cémputo.

Me entusiasmé cuando Wolfram vino una vez a la Universidad de Columbia
e hizo una demo de la version de su sistema que se llama Mathematica version
3. Su demo vino en un Mathematica Notebook. El vino con su laptop y lo
proyecté directamente, y la demo que hizo fue texto mezclado con férmulas
matematicas, y las manipulaba y las resolvia. Ademas se podia cambiar el
formato de todo facilmente. Cambiaba con un clickeo una presentacién frente
a un gran publico, a un formato adecuado para imprimirlo como un libro, y
lo hacia todo automaticamente, lo que me parecié bastante bueno. {Y no soy
accionista de su empresa!

Lo que quiero decir finalmente, y lo dijé en la Universidad de Columbia,

3En su momento también me gustaron mucho el SETL de Jacob Schwartz, que trabaja
con conjuntos, y el APL, que trabaja con vectores y matrices. A su vez, LISP trabaja con
listas. Mathematica tiene todas estas modalidades de trabajo y también incluye “pattern
matching”, o sea, substitucién dirigida por patrones.
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frente a todo el mundo, es que en cierto sentido Wolfram logrd el sueno de
Hilbert. Ahora bien, este no es el inico producto de este tipo. Tengo amigos
a quienes les gusta mucho Maple, que también es un idioma de programacion
de alto nivel para computos simbdlicos.

Diria que lograron el suenio de Hilbert. ;Por qué lo digo? Porque aqui
tenemos un sistema formal, y es un sistema formal que abarca mas o menos
toda la matemaética, por lo menos la que se usa en la fisica. Porque se ve
que Wolfram es un fisico matematico y su sistema contiene cosas que a un
matematico puro le pueden parecer un poco extrafas.

Pero hizo un buen trabajo de ingeneria, es un hombre muy capaz, y su
sistema integra bien muchos elementos disimiles. Es una mezcolanza, trae
cosas de muchos lugares, y también hay muchos algoritmos matematicos que
vienen suministrados por el sistema. Y Wolfram tuvo que encontrar como
hacer andar todo junto, porque a veces diferentes modalidades de trabajo
chocan entre si y no se combinan bien.

i Cudl es el resultado? Que tenemos en Mathematica una formalizacion
de toda la matematica, pero es para computar, no es para razonar, no es
para encontrar demostraciones.

Computar es facil y razonar es dificil. Porque un algoritmo de razon-
amiento tiene un arbol de posibilidades que crece exponencialmente, si uno
mira todos los pasos posibles de la demostracion, mientras que en un cémputo
estd siempre el proximo paso, y el tiempo no crece tan velozmente. Es decir,
aproximadamente, que algo es un cémputo cuando existe un algoritmo veloz.
Sino hay uno veloz, si el tiempo crece exponencialmente, estamos razonando.

Como dije, me asombré al pensar que en cierto sentido, el suefio de Hilbert
de la formalizacién de toda la matemaética, bueno, jjaqui estd!! Inclusive se
puede preparar un libro directamente en Mathematica, hacerlo en la com-
putadora, y después imprimirlo como un libro. Al principio pensé en hacer
mi libro sobre los limites de la matemadtica asi, pero finalemente lo hice en
HTML y Java, porque todo el mundo tiene browser para HTML y puede
correr applets de Java.

Por supuesto un idioma vale mas si todo el mundo lo entiende y todo el
mundo lo puede correr—si hay muchos idiomas diferentes que compiten entre
si, todo se fragmenta. En fin, creo que desde el punto de vista filoséfico, todo
este desarrollo tecnolégico es muy significativo. La légica y la formalizacién
son un gran éxito, a pesar de mis resultados que dicen que los SAF tienen
limitaciones bastante serias. Creo que la tecnologia de la computacién es a
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la vez un gran éxito tecnoldgico y conceptual.

Esto es lo primero que queria decirles, que en cierta forma hemos logrado
el suefio de Hilbert. Ahora quiero aclarar un poco la relacién entre mis
resultados sobre los limites de la razén y los de Godel.

Para empezar, mis resultados surgen de otra fuente de incompletitud.
Yo no puedo deducir el resultado de Godel tal cual lo hizo Godel, con mis
métodos. Son resultados diferentes. Quiero aclarar esto. Yo nunca dije que
mis métodos dan exactamente el resultado original de Godel. Lo que consigo
son resultados de incompletitud que estan en el espiritu de los de Godel, pero
los métodos son diferentes y los resultados a los cuales se llega son diferentes.

i Cudl es la diferencia més grande entre el resultado de Godel y los mios,
a grandes rasgos? La diferencia principal es que mis métodos se basan en
un concepto de complejidad de informacién. En mi enfoque sobre la incom-
pletiud, lo que hago es considerar un sistema axiomatico formal, que contiene
un conjunto finito de

axiomas

y tambien incluye reglas de inferencia, de légica:

axlomas *reglas de inferencia t€Or€mMas

Y mido la complejidad de este SAF en bits. ;Cual va ser su complejidad?

Para dar un ejemplo mdas concreto de mis métodos, uno puede medir la
complejidad de un SAF en caracteres de programacién en LISP, en lugar de
utilizar bits de informacion.

i Cudl es la complejidad de un SAF en la TAI? Bueno, para empezar uno
puede copiar los axiomas de un libro de légica y ver cudl es su largo total
en caracteres. Esto da un idea aproximada. Algunos SAF son cortos, por
ejemplo, los axiomas de Peano; la teoria de conjuntos de Zermelo y Fraenkel
es mas complicada. Uno ve por el tamano de la presentaciéon en un libro que
la complejidad de cada una de estas teorias es diferente.

Por lo tanto, el largo de su presentaciéon en un libro de légica nos da una
idea aproximada de la complejidad de un SAF, y nos ayuda a desarrollar
nuestra intuicién al respecto. Pero esto no nos brinda una definicién formal
y precisa de su complejidad. Para lograrla, hay que tomar en cuenta la
complejidad del programa que verifica si una demostracién es correcta o no.
Recuerdan que Hilbert decia que la caracteristica primordial de un SAF reside
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en la existencia de un algoritmo para decidir si una demostracién cumple las
reglas o no, y que la rechaza o la acepta.

Mas precisamente, la complejidad del algoritmo verificador es importante,
pero también es necesario poder generar todas las demostraciones posibles, a
partir de la gramatica y el alfabeto que usamos. Mi definicién final es que la
complejidad de un sistema axiomatico formal es el largo del programa més
conciso que genera todos sus teoremas.

complejidad de

axlomas *reglas de inferencia t€Or€mMas

Ahora bien, hay que reconocer que esta definicion de la complejidad de un
SAF es un poco abstracta. El grado de abstraccién de esta definicidon es
semejante al de la definiciéon de SAF que creo que dié Post por primera vez,
que dice que un sistema axiomadtico formal es un conjunto recursivamente
enumerable de enunciados. Ambas definiciones son bastante abstractas, pero
creo que van al corazén del asunto. Porque puedo demostrar resultados de
incompletitud sin saber qué es lo que pasa dentro de esta caja negra que es
el sistema axiomatico formal. Para mi es suficiente mirarlo desde afuera, sin
conocer sus mecanismos internos.

Inclusive se podria decir que mi enfoque es un poco como el de la ter-
modinamica. La termodindmica es el campo de la fisica en el cual se estu-
dian mdquinas térmicas (mdquinas a vapor) mediante el concepto de tem-
peratura, que todos conocemos, y el concepto de entropia, que es mucho mas
misterioso. En este campo muchas veces los argumentos se encaran como
gedanken experiments o sea experimentos conceptuales, pensados, no real-
izados en el laboratorio. Y a veces estos experimentos conceptuales tienen
que realizarse infinitamente despacio para que sean reversibles. Por lo tanto,
la termodindamica es una teoria bastante tedrica en la cual el tiempo no im-
porta demasiado. Fijense que en estos aspectos la termodinamica se asemeja
bastante a la TAI. Porque en mi teoria tampoco me interesa el tiempo de
cémputo, y ademas la entropia, o desorden, que es el concepto clave de la
termodindmica, estd muy cerca del largo de programas, que es mi concepto
clave.

En mi teoria sobre los limites de sistemas axioméaticos formales consid-
erados como cajas negras, uso la complejidad del largo de programas para
analizar “méquinas” que son sistemas axioméaticos formales, y esto es bas-
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tante analogo al uso de entropia en la termodindmica para estudiar méquinas
térmicas.

Los vinculos entre la TAI y la termodinamica son ain mas estrechos que
esto. No es solamente una mera analogia; inclusive hay algunos fisicos como
Wojciech Zurek, que toman mi teoria del largo de programas, y la aplican en
la fisica a cuestiones como el demonio de Maxwell. ;Qué es el demonio de
Maxwell? Seria una forma de extraer energia del gas que estd dentro de una
habitacién cerrada que estd en equilibrio térmico, lo que es imposible segin
la termodindmica. Sin embargo, Maxwell observé que si separo la habitacion
en dos con una pared, y hago un pequefio agujero que permite pasar, o no,
una sola molécula de gas, y pongo alli un pequefio demonio como agente
de trénsito, él puede hacer lo siguiente: Cuando ve una molécula que va a
atravesar el agujero, el demonio abre o cierra el agujero para permitir que
solamente las mas veloces que el promedio crucen en una direccién, y las
menos veloces que el promedio crucen en la otra direccién.

Y asi eventualmente tengo todas las moléculas veloces en una mitad de
la habitacion, y todas las menos veloces en la otra, y ésta es una forma de
extraer energia de un sistema en equilibrio térmico. ;Seria ésta una méaquina
de movimiento perpetuo? No, del primer tipo no, porque no crea energia de
la nada, pero si del segundo tipo, porque rompe la ley de que la entropia de
un sistema no puede bajar si uno no invierte energia. Por lo tanto los fisicos
saben que esto no camina, que el demonio de Maxwell no puede funcionar,
pero jles ha llevado mas de cien afios entender por qué!

Szilard jugd un papel importante en esto. En la década del veinte escribid
un trabajo sobre el demonio de Maxwell, en el cual trata de demostrar que el
demonio tiene que confundirse mediante un anélisis de su estado mental, de
la informacién que contiene, informacién que Szilard mididé como en la teoria
de informacién de Shannon (de la década del cuarenta). Como veremos, el
concepto de informacién de Shannon es sumamente cercano a la entropia en
la termodindmica y en la fisica estadistica.

iPero qué pasa si remplazamos al demonio por una computadora? Esto
fue analizado en los ultimos veinte afios por algunos fisicos como Charles
Bennett y Carlton Caves y Murray Gell-Mann, aplicando mi concepto de
informacién algoritmica en lugar del de Shannon. Asi que el tamano de
programas y la entropia de Shannon pueden ser considerados como variantes
de la entropia termodinamica; ambos sirven para demonstrar que el demonio
se confunde, sea ente pensante o computadora.

28



Ya que estamos en esto, les voy a explicar en mas detalle porqué no
funciona el demonio de Maxwell, tal como me lo explicé mi colega Charles
Bennett, que profundizé el analisis de Rolf Landauer, también de mi labora-
torio.

Recuerden que el demonio es un pequetio ente pensante o una computa-
dora, que tiene que tomar la decisién de permitir, o no, que una molécula
atraviese el agujero que divide una habitacién en dos. Resulta que el prob-
lema con el demonio de Maxwell es que tiene que olvidar, y esto gasta energia.
Resulta que desde el punto de vista de la termodinamica, en la computaciéon
lo que cuesta es olvidar cosas, porque esto es irreversible. Un proceso ter-
modinamico reversible no incrementa la entropia y, si se hace lentamente, no
requiere inversion de energia. Pero el problema es que el demonio tiene que
borrar su estado mental, y por lo tanto se va a calentar mucho.

Si el demonio no se olvida de nada, tiene que grabar una memoria infinita,
y va a terminar siendo la parte mas importante del sistema fisico en lugar
de ser algo microscépico. Y si le hacemos olvidar lo no necessario, hay que
gastar energia, porque olvidar informacién es irreversible. Y el demonio
calienta todo a su alrededor y tampoco puede funcionar. En ambos casos el
demonio es refutado.

Y este es mas o menos el andlisis que demuestra que el demonio no puede
funcionar. ;Qué tiene que ver esto con la TAI? Bueno, si el demonio se con-
sidera un ordenador, una computadora muy pequeiia, resulta que es natural
aplicar en el andlisis del demonio mi tipo de entropia del largo de programas.

La entropia normalmente indica en la fisica si estd bien distribuida la
probabilidad sobre todo el espacio de posibilidades, que son los “microes-
tados” del sistema fisico. La entropia aumenta al maximo cuando la dis-
tribucién de probabilidades es uniforme. La entropia es dada por la férmula
de Boltzmann y Shannon

H(p17p27p37 . ) = Z —Di 10g2pi7

donde p; es la probabilidad del z-esimo microestado. Pero mi teoria, la TAI,
da una forma de definir la entropia de un microestado individual: es el largo
en bits del programa mas conciso que produce una descripcién del microes-
tado.

En la termodindmica clésica no existe la nociéon de entropia de un mi-
croestado individual, pero ahora, gracias a la TAI, la tenemos.

29



Ahora volvamos a Godel y a la incompletitud. ;Cual es la diferencia entre
su enfoque y el mio?

Mi enfoque es aproximadamente como una “termodinamica del razon-
amiento”, y tengo algunos resultados muy generales que dicen cudl es la
eficiencia méaxima que puede tener un SAF. Son como los resultados en la
termodindmica que dan la eficiencia maxima que puede tener una maquina
térmica en funcion de la diferencia de temperatura de sus partes.

Yo mido la complejidad, el contenido de informacién, como el largo en
bits del programa mas conciso que produce todos los teoremas:

complejidad de

axlomas *reglas de inferencia t€Or€mMas

Pero en la préactica ;qué va a hacer este programa? Este programa va a
generar todas las demostraciones posibles y verificar cuales son correctas y
cuales no. De modo que la parte principal de esta medida de complejidad es el
largo del programa de que hablaba Hilbert, el programa que mecanicamente
verifica, o no, que una prueba que alguien nos ofrece cumple las reglas del
juego.

Pero técnicamente, la mejor forma que encontré de encarar esto es hablando
de un proceso de cémputo que nunca termina, que como les he dicho genera
todos estos teoremas, y realmente no importa de dénde vienen. No necesito
saber qué es lo que esta pasando dentro de un sistema axiomatico formal. Lo
miro como una caja negra que de vez en cuando arroja un teorema. Lo dnico
que importa es que tiene que arrojar todos los teoremas que son consecuen-
cias de los axiomas y las reglas de inferencia de este sistema. Al SAF lo miro
de bien arriba y no me interesa su estructura interna. Sélo me interesa saber
cuantos bits de informacién contiene, o sea, cudl es el largo del programa
mdés conciso que genera todos estos teoremas.

Es decir que esta seria la versiéon mds concisa del sistema axiomatico
formal. En la practica no conozco la versién mas concisa. Podria descubrir
axiomas mas concisos que generan un mismo conjunto de teoremas. Pero
programando un conjunto de axiomas con sus reglas de juego, que generan
una teoria matemdtica, obtengo una cota de la complejidad, que seria en
efecto los axiomas mas concisos que me dan exactamente este conjunto de
teoremas. ;OK?
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Asi que esta es mi definicién, y de esta manera siempre puedo medir la
complejidad de un sistema axiomatico formal.
A veces, puedo tomar un

teorema,

un enunciado matematico que alguien desea demostrar a partir de estos ax-
iomas

axiomas *reglas de inferencia t€Ore€mMas |,

y también puedo medir la complejidad de este teorema en bits. A veces, no
siempre. Esto es muy importante subrayarlo.
Repito, siempre puedo medir la complejidad del SAF:

axlomas *reglas de inferencia t€Or€mMas

Mis métodos también se aplican a ciertos tipos de teoremas y a veces puedo
medir la complejidad en bits del enunciado que se desea demostrar:

teorema

Y en ese caso, cuando puedo hacerlo, si la complejidad del enunciado es
mayor que la del SAF, no puede andar, este enunciado no puede ser conse-
cuencia de estos axiomas. Esto es el tipo de resultado de incompletitud que
obtengo con mi teoria.

En otras palabras, no puede andar si el teorema matematico es demasiado
complicado para poder deducirse a partir de esos axiomas. No puede andar
porque los axiomas son demasiado simples para este teorema complicado.

Para no seguir hablando en términos tan generales, quiero darles un ejem-
plo concreto.

Y con esto voy a terminar hoy.

Un ejemplo concreto es tratar de demostrar que un programa es “ele-
gante”. ;Qué es un programa elegante? Defino un programa como elegante
sl ningun programa mas conciso, mas pequeno, escrito en el mismo lenguaje
de programacién, produce exactamente el mismo resultado ;OK? El tiempo
de computo no me interesa. Me interesa solamente cuan conciso es, el largo
del programa en bits o en caracteres. Si uno quiere medirlo en caracteres, de
LISP por ejemplo, mi método también anda asi.
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Para cualquier proceso de computo, cualquier resultado, evidentemente
hay una gran cantidad de programas que van a hallar el mismo resultado
y algunos de ellos tienen que ser mas concisos, mas pequefnios que los otros.
Puede haber muchos, puede haber varios programas, puede haber un em-
pate, jno es cierto? Podria haber tres programas elegantes para una tarea
determinada, pero por lo menos hay uno, para cualquier tarea.

Por lo tanto hay una infinidad de programas elegantes, pero ;qué pasa si
quiero estar seguro de que tengo un programa elegante? ;Qué pasa si quiero
estar seguro de que un programa en particular es elegante?

Bueno, resulta que no se puede estar seguro. Yo no puedo demostrar que
un programa es elegante si es mas grande que los axiomas que se emplean,
si es més complicado que los axiomas que estamos usando.

Maés precisamente, si estamos estudiando programas elegantes en LISP,
por ejemplo, se tiene que medir la complejidad de los axiomas mediante
el mismo idioma de programacién, LISP. Es decir que hay que medir el
largo del programa mas conciso en LISP que genera todo los teoremas de mi
sistema axiomatico formal en el cual se habla de programas elegantes. Y si
hacen falta 50.000 caracteres en LISP para generar todos estos teoremas, y
si tengo un programa en LISP que creo que es elegante pero es mas grande
que 50.000 caracteres, es decir, es méas complicado que mis axiomas, no se
puede demostrar que este programa es elegante a partir de estos axiomas.

Fijense que aqui estoy midiendo el grado de complejidad usando el mismo
idioma de programacion en las dos partes, para los axiomas y para el teorema.

Es decir que si el programa es mas grande que los axiomas, si el pro-
grama que quiero demostrar es el mas conciso posible, que es elegante, si
este programa es més grande que los axiomas, no se puede hacer.

Es un resultado del tipo de paradoja de Berry, no del tipo de paradoja
del mentiroso, que usé Godel. Bueno, vamos a hablar de esto luego, de cémo
se demuestra esto.

Seguiremos mafiana. Gracias.
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