
Informaci�on y azarCurso de Gregory ChaitinPrimera clase - 19/10/98Aqu�� me siento en casa, en Buenos Aires; no s�e por qu�e, pero estoy siemprecontento de estar de vuelta.Creo que la mayor��a de ustedes ya van siguiendo el curso de Ver�onica,pero no todos. Entonces propongo lo siguiente. Lo que voy a hacer hoy esrecomenzar un nuevo curso. Pero si estuvieron aqu�� antes van a entendertodo mejor.A grandes rasgos, lo que quiero hacer hoy es darles un vistazo general dequ�e es este campo y de qu�e va a ocurrir en m�as detalle en los d��as siguientes.La primera cuesti�on es qu�e inter�es tiene este campo de informaci�on y azar,que yo llamo Teor��a Algor��tmica de la Informaci�on, TAI. >Por qu�e puedeinteresar?Bueno, yo lo dir��a as��. Hablando personalmente, la raz�on por la queeste campo me interes�o a m�� es que quise comprender a fondo el Teoremade Incompletitud de G�odel. La prueba normal, la original de G�odel, no megustaba y pens�e que quiz�as ten��a algo que ver con el azar, un dato que vienede la f��sica.Y esta fue la pista que me condujo a todo esto y ya hace 35 a~nos queestoy trabajando en este campo. Pero sigo tratando de comprenderlo cadavez con otro enfoque y de una forma m�as profunda. <A esto he dedicado mivida!Esto desde el punto de vista personal. Desde el punto de vista intelec-tual yo dir��a lo siguiente: el teorema de G�odel es muy sorprendente porquedemuestra que la raz�on tiene l��mites, y lo hace de una forma muy parad�ojicacreando un enunciado que dice de s�� mismo que es falso; o que no es de-mostrable, para ser m�as preciso. Y esto fue muy sorprendente en el a~no1931, cuando G�odel lo hizo por primera vez.Pero con el campo de la computabilidad, con este maravilloso trabajode Turing de 1936, que habla de la m�aquina de Turing y computabilidad, yn�umeros reales computables y no computables|introduciendo estos nuevosconceptos, la incompletitud se encuentra de una forma mucho m�as directa,no parece tan extra~na, porque Turing demuestra que no se puede saber si unprograma se va a detener eventualmente o nunca.1



Y esto en seguida da algo que escapa al poder del m�etodo axiom�atico.No siempre se puede decidir si un programa se detiene, no hay algoritmospara determinar en general si un programa se va a detener y tampoco puedehaber sistemas de axiomas y reglas de razonamiento que permitan deducirlo.Esto lo dice Turing, lo demuestra Turing en su trabajo de 1936.As�� que �este ya fue un paso enorme y la incompletitud ahora parece algomucho m�as real, creo, que cuando G�odel la descubri�o.Mi pr�oximo paso fu�e crear esta teor��a que habla de la longitud de losprogramas, del tama~no de los programas, de complejidad de informaci�on,de cantidad de bits. Es una teor��a del largo del programa, del tama~no delprograma, no del tiempo de su corrida; no importa si es un programa r�apidoo no. Se mide la complejidad H de una tarea de c�omputo por la cantidadde informaci�on que es necesario tener en el programa, la m��nima cantidad deinformaci�on que se requiere.Ahora bien, con este concepto, en este campo, cuando ya se empieza atrabajar con este concepto de complejidad de informaci�on, de longitud deprogramas, la incompletitud se encuentra en todas partes. La incompletitudes ineludible. No hay forma de escapar porque no importa la direcci�on enla cual uno va, choca contra esa pared en seguida. Es decir que con casitodos los problemas que surjen de inmediato en este campo de la complejidadmedida por el tama~no de los programas, resulta que no hay un algoritmo paracontestar la pregunta y tampoco se puede deducir la respuesta a partir dening�un conjunto �nito de axiomas. No s�olo no hay un algoritmo sino quening�un sistema de razonamiento puede resolver estas preguntas. Adem�as estose cumple de la peor forma posible, porque muchas veces la �unica forma deresolver estas preguntas es agregando las respuestas como nuevos axiomas,algo que a los matem�aticos no les agrada para nada.>Por qu�e no? Los f��sicos dicen que algo es cierto porque tienen prue-bas emp��ricas; ellos toman hechos experimentales individuales como axiomasnuevos. Bueno, qui�en va a pensar que la matem�atica es as��. >Por qu�e da m�asseguridad la matem�atica? Porque comprime muchos teoremas matem�aticosen una cantidad peque~na de axiomas. Los axiomas siempre son inciertos. Nose sabe si son ciertos, aunque Euclides habla de axiomas autoevidentes, perofrancamente, no creo en axiomas evidentes de por s��.Siempre hay un riesgo, pero cuando hay menos axiomas hay menos riesgo,porque si estoy partiendo de muchos axiomas hay muchas m�as posibilidadesde que me equivoque. De modo que es porque se comprimen muchos resul-2



tados en pocas hip�otesis, que son los axiomas, que una teor��a es buena. Elgrado de compresi�on de muchos casos partiendo de pocos axiomas, de pocosprincipios, es la raz�on de ser de la matem�atica y la raz�on por la cual dam�as con�anza. Pero en mi teor��a se encuentran hechos matem�aticos que nose pueden comprimir para nada, que no se pueden reducir a hip�otesis m�assimples que ellos mismos. En otras palabras, aqu�� el razonamiento no sirvepara nada porque no comprime nada, no nos da m�as con�anza, no puededarnos m�as con�anza. Estamos en un caso extremo.Bueno, para empezar, hoy quisiera darles un poco de la historia de estecampo, desde mi punto de vista, es decir, visto por uno de los participantes,desde las trincheras de este campo.Primero, esto comienza en la d�ecada del sesenta, y los iniciadores fuimostres y lo hicimos en forma independiente:TAI 60Ray Solomono�A. N. KolmogorovGreg ChaitinAlgunos de estos nombres parecen rusos pero a decir verdad el �unico queestaba en Rusia es Kolmogorov (no s�e realmente c�omo se pronuncia en ruso).TAI 60Ray Solomono�A. N. KolmogorovGreg ChaitinKolmogorov era un matem�atico al �nal de una carrera de gran �exito. Ya enesa �epoca era bastante mayor, mayor que yo ahora.TAI 60Ray Solomono�A. N. KolmogorovGreg ChaitinSolomono� era un muchacho en esa �epoca y no es un matem�atico, es unhombre de Inteligencia Arti�cial, ese era su campo. Es amigo de MarvinMinsky, si algunos de ustedes conocen el nombre de Marvin Minsky, sabenque es un gran nombre en Inteligencia Arti�cial.3



TAI 60Ray Solomono�A. N. KolmogorovGreg ChaitinY yo era un estudiante. Hab��a tenido la idea a los quince a~nos de edad yestaba escribiendo mi primer trabajo sobre este tema cuando ten��a dieciocho;se public�o cuando ten��a diecinueve.Todos nosotros propusimos independientemente la idea de medir el tama~nodel programa como concepto importante.Solomono� lo propuso para Inteligencia Arti�cial, para predecir el futuro,para dar una forma precisa a la navaja de Occam, que dice que la teor��a m�assimple es la mejor. Pero no lo logr�o del todo. Este trabajo de Solomono�es hermoso, es muy estimulante, pero �el no pudo encontrar, a mi juicio, laforma de llevarlo adelante.Adem�as como �el no era matem�atico, algunos detalles matem�aticos est�anmal, pero a pesar de esto el trabajo es muy bueno.Ahora bien, Kolmogorov y yo somos matem�aticos, e hicimos un poco m�asque Solomono�. Adem�as de proponer que se mida el tama~no del programaen bits, Kolmogorov y yo propusimos una de�nici�on del azar basada en esto:Propusimos de�nir una cadena de bits, una cadena �nita de unos y ceros,como aleatoria si no se la puede comprimir en un programa mucho m�asconciso que la cadena misma. >OK?El azar es un concepto que no existe dentro del formalismo que se usa parala teor��a de probabilidades ordinaria, en la cual trabaj�o mucho Kolmogorov.El concepto de una sucesi�on sin estructura realmente no existe dentro de esateor��a.Porque si se echa una moneda al aire, una moneda equilibrada y conechadas independientes, hay 2n posibilidades y todas tienen igual probabili-dad. Por lo tanto todas son igualmente \aleatorias":0 0 0 0 0 0 0 0 0 00 1 0 1 0 1 0 1 0 11 0 1 0 1 0 1 0 1 01 1 1 1 1 1 1 1 1 11 1 0 1 0 0 1 1 1 04



Pero intuitivamente la sucesi�on cara, cara, cara, cara... tiene estructura, yuna sucesi�on en la cual todo est�a mezclado no tiene estructura. Pero esteconcepto no tiene cabida dentro de la teor��a de probabilidades cl�asica.Entonces Kolmogorov y yo propusimos esto como un concepto nuevo.Y tambi�en hay un muchacho sueco que estaba visitando a Kolmogorov enMosc�u, que se llama Per Martin-L�ofYo tuvo el gusto de encontrarme con Solomono� y con Martin-L�of pero nuncacon Kolmogorov. Por otra parte, ya falleci�o.Per Martin-L�of era un joven estudiante de Kolmogorov, creo. Ven��a deEstocolmo, estaba en Mosc�u, y yo me pregunto a veces si fue el joven, Martin-L�of, o el viejo, Kolmogorov, quien tuvo la idea original en Mosc�u.Pero hay algunos problemas. La de�nici�on original de nosotros tres(Solomono�, Kolmogorov y yo) de complejidad asigna a la mayor��a de lascadenas de n bits la complejidad n: La mayor��a son aleatorias, en el sentidoque Kolmogorov y yo propusimos. Es decir que para la mayor��a de las cade-nas de n bits de largo, el programa m�as corto es casi del mismo tama~no que lacadena misma. >OK? Pero resulta que esa de�nici�on tiene algunos problemasmuy serios cuando se trata de de�nir una cadena aleatoria in�nita.Una cadena que es in�nita en una direcci�on, es como el desarrollo enbinario de un n�umero real >no es cierto?,01...Y se puede considerar que algo as�� es un n�umero real, si uno pone una comaadelante.Entonces, de�nir aleatoriedad para una cadena binaria in�nita (in�nitaen una direcci�on) es como de�nir un n�umero real aleatorio, y resulta quehay algunos inconvenientes t�ecnicos con la de�nici�on de complejidad original.Anda muy bien para cadenas �nitas pero para cadenas in�nitas tiene algunosproblemas.Entonces Martin-L�of resolvi�o el problema diciendo \olvidemos la comple-jidad del largo del programa", y formul�o una de�nici�on muy razonable dealeatoriedad de cadenas binarias in�nitas que no tiene nada que ver con lacomplejidad sino que tiene que ver con la teor��a de medida hecha en formaconstructiva. 5



Su de�nici�on es m�as o menos as��: un n�umero real es aleatorio si cumplecon todas las propiedades constructivas de aleatoriedad. Y una propiedadconstructiva de aleatoriedad es una prueba de aleatoriedad, y una prueba dealeatoriedad es un algoritmo que... Bueno, tendr��a que darles m�as detalles;dar�e una clase completa dedicada a de�niciones de aleatoriedad para n�umerosreales.Pero ustedes se dan cuenta de que la de�nici�on de aleatoriedad de Martin-L�of no toma en cuenta la complejidad. La raz�on por la cual Martin-L�of lapropuso es que Kolmogorov hab��a propuesto, con optimismo, que en el casode una cadena aleatoria in�nita todas sus partes iniciales tambi�en tienen queser aleatorias.<Pero esto no camina! Yo me di cuenta de que esto no camina porqueresulta que ocurre muchas veces cuando se trata de una cadena in�nita, quehay una corrida larga de ceros sucesivos, y la complejidad baja. Por lo tantohay oscilaciones en la complejidad, y a la fuerza tiene que haber bajadasbastante fuertes. M�as precisamente, en el caso de una cadena in�nita, conprobabilidad uno in�nitas veces tiene que haber una bajada de m�as o menoslog2 n bits en la complejidad de los primeros n bits. Porque a la fuerza, conprobabilidad uno, tiene que haber corridas de este largo de \caras" si se juegaa \caras" y \secas", que es lo mismo que ceros y unos >no es cierto?Es decir, se demuestra en la teor��a de probabilidades que en una sucesi�onin�nita de echadas al aire independientes de una moneda equilibrada, in-�nitas veces los primeros n resultados tienen que terminar con m�as o menoslogaritmo de n sucesivos resultados que son id�enticos. Pero esto permite com-primir la sucesi�on, y la complejidad no es la mayor posible, porque no hacefalta dar toda la parte repetida. Primero se indica la parte inicial, despu�esse dice \y despu�es sigue una cantidad determinada que es siempre igual" yesto permite una compresi�on.No s�e por qu�e Kolmogorov no se di�o cuenta de esto; entonces Martin-L�ofparece que se lo indic�o.Yo s�� me di cuenta y en lugar de exigir que sea aleatoria al m�aximo eincompresible la complejidad de cada parte inicial, le puse una cota m�asgenerosa, permitiendo que la complejidad baje un poco. Pero el problemacon esta de�nici�on de aleatoriedad es que permite que cadenas que no sonaleatorias cumplan con la de�nici�on de aleatoriedad. Martin-L�of resolvi�oeste problema con su de�nici�on estad��stica de aleatoriedad pero abandon�o elconcepto de complejidad. 6



Esa fue su contribuci�on. Afortunadamente, resulta que cuando se corrigela de�nici�on de complejidad, todo anda bien con la de�nici�on de aleatoriedada�un en el caso de cadenas in�nitas. Este fue el pr�oximo paso importante enel desarrollo de la teor��a, el pr�oximo paso hist�orico importante, diez a~nosdespu�es, en la d�ecada del setenta, y lo di yo.TAI 70Greg ChaitinSolomono� desaparece de la escena, a mi juicio, en este momento; Kol-mogorov solamente tiene dos trabajos publicados en la d�ecada del sesenta, decuatro p�aginas m�as o menos cada uno, pero tuvo disc��pulos que trabajaronen esto. Uno de estos disc��pulos tambi�en se di�o cuenta de que hab��a quecambiar la de�nici�on de complejidad. Pero yo creo que no lo hizo bien, quehizo solamente la mitad. Les voy a explicar. Este disc��pulo, que despu�es sefue de Rusia a los Estados Unidos, se llama Leonid Levin.TAI 70Greg ChaitinLeonid LevinNosotros nos dimos cuenta >de qu�e? Que hab��a que cambiar la de�nici�on decomplejidad, y el resultado es la de�nici�on con programas autodelimitantes.Es muy importante entender por qu�e.Bueno, el por qu�e es lo siguiente. Mi idea, para empezar, es que unade�nici�on de informaci�on o de complejidad tiene que ser aditiva, es decir quesi la complejidad de algo es tantos bits, y la de otra cosa tantos bits, al tenerlas dos cosas, la suma de estos mismos bits tiene que alcanzar. Pero yo medi cuenta de que esto no es cierto con la de�nici�on original porque si tomodos programas y los concateno, no s�e d�onde termina el primero y empieza elsegundo. Tengo que agregar algo para indicar d�onde hay que cortar. Con locual en la teor��a TAI 60 la complejidad tiene esta propiedad:H(A;B) � H(A) +H(B) + �donde � es algo del orden del logaritmo de ambos lados.Pero en la nueva teor��a, TAI 70; � queda como una constante.Adem�as hay otra cosa importante, que Leonid Levin nunca tom�o encuenta. Y lamentablemente en mi libro sobre los l��mites de la matem�atica elcap��tulo que explica c�omo programar mi teor��a en LISP no lo menciona.7



La de�nici�on de complejidad condicional o relativa tambi�en debe cam-biarse, por lo siguiente: >Cu�antos bits se requieren para computar algo si auno le han dado gratis otras cosas? Esa de�nici�on, la evidente que se us�o enTAI 60; est�a mal. Levin no se dio cuenta, pero yo s��.En TAI 70 a uno no le dan algo gratis directamente, sino que le dan unprograma de tama~no m��nimo para calcularlo.Esto es lo que yo propuse en la d�ecada del setenta. Desde este momentose la puede llamar realmente una teor��a algor��tmica de la informaci�on.Despu�es hubo m�as. Hace aproximadamente cinco a~nos, cambi�e todo denuevo. Rehice la teor��a una vez m�as y esto lo explico en mi libro sobrelos l��mites de la matem�atica. Porque hasta ahora esta teor��a era bastantete�orica, era una teor��a del largo de programas pero no eran programas queuno puede correr en la computadora, en la PC de cada uno de ustedes. Erancomputadoras abstractas, eran programas te�oricos para m�aquinas de Turinguniversales. Esto era muy te�orico.Yo me di cuenta de que se pod��a realmente programarlo todo, trans-form�andola en una teor��a del largo de programas reales, que se pueden cor-rer, y lo hice mediante una versi�on de LISP que invent�e para tomar la teor��aalgor��tmica de la informaci�on y ponerla a andar en la computadora.Desde el punto de vista matem�atico es la misma teor��a de la complejidad,o sea TAI 70 = TAI 90: La �unica diferencia es que ahora realmente uno puedetener los programas en la mano, uno los puede elaborar y despu�es correrlosen una computadora, y entonces, si uno tiene el programa, puede medir sulargo en bits y esto da una cota a la complejidad del resultado del programa,>no es cierto?Entonces la teor��a se hace bastante m�as concreta. En otras palabras,adem�as de ser algo te�orico, se convierte en algo donde realmente uno puedecorrer los programas, o mejor dicho, lo hace la computadora de cada uno. Yesto lo explico en mi libro sobre los l��mites de la matem�atica.Entonces hay estas tres etapas: TAI 60; TAI 70; TAI 90: Y en la teor��aTAI 70 >qu�e pasa con la complejidad de las cadenas de n bits de largo?Bueno, ahora su complejidad no va a ser de n bits, va a ser mayor. M�aso menos va a ser normalmente este n�umero de bits:n+ log2 n:Es decir que en mi teor��a un programa debe indicar dentro del programamismo d�onde termina, cuan largo es. Son programas autodelimitantes, es un8



poco como poner una cabecera a algo de largo variable indicando su largo.Pero no hace falta indicar directamente cuantos bits vienen a continuaci�on. Aveces uno puede ser m�as ingenioso y dar un programa para calcular el n�umerode bits. Porque puede ser que el n�umero de bits que vienen a continuaci�ones un n�umero compresible, no de m�axima complejidad. En otras palabras,el resultado presentado en forma correcta es que las cadenas de n bits m�ascomplejas tienen una complejidad de n bits m�as la complejidad de n, o sean +H(n);que normalmente es m�as o menos n + log2 n: Pero a veces, por ejemplo, sin es una potencia de 2, H(n) va a ser mucho menor, va a ser del orden dellogaritmo del logaritmo de n; en lugar de log2 n:Para n�umeros n de forma especial H(n) podr��a ser mucho m�as chico quelog2 n:Adem�as en esta teor��a se puede de�nir un n�umero que me encanta, quellam�e 
; que es la probabilidad de detenci�on de una computadora universal,que realmente da una versi�on muy diferente y muy fuerte del teorema deTuring de que no se puede decidir si un programa se detiene. Porque cuandouno pregunta cual es la probabilidad de detenci�on de un programa escogidoal azar, la respuesta es el n�umero real 
 cuyos bits son realmente imposiblesde conocer, son aleatorios, en el sentido de mi teor��a, la TAI.Adem�as, otra cosa buena es que con la de�nici�on de complejidad en TAI 70la de�nici�on natural de una cadena aleatoria in�nita, es decir, incompresible,resulta ser equivalente a la de�nici�on por pruebas estad��sticas de Martin-L�ofde un n�umero real aleatorio.Es decir que con el enfoque de TAI 70 se uni�ca la de�nici�on de aleato-riedad para cadenas �nitas e in�nitas, mientras que en TAI 60 hab��a que usardiferentes m�etodos en cada uno de estos casos.Es por esto que creo que aunque la de�nici�on de Martin-L�of es hermosa,no va al fondo del caso, porque su de�nici�on usando pruebas estad��sticas real-mente se aplica solamente a cadenas in�nitas. Pero usando la complejidad,se de�ne algo incompresible o aleatorio en el caso �nito e in�nito a la vez.Creo que esto es importante subrayarlo.Yo estoy convencido de que TAI 70 es la formulaci�on de�nitiva de la teor��a,y TAI 60 no lo es; fue un esfuerzo preliminar, y ahora creo que solamentetiene inter�es hist�orico. Hay algunas preguntitas que todav��a quedan, pero9



realmente creo que habr��a que olvidar esta versi�on de la teor��a. No s�e si todoel mundo lo hace, pero yo lo hago.Ahora bien, hay algunos temas adicionales que fueron estudiados y yoelabor�e muchas teor��as de complejidad del largo de programas adem�as deestas que acabo de presentar.Empec�e realmente en la d�ecada del sesenta con dos teor��as del largo deprogramas de m�aquinas de Turing, donde mido el n�umero de estados, tomoel n�umero de estados como la medida de complejidad. Empec�e con estorealmente, y adem�as, para dos tipos diferentes de m�aquinas de Turing, unocon una de�nici�on un poco rebuscada que invent�e especialmente, pero lo hicepor una raz�on.As�� que tengo dos teor��as del largo de programas para m�aquinas de Turingen las cuales no uso bits sino n�umero de estados como la cosa medida.Despu�es hice algo as�� como tres teor��as de complejidad del tama~no deprogramas para LISP (realmente hice cuatro), para distintas versiones deLISP. Aqu�� la idea es medir el largo de programas y tomar un idioma deprogramaci�on que la gente realmente usa.Yo tom�e LISP porque LISP tiene esta particularidad|me encanta jugarcon LISP, no s�e si ustedes conocen LISP|LISP es a la vez algo elegantey te�oricamente hermoso, pero adem�as es un idioma de programaci�on querealmente se puede usar.Adem�as de ser te�orico, he trabajado para IBM como programador. Meencanta programar, y jugaba con LISP por muchos a~nos sin darme cuentade que se pod��a aplicar al desarrollo te�orico de la TAI.Pero me gusta que LISP realmente est�a en estos dos mundos: el mundode la teor��a y el mundo de la computaci�on pr�actica. Y es el �unico idioma queconozco que est�a en los dos mundos.Si uno tiene un idioma de programaci�on real, la forma natural de medir ellargo del programa es contar el n�umero de caracteres que tiene, dar su largoen caracteres, >no es cierto?Tengo algunos art��culos sobre este tema, incluso hablo de esto en uncap��tulo de mi libro sobre los l��mites de la matem�atica, en el segundo cap��tulo,que se llama \Programas elegantes en LISP". Comienza en la primera mitadde este cap��tulo, donde digo que un programa elegante en LISP es el que tienela propiedad de que ning�un programa m�as peque~no da el mismo resultado.Y all�� se mide el largo de un programa en caracteres de programaci�on LISP.Pero �estas no son las teor��as correctas. Son una aproximaci�on a la TAI,10



que es mucho m�as abstracta, y que mide la informaci�on en bits en lugar decaracteres.Estas teor��as son m�as concretas porque se trata de modelos de com-putaci�on que uno puede tener en la mano. A m�� me interesaba ver qu�epasa si uno trabaja con un modelo de computacional m�as real.Y �nalmente, los combin�e, porque mi version de LISP es una forma decombinar los idiomas de programaci�on reales con toda la parte te�orica.Otra cosa que hice, que creo que no sali�o, tiene que ver con la teor��ade la evoluci�on y el origen de la vida. Tengo tres trabajos sobre este tema,tratando de usar el concepto de complejidad de la TAI en la biolog��a. Creoque no lograron su objetivo, pero igual les puede interesar.Existe ahora un campo que se llama vida arti�cial, Arti�cial Life; em-piezan a verse algunos libros sobre este tema. Y en este campo hacen ex-perimentos, trabajan con modelos que andan en la computadora, y a vecesencuentran la forma de crear por evoluci�on cosas interesantes en un tiemporazonable. Lo que yo trat�e de hacer es diferente, una teor��a que habla dela complejidad de un organismo y que muestra que con altas probabilidadesen ciertas circunstancias tienen que aparecer organismos e incrementarse sucomplejidad, donde la complejidad 0 ser��a la no existencia de organismosvivos.Esa fue la idea. Yo quer��a una teor��a matem�atica general de la evoluci�ondarwiniana, que no lo logr�e y, que yo sepa, nadie lo ha hecho, y se los ofrezcocomo un proyecto interesante. Probablemente la de�nici�on de complejidadde la TAI no es adecuada para esto, pero hay quienes todav��a piensan ques��. Yo lo pensaba originalmente, pero no lo pienso ahora.Otra cosa que habr��a que hacer, y yo empec�e a hacerlo, es que esta teor��adel largo de programas principalmente habla del largo de un programa queeventualmente se acaba, es decir, que realiza un c�omputo �nito, que calculaalgo �nito. Pero tambi�en es interesante el caso in�nito, es decir programasque generan una salida in�nita. Uso esto un poco en mi teor��a, para su apli-caci�on a los l��mites de la l�ogica. Porque un sistema l�ogico es en cierto sentidoun c�omputo que nunca termina, es un c�omputo que va haciendo todas lasdeducciones posibles a partir de los axiomas. Por lo tanto, si uno habla dela complejidad de un sistema de axiomas, uno est�a hablando de la comple-jidad de un c�omputo que nunca se acaba, que va a continuar deduciendoteoremas. Ser��a interesante|y tengo un solo trabajo sobre este tema, quees solamente el primer paso|tener una teor��a bien elaborada de la comple-11



jidad del tama~no de programas para c�omputos que nunca se detienen, porejemplo, de conjuntos recursivamente enumerables. Esta es la forma en queyo trat�e de encararlo, pero otra posibilidad ser��a una teor��a de complejidadde funciones computables.>Y cu�al es la aplicaci�on de la TAI ?Bueno, ya les mostr�e las distintas etapas en la evoluci�on de mi teor��a,TAI 60; TAI 70; TAI 90:Hay quienes han tomado esta teor��a con miras a aplicaciones pr�acticasque a m�� no me interesan. Para m�� lo m�as interesante de esta teor��a es elhecho de que es una teor��a impr�actica, porque la complejidad no se puedecalcular. Para m�� esto es fascinante e indica los l��mites del razonamiento.Pero hay quienes tienen inter�es en hacer cosas en el mundo real, y algunosde ellos ya no dicen que sus ideas tienen algo que ver con mi teor��a, pero siuno mira sus primeras publicaciones, citaron trabajos m��os o de otra genteen este campo, y despu�es se fueron en otra direcci�on.Conozco dos casos as��: un caso en la estad��stica, y el nombre de JormaRissanen es un buen nombre para mencionar en relaci�on con aplicaciones ala estad��stica de conceptos de este tipo. Pero en la estad��stica no se puedetrabajar con mi complejidad porque si se usa la TAI como es, no se puedecalcular nada, no se puede calcular la complejidad de nada.Por esta raz�on, Rissanen hizo algo as�� como una versi�on de juguete demi teor��a. �El la llama \MDL", minimum description length. Se aplica a laestad��stica no param�etrica, que creo que es cuando se tiene que escoger entredistintas clases de distribuciones. MDL, minimum description length, es algomuy parecido al largo m��nimo de programas.1Otra versi�on pr�actica de la TAI se hizo para tener una manera de com-primir. Gente pr�actica quer��a comprimir informaci�on en la computadora.Hay un m�etodo de compresi�on que se usa bastante en la pr�actica que seconoce como LZWEs de Lempel y Ziv, y, creo, Walsh.El primer trabajo de Lempel y Ziv dice, bueno, Chaitin y Kolmogorovhablaron de aut�omatas in�nitos, pero qu�e pasa si estudiamos un largo de1Tambi�en est�a la teor��a MML, minimum message length, del grupo de Chris Wallace enla Universidad de Monash en Australia. Parece que MML es semejante a MDL. Wallaceconcibi�o MML en forma independiente; no conocia previamente la TAI ni MDL.12



programa en el cual se usan solamente aut�omatas �nitos, de un n�umero�nito de estados.Su m�etodo de compresi�on empez�o as��: Ellos leyeron mi teor��a y LZW esuna versi�on de aut�omata �nito de compresi�on, porque el programa �optimo,de tama~no m��nimo para hacer algo es, en cierto sentido, la mejor compresi�onde la cosa que calcula. Entonces ellos dijeron >qu�e pasa si se usa un aut�omata�nito para descomprimir, para recuperar el mensaje original? Ellos dijeron>qu�e pasa si usamos un aut�omata �nito en lugar de un aut�omata in�nito,como se hace en la TAI ? Y as�� comenz�o el m�etodo LZW de compresi�on.Hago este comentario para indicar que a veces las cosas m�as te�oricaspueden sugerir cosas pr�acticas.Pero, a mi juicio >cu�al es la aplicaci�on m�as importante de todo esto?Primero les quiero decir que hay diferentes versiones de la historia de estecampo, y aqu�� les estoy dando mi versi�on.Kolmogorov y yo dijimos independientemente, bueno, ser��a interesanteuna teor��a de la falta de estructura, del azar, basada en esta medida decomplejidad.Yo creo que esto es cierto, pero no da una versi�on nueva de la teor��a deprobabilidades. Es casi lo mismo. Cuando mi teor��a habla de esto, es muysemejante a la teor��a tradicional. Pero creo que esta no es la aplicaci�on m�asinteresante. No reemplaza la teor��a cl�asica de probabilidades. Kolmogorovno se dio cuenta de que la de�nici�on original de complejidad estaba mal, perom�as importante a�un es que no se dio cuenta de que su aplicaci�on m�as signi-�cativa era los l��mites de la matem�atica, era comprender mejor el fen�omenode incompletitud que descubri�o G�odel. Yo creo que all�� est�a la aplicaci�onm�as importante.Y mi ejemplo que indica esto m�as claramente es la probabilidad de de-tenci�on, el n�umero 
Este n�umero cumple con mi de�nici�on de incompresibilidad, es aleatorio. Esincompresible y tambi�en es incomprensible; las palabras son muy semejantes.Es decir que escapa al poder del raciocinio. Este n�umero se de�ne f�acilmentecomo la probabilidad de que un programa generado echando una moneda alaire, se detiene �nalmente o no. No es una cosa del otro mundo, tiene unade�nici�on muy simple, pero es una de�nici�on no constructiva.13



No solamente no se puede calcular este n�umero, sino que nunca se puedesaber cuales son sus bits, porque esta informaci�on es informaci�on matem�aticaincomprensible... porque no se puede comprimir.Es decir que la �unica forma de deducir los valores de bits individualesde este n�umero es esencialmente poni�endolos como axiomas. Es un caso enel cual uno no gana nada con razonar y todo est�a dado directamente en losaxiomas. Es un caso en el cual el razonamiento no ayuda para nada. Esdecir que para poder deducir los valores de los primeros n bits de 
 necesitouna teor��a de n bits de complejidad, una teor��a matem�atica de la mismacomplejidad que el fen�omeno estudiado.Pero esto signi�ca que no gano nada razonando y que aqu�� la raz�on nome da nada, porque los primeros n bits de 
 son n bits de complejidad, y yopodr��a tranquilamente tomar estos bits como mis axiomas; es lo mejor quepuedo hacer.La idea es que b�asicamente nada ayuda a conocer estos bits. Para conocern bits de 
; para deducirlos, simplemente tengo que poner esta informaci�onen los axiomas en forma directa. Es decir que aqu�� el razonamiento no sirvepara nada. Este es un campo de la matem�atica, los bits de 
; en el cual laverdad matem�atica no tiene absolutamente ninguna estructura.Otra forma de decirlo es que normalmente se piensa que si algo es cierto, loes por una raz�on, que hay una raz�on por la cual es cierto. En la matem�aticala raz�on por la cual algo es cierto se llama una prueba, y el trabajo delmatem�atico es encontrar pruebas, es hacer demostraciones. Pero los bitsde 
 son hechos matem�aticos al azar, accidentales. Es decir que, est�a tandelicadamente balanceado si un bit determinado de este n�umero es cero ouno, que nunca vamos a saber qu�e es. Tiene que ser uno u otro, pero no hayninguna raz�on para que sea uno u otro.As�� que simplemente la �unica forma de deducir cu�al es el valor de un bitdeterminado en la expansi�on binaria de este n�umero es agregando este hechocomo un nuevo axioma. Pero uno puede demostrar cualquier cosa si uno loagrega como un nuevo axioma. Lo extra~no de este n�umero es que en estecaso es la �unica forma de ir adelante.En otras palabras, los bits de 
 son el caso extremo de hechos matem�aticosirreducibles que no tienen ninguna estructura. Aqu�� sabemos que no es culpade uno no poder demostrar cu�ales son sus bits ni poder encontrar su estruc-tura, porque no hay ninguna estructura. Este es mi ejemplo del azar en lamatem�atica, el azar que los f��sicos conocen muy bien y con el cual se sienten14



c�omodos. Este es mi ejemplo de un caso en el cual se encuentra el azar en lamatem�atica pura.Ahora bien, el pr�oximo paso que di fue tomar este n�umero y convertir lacuesti�on de cu�ales son sus bits en una cuesti�on de la Aritm�etica.Con un programa, elabor�e una ecuaci�on de200 p�aginasy es una ecuaci�on diof�antica, lo que quiere decir que es una ecuaci�on alge-braica, siguiendo al griego Diofantos de Alejandr��a de hace 2000 a~nos, es unaecuaci�on algebraica en la cual todos los n�umeros tienen que ser enteros. Esdecir que las inc�ognitas tienen que ser n�umeros enteros y todos los coe�cientesson n�umeros enteros.Es una ecuaci�on algebraica que tiene 200 p�aginas de largo, una solaecuaci�on, m�as o menos 100 p�aginas a la izquierda y 100 p�aginas a la derecha,tiene m�as o menos 20.000 variables o inc�ognitas.Una de las variables es un par�ametro. Entonces �jo este par�ametro encero, luego lo �jo igual a uno, lo �jo igual a dos,i = 0i = 1i = 2y sustituyo este valor cada vez que ocurre el par�ametro dentro de la ecuaci�on.Esto me da una serie de ecuaciones, una primera, una segunda, una tercera,etc�etera.Para cada una de estas ecuaciones pregunto >tiene un n�umero �nito oin�nito de soluciones? (en n�umeros enteros).Una soluci�on es una tupla de 20.000 n�umeros enteros que cuando sustituyose cumple la ecuaci�on, el valor del lado izquierdo es igual al valor del ladoderecho.Esta es mi ecuaci�on, y est�a hecha con cuidado para convertir el problemade cu�al es un bit determinado, si es 0 �o 1, aqu�� en 
|para convertirlo enla cuesti�on de si una ecuaci�on diof�antica tiene un n�umero �nito o in�nito desoluciones.Si �este n�umero, 
; es aleatorio e imposible de conocer, tambi�en esto seencuentra en la Aritm�etica, en la teor��a elemental de los n�umeros.Y fue en este momento que el mundo cient���co se interes�o en este campo,porque esto realmente sorprendi�o a mucha gente.15



Esto lo publiqu�e en el a~no 1987, en mi libro de Cambridge UniversityPress. Y el resultado fu�e el a~no siguiente un art��culo en Scienti�c American,despu�es un art��culo en New Scientist, despu�es un art��culo en La Recherche,todo seguido. Y el t��tulo del art��culo en Scienti�c American, que fue elmejor, el m�as sorprendente, fue \Randomness in Arithmetic", \El azar enla aritm�etica". Porque normalmente se piensa que la Aritm�etica es algototalmente claro, blanco y negro.Ahora bien, yo quiero que me entiendan. F��jense que la BBC me entre-vist�o y alguna gente piensa que yo a�rm�e que dos m�as dos a veces no soncuatro... 2 + 2 = 4Bueno, esto no tiene nada de aleatorio. Es decir, sabemos que es 4, nunca 5,nunca 3.El primer paso es tomar una ecuaci�on algebraica y preguntar si tienesoluci�on o no, en n�umeros enteros.Este es el 10o problema de Hilbert, del a~no 1900. Hilbert pidi�o quese buscara un m�etodo para determinar si una ecuaci�on algebraica arbitrariatiene una soluci�on en n�umeros enteros. Y alguna gente que yo conozco trabaj�oen esto. Martin Davis, Julia Robinson, Hilary Putnam...Finalmente Yuri Matiyasevich termin�o la demostraci�on, creo que m�as omenos hace 30 a~nos, cuando era un estudiante en San Petersburgo. Pero�el se bas�o en el trabajo de esos otros matem�aticos, que estaban en los Esta-dos Unidos.A Davis lo conozco personalmente hace mucho, nos conocimos en lad�ecada del 60 en Nueva York. Y una vez le estrech�e la mano a RaphaelRobinson, el marido de Julia Robinson. Fue en Berkeley, California, despu�esdel fallecimiento de su mujer.Y me cruc�e con Matiyasevich una vez en Toronto, Canad�a. �El demostr�oque no hay un algoritmo para determinar si una ecuaci�on algebraica tienesoluci�on en n�umeros enteros o no. Demostr�o que la di�cultad de saberlo esequivalente al problema de Turing, de determinar si un programa se detieneeventualmente o no. 16



Pero esto no da el azar en la aritm�etica, esta ecuaci�on diof�antica queconstruy�o Yuri Matiyasevich. Los distintos casos del 10o problema de Hilbertno son independientes, no pueden serlo.Pero distintos casos de mi cuesti�on, que es si una ecuaci�on diof�antica tieneun n�umero �nito o in�nito de soluciones en n�umeros enteros, s�� pueden serindependientes, y en el caso de mi ecuaci�on lo son.>Por qu�e no pueden ser independientes las respuestas si uno se preguntasi cada ecuaci�on diof�antica en un conjunto de ecuaciones diof�anticas, tienesoluci�on en n�umeros enteros o no?Bueno, la raz�on es muy simple. Esos casos nunca pueden ser casos in-dependientes; casos diferentes del 10o problema de Hilbert nunca son inde-pendientes. >Por qu�e? Si tengo n ecuaciones algebraicas, o mejor dicho, necuaciones diof�anticas, y quiero saber para cada una si tiene una soluci�on enn�umeros enteros o no, lo peor ser��a si necesito conocer n bits de informaci�on,porque hay n casos, n ecuaciones.Pero resulta que solamente hay log2 n bits de informaci�on. >Por qu�e? Enotras palabras, se comprime mucho, exponencialmente. >Por qu�e se puedecomprimir tanto? Porque si yo s�e cuantas ecuaciones tienen soluci�on, puedoencontrar cu�ales tienen soluci�on y cu�ales no. Si Dios o un or�aculo (Tur-ing hablaba de or�aculos), si un or�aculo me dice cu�antas de esas ecuacionestienen soluci�on, es un n�umero de log2 n bits, que me dice cu�antas ecuacionesdiof�anticas en este conjunto de n tienen soluci�on en n�umeros enteros. Es de-cir que si s�e cu�antas tienen soluci�on, me pongo sistem�aticamente a tantear,a ensayar, sustituyendo n�umeros enteros en forma sistem�atica, hasta que en-cuentro la cantidad debida de ecuaciones con soluci�on. En este momentos�e que ya encontr�e todas y que las otras ecuaciones diof�anticas no tienensoluci�on en n�umeros enteros.Por lo tanto, n casos del 10o problema de Hilbert son solamente log2 n bitsde informaci�on, no son n bits, que ser��a lo que se necesita para un ejemplode aleatoriedad.Pero n casos de preguntar si tienen un n�umero �nito o in�nito de solu-ciones en n�umeros enteros, no si tienen soluci�on o no, eso s�� puede dar lam�axima cantidad, n bits de informaci�on.Esto ocurre con mi ecuaci�on, mi ecuaci�on con un n�umero �nito o in�nitode soluciones seg�un el valor del par�ametro. >Por qu�e? Porque esto resultaser igual a determinar los bits de 
, del n�umero 
 de la probabilidad dedetenci�on. 17



As�� que aqu�� �nalmente encontramos no solamente algo no computabledentro de la Aritm�etica, porque eso ya lo hizo el 10o problema de Hilbert.Encontramos algo aleatorio en la Aritm�etica, en la teor��a elemental de losn�umeros.As�� que es un paso bastante grande m�as all�a de lo que hicieron JuliaRobinson, Martin Davis y Yuri Matiyasevich cuando ellos resolvieron el 10oproblema de Hilbert.En otras palabras, esta versi�on del 10o problema de Hilbert en la cual sepregunta si tiene un n�umero �nito o in�nito de soluciones enteras, no si tienesoluci�on o no, crea un problema, demuestra que tenemos problemas serios enla matem�atica.Ahora bien, hay quienes pueden decir \>Qu�e me importa todo esto? Yovoy a continuar haciendo matem�atica en la forma tradicional".La otra raz�on por la que cre�e esta teor��a es que cuando era un jovencito,le��a ensayos escritos por Hermann Weyl y John von Neumann, en los cualesellos reaccionaron al descubrimiento de G�odel en la d�ecada del treinta. Ellosestaban asombrad��simos, realmente se ve��a que todo su mundo se les ven��aabajo, pues ellos pensaban que la noci�on convencional de la matem�atica sederrumbaba, y que la matem�atica de seguridad absoluta ca��a en ruinas. Yole�� estos ensayos y me impresionaron, pero despu�es vi que todo el mundo sehab��a olvidado ya, cuando yo los le�� hace unos 40 a~nos, al �n de la d�ecadadel cincuenta o comienzos de la d�ecada del sesenta. Los matem�aticos en lapr�actica segu��an trabajando exactamente en la forma tradicional y empez-aban a oirse voces que dec��an, bueno, en la pr�actica el teorema de G�odelrealmente no tiene ningun impacto.Por ejemplo, el grupo de Bourbaki en Francia; ellos lo dijeron de unaforma muy terminante. Ellos dijeron que en la pr�actica el teorema de G�odelno tiene ning�un signi�cado para la matem�atica. Que solamente es un resul-tado que interesa a los l�ogicos y los �los�ofos pero no a los matem�aticos.Entonces yo me pregunt�e si esto pod��a ser cierto. Mi sospecha era que no,que algo tan importante como lo de G�odel, algo tan extra~no, deber��a tenermucho signi�cado. Y fue por esto que hice todo este desarrollo.Bueno, yo creo que este es un buen momento para hacer un corte. >Sehace normalmente as��, no es cierto, cada hora? No s�e de cu�antos minutos seacostumbra. Hagamos... >10 minutos de corte?>Son qu�e... menos cinco, m�as o menos? Bueno, en 10 minutos, nosencontraremos de nuevo aqu��, >qu�e les parece? Y les dar�e un idea un poco18



m�as detallada de lo que va a ocurrir en este curso. Hasta ahora les dije porqu�e vamos a hacer todo esto, pero ahora les voy a decir qu�e es lo que vamosa hacer. | Recreo |Creo que es muy interesante mirar todo esto desde arriba, desde un puntode vista hist�orico. La historia de la l�ogica en este siglo es realmente apasio-nante, es tremendamente interesante. Algunas personas pueden pensar quela l�ogica fracas�o, y en cierto sentido fu�e as��. La l�ogica es el esfuerzo porformalizar la matem�atica hasta el m�aximo grado posible. Y para m��, Hilbertes quien mejor explica la meta de la l�ogica cl�asica. Por lo menos para m�� fueHilbert quien lo hizo mejor; no soy un historiador.�El dijo que se buscaba una formalizaci�on completa de la matem�atica. Estaser��a un sistema axiom�atico formal o SAF, que seg�un Hilbert es un sistemadeductivo en el cual existe una regla mec�anica, es decir, un algoritmo, paraveri�car si una prueba es correcta o no, si es cierta o no. Y como la l�ogicaes el formalismo llevado al m�aximo, el SAF de Hilbert ten��a que expresarseusando un idioma arti�cial. Porque los idiomas naturales nos encantan, sonhermosos, son po�eticos, <pero son ambiguos!Entonces el SAF de Hilbert tiene que venir con un idioma completamentearti�cial y formal, con una gram�atica muy estructurada. Y las reglas de l�ogicaque este SAF utiliza son reglas de estructura, no hablan del sentido de nada.Son muy claras y no involucran la intuici�on, es decir, son estructurales.Y entonces, tenemos este SAF como meta �nal. Creo que esto no sedebe solamente a Hilbert; Hilbert es la culminaci�on de una trayectoria queempieza en la Grecia antigua y sigue con Leibniz, Boole, Frege, Peano, Russelly Whitehead. Hay muchos nombres que hay que mencionar.Pero creo que Hilbert agudiz�o el an�alisis. Y �el hablaba de un sistemaaxiom�atico formal que abarcara toda la matem�atica y acerca del que todospudi�eramos ponernos de acuerdo. Esta era su meta.Ahora bien, si hubiese andado, ser��a muy hermoso. Inclusive el Entschei-dungsproblem estar��a resuelto. Entscheidungsproblem, que tambi�en lo men-cion�o Hilbert, signi�ca \problema de decisi�on" en alem�an, y sin duda lopronunci�e mal. Hilbert observ�o|as�� lo creo|que si hay una forma mec�anicade veri�car si una demostraci�on cumple las reglas o no, esto tiene el corolario19



un poco extra~no, de que se puede generar una lista de todos los hechos ver-daderos. E inclusive, si el sistema axiom�atico formal es consistente y com-pleto, se podr��a resolver algor��tmicamente cualquier cuesti�on matem�atica.>C�omo?Si tengo un m�etodo mec�anico para ver si una demostraci�on es correcta,podr��a examinar todas las demostraciones posibles en orden de tama~no cre-ciente, y en orden alfab�etico dentro del mismo largo. Es decir que tengo unalfabeto|es un idioma arti�cial|hay un alfabeto �nito con el cual trabajo.Entonces, miro todas las cadenas de un car�acter de largo, 2, 3, 4, 5 carac-teres, un rengl�on, una p�agina, dos p�aginas. Lo hago as�� sucesivamente. Enla pr�actica no se puede hacer, pero en teor��a se podr��a. Me �jo si cumple lasreglas de una demostraci�on y si las cumple termina con un teorema >no escierto?En otras palabras, si tengo un sistema axiom�atico formal en el estilo deHilbert, como lo propuso Hilbert, hay un algoritmo, hay un proceso mec�anicopara generar todos los teoremas. Es te�orico, en la pr�actica no se puede hacer,pero te�oricamente s��, y esto generar��a todos los teoremas en el orden del largode sus demostraciones.Y entonces si el sistema axiom�atico formal es bueno|bueno signi�ca quedice toda la verdad y s�olo la verdad|esto me dar��a una forma de resolvercualquier cuesti�on. Porque si tengo una cuesti�on matem�atica que tiene quever con los conceptos de esta teor��a|y Hilbert hablaba de una teor��a queten��a que abarcar toda la matem�atica|si tengo un problema matem�atico,una cuesti�on que me interesa, me pongo a recorrer todas las posibles de-mostraciones hasta que encuentro un teorema que a�rma lo que me interesao a�rma lo contrario. Y de esta forma <puedo resolver cualquier cuesti�onmatem�atica!Creo que Hilbert no pens�o que en la pr�actica esto eliminar��a la matem�atica|<este no era su prop�osito!|pero como meta �los�o�ca es hermosa. >Por qu�ees hermosa la l�ogica?Ustedes pueden pensar que la l�ogica es muy pedante y seca. Creo que no,que el esfuerzo hist�orico ha sido desmenuzar las demostraciones y romperlasen pedacitos cada vez m�as chicos, para entender exactamente qu�e es lo quecamina y qu�e es lo que no camina en la matem�atica. Creo que la l�ogica nuncaquiso que nosotros tuvi�esemos que trabajar dentro de un sistema axiom�aticoformal. Porque si ustedes miran las demostraciones completamente formales,son terriblemente largas y dif��ciles de entender, y adem�as est�an hechas en un20



idioma arti�cial.Creo que el prop�osito de Hilbert no era que nos converti�esemos en m�aquinas.A mi juicio, la meta no era imponer un formalismo y un idioma arti�cial atodo el mundo. �El quiso hacer todo esto por razones �los�o�cas, para com-prender mejor los alcances de la raz�on.Bueno, de todos modos, como ustedes ya lo saben, este intento fracas�o.La l�ogica fracas�o, este intento de formalizaci�on fracas�o. Pero la formalizaci�onno fracas�o del todo, porque con computadoras ustedes pueden tener el gustode trabajar con idiomas arti�ciales y de preocuparse por detalles sumamenteminuciosos.El intento fracas�o porque G�odel demostr�o que cualquier SAF es incom-pleto, y que no es posible formalizar toda la matem�atica.2Uno puede pensar que este esfuerzo de formalizaci�on fue un desastre.Pero quiero sostener la tesis contraria, que es que realmente fue el �exito m�asgrande del siglo XX, pero como tecnolog��a, no como �losof��a.En este momento todos estamos trabajando con sistemas formales. >Qu�eclase de sistemas formales? <Idiomas de programaci�on! Los idiomas de pro-gramaci�on son el �exito tecnol�ogico m�as grande de este siglo. Por supuestotambi�en hace falta algo f��sico, es decir, las m�aquinas que comprenden estosidiomas de programaci�on y trabajan con ellos.Y no se puede negar que estos idiomas de programaci�on son bien formales,de hecho m�as formales que los formalismos que usan los matem�aticos. Es unaobservaci�on aguda que hizo el matem�atico William Thurston.�El coment�o que la atenci�on al detalle que se requiere para hacer andarun programa es mucho mayor que la que se requiere para demostracionesmatem�aticas, >y acaso no es cierto?Porque una demostraci�on matem�atica uno tiene que explicarla a sus cole-gas, pero cuando uno hace un programa tiene que explicarlo a una m�aquina2A pesar de esto, Jacob Schwartz, del Instituto Courant, sigue tratando de elaborarun sistema axiom�atico formal basado en la teor��a de conjuntos y su�cientemente poderosopara expresar todas las demostraciones de los teoremas de Analisis I en una forma concisa.Vendr��a con un programa veri�cador que conoce bastante de teor��a de conjuntos parapermitirlo. Schwartz subraya que el teorema de G�odel no es un impedimento para suproyecto y creo que <tiene mucha raz�on! El sistema l�ogico que �el esta desarollando tienela particularidad de que su proposito es reducir al m��nimo no el n�umero de principiosb�asicos, sino el tama~no de las demostraciones. En otras palabras, �el intenta hacer unaversi�on actualizada de Principia Mathematica de Russell y Whitehead, que pueda serveri�cada mec�anicamente. 21



que no entiende nada, y el esfuerzo es mucho mayor.Si cualquier detalle est�a mal, la computadora sigue adelante y se mete enl��os. Mientras que en la matem�atica, cuando se publica un trabajo, a pesarde que los referees lo leyeron y el autor tambi�en, muchas veces hay cosas queest�an mal. Normalmente la gente se da cuenta, leyendo el trabajo, y puedehacer algunas correcciones >no es cierto? A veces son faltas de ortograf��a, aveces un s��mbolo se omite o se reemplaza por otro, pero en general esto nodestruye una demostraci�on. Pero s��, de�nitivamente destruye un programa.En otras palabras >cual fu�e el �exito del formalismo? Los idiomas arti�-ciales son un �exito tremendo, pero no son para razonar, son para expresaralgoritmos, para expresar procesos de c�omputo. Y antes de la existencia decomputadoras, hab��a muchos trabajos de l�ogica en los cuales se empleaba loque hoy en d��a se llamar��a un idioma de programaci�on. Uno lo ve si mira lascolecci�ones de trabajos de l�ogica escogidos por van Heijenoort y por Davis.Van Heijenoort tiene un libro gordo de trabajos importantes escritos porl�ogicos, y Martin Davis public�o otra colecci�on de este tipo.Por ejemplo, el c�alculo � de Church es un idioma de programaci�on. Ysi uno mira el trabajo original de G�odel, hay un idioma de programaci�on dealto nivel. Tiene funciones recursivas, y a mi juicio es muy parecido a LISP.Por supuesto el trabajo de Turing contiene un idioma de programaci�on deltipo de lenguaje de m�aquina. <Y esto lo hicieron l�ogicos cuando no hab��acomputadoras!De modo que vemos que los idiomas arti�ciales son un �exito tremendo,pero son para computar, no para razonar.Tambi�en est�a el hecho de que el teorema de incompletitud de G�odel diceque ning�un conjunto �nito de axiomas es completo y da toda la verdad.Ning�un SAF permite expresar todas las demostraciones posibles.Pero ocurre lo contrario con los idiomas de programaci�on. Con la m�aquinauniversal de Turing no hay incompletitud pues es una computadora que puedesimular cualquier otra computadora, cualquier otra m�aquina.En otras palabras, los idiomas de programaci�on que se usan son univer-sales, en el sentido de que puede realizarse cualquier proceso de c�omputo.En la pr�actica el idioma de programaci�on es importante, pero en teor��a no,en teor��a cualquier idioma de programaci�on tiene el mismo alcance que otro,porque cualquier algoritmo se podr��a expresar en cualquiera de ellos.En otras palabras, los sistemas formales para expresar un proceso dec�omputo, los idiomas de programaci�on, son universales, son completos, no22



sufren de la incompletitud de los sistemas formales deductivos para razonar.Traje conmigo un libro, que no s�e si sostiene exactamente esta tesis, perodice algo semejante. Este libro lo escribi�o el geof��sico Douglas Robertson y sellama El Nuevo Renacimiento, y es una reacci�on al libro El Fin de la Cienciade John Horgan. El Nuevo Renacimiento es un libro muy optimista que diceque la computadora no solamente en la pr�actica, sino tambi�en en la teor��aha sido el comienzo de una nueva �epoca. <Pre�ero los libros optimistas a loslibros pesimistas!No s�e si Robertson dijo exactamente lo que acabo de decir acerca del�exito de la formalizaci�on. Creo recordar que leyendo su libro esto se aclar�opara m��, pero no s�e si lo tom�e de �el o lo pens�e yo.OK, creo que esto fue interesante para empezar. Ahora bien, si Hilbertpudiera vernos ahora, >c�omo reaccionar��a? Creo que por un lado, mal. �Else enter�o del trabajo de G�odel cuando ya era viejo y no le gust�o para nada.Creo que hubiera sido diferente si hubiese sido joven, pero ya era viejo yfamoso y adem�as ya ven��a el desastre de Alemania, estaban ya empezandolos disturbios.Pero a Hilbert le hubiese encantado el tremendo �exito de los idiomas deprogramaci�on, y el hecho de que hay sistemas formales por todos lados ymucha gente los utiliza, aunque sean sistemas formales de c�omputo y no derazonamiento.Para seguir un poco m�as lejos con este an�alisis, tengo un conocido, unf��sico matem�atico que se llama Stephen Wolfram y es el fundador de unaempresa que vende software que se llama Mathematica. Mathematica es unidioma de programaci�on de muy alto nivel para c�omputos simb�olicos.Este sistema de programaci�on conoce mucha matem�atica y matem�aticaf��sica, es como un ayudante. Por ejemplo, puede hacer integrales y derivadas,puede hacer los deberes matem�aticos. La empresa de Wolfram vende un pro-ducto para alumnos de Analisis I que tiene inconvenientes porque si los alum-nos lo utilizan, hacen todo autom�aticamente y no aprenden. Pero tambi�enestimula a los profesores a dejar la parte rutinaria y poner mayor �enfasis enlos conceptos.Utilizar Mathematica es como tener un ayudante, porque puede hacerderivadas, puede resolver ecuaciones diferenciales, y es casi como una in-teligencia arti�cial, dentro de l��mites, por supuesto.Adem�as a Wolfram no le gusta TEX y LATEX, ni HTML ni Java. <Math-ematica hace todo solo! Trabaja con algo que se llama unMathematica Note-23



book, que es una especie de libro electr�onico. Una carpeta de Mathematicaincluye texto|y adem�as hay formas de hacer un texto muy lindo|y tambi�enincluye f�ormulas y programas y diagramas y colores y m�as.En otras palabras, es un libro electr�onico que no es pasivo, que mezclatexto, que se puede leer, con f�ormulas y con programas que se pueden correren el acto, como parte del libro. Es decir, uno hace un clickeo y el programaempieza a andar y a arrojar dibujos, por ejemplo.Adem�as, es un idioma de programaci�on muy poderoso. Al principio meentusiasm�e mucho y en mi libro sobre los l��mites de la matem�atica tengo unint�erprete LISP que hice en Mathematica. Francamente, mir�andolo ahora,dos o tres a~nos despu�es de que lo escrib��, temo que no es tan f�acil compren-derlo. Pens�e que como es un idioma de muy alto nivel y los programas sonbastante cortos, ser��a m�as f�acil comprenderlo que si estuviera escrito en C.Adem�as, mi int�erprete es 1.000 renglones en C y 300 renglones en Mathe-matica y estaba seguro de que no quer��a incluir 1.000 renglones de C en milibro; ocupa demasiado espacio.De todos modos, para publicar algoritmos matem�aticos, creo que con-vendr��a usar el idioma de m�as alto nivel posible, siempre y cuando se puedacorrerlo, sino no sirve para nada. Adem�as est�a el problema del tiempo dec�omputo. Si se requiere 100.000 veces m�as tiempo para correrlo en Math-ematica que para correrlo en otro idioma, nadie va hacerlo. As�� que hayque tomar en cuenta simult�aneamente el poder del lenguaje y su tiempo dec�omputo.3Me entusiasm�e cuando Wolfram vino una vez a la Universidad de Columbiae hizo una demo de la versi�on de su sistema que se llamaMathematica versi�on3. Su demo vino en un Mathematica Notebook. �El vino con su laptop y loproyect�o directamente, y la demo que hizo fue texto mezclado con f�ormulasmatem�aticas, y las manipulaba y las resolv��a. Adem�as se pod��a cambiar elformato de todo f�acilmente. Cambiaba con un clickeo una presentaci�on frentea un gran p�ublico, a un formato adecuado para imprimirlo como un libro, ylo hac��a todo autom�aticamente, lo que me pareci�o bastante bueno. <Y no soyaccionista de su empresa!Lo que quiero decir �nalmente, y lo dij�e en la Universidad de Columbia,3En su momento tambi�en me gustaron mucho el SETL de Jacob Schwartz, que trabajacon conjuntos, y el APL, que trabaja con vectores y matrices. A su vez, LISP trabaja conlistas. Mathematica tiene todas estas modalidades de trabajo y tambi�en incluye \patternmatching", o sea, substituci�on dirigida por patrones.24



frente a todo el mundo, es que en cierto sentido Wolfram logr�o el sue~no deHilbert. Ahora bien, este no es el �unico producto de este tipo. Tengo amigosa quienes les gusta mucho Maple, que tambi�en es un idioma de programaci�onde alto nivel para c�omputos simb�olicos.Dir��a que lograron el sue~no de Hilbert. >Por qu�e lo digo? Porque aqu��tenemos un sistema formal, y es un sistema formal que abarca m�as o menostoda la matem�atica, por lo menos la que se usa en la f��sica. Porque se veque Wolfram es un f��sico matem�atico y su sistema contiene cosas que a unmatem�atico puro le pueden parecer un poco extra~nas.Pero hizo un buen trabajo de ingener��a, es un hombre muy capaz, y susistema integra bien muchos elementos dis��miles. Es una mezcolanza, traecosas de muchos lugares, y tambi�en hay muchos algoritmos matem�aticos quevienen suministrados por el sistema. Y Wolfram tuvo que encontrar comohacer andar todo junto, porque a veces diferentes modalidades de trabajochocan entre s�� y no se combinan bien.>Cu�al es el resultado? Que tenemos en Mathematica una formalizaci�onde toda la matem�atica, pero es para computar, no es para razonar, no espara encontrar demostraciones.Computar es f�acil y razonar es dif��cil. Porque un algoritmo de razon-amiento tiene un �arbol de posibilidades que crece exponencialmente, si unomira todos los pasos posibles de la demostraci�on, mientras que en un c�omputoest�a siempre el pr�oximo paso, y el tiempo no crece tan velozmente. Es decir,aproximadamente, que algo es un c�omputo cuando existe un algoritmo veloz.Si no hay uno veloz, si el tiempo crece exponencialmente, estamos razonando.Como dije, me asombr�e al pensar que en cierto sentido, el sue~no de Hilbertde la formalizaci�on de toda la matem�atica, bueno, <<aqu�� est�a!! Inclusive sepuede preparar un libro directamente en Mathematica, hacerlo en la com-putadora, y despu�es imprimirlo como un libro. Al principio pens�e en hacermi libro sobre los l��mites de la matem�atica as��, pero �nalemente lo hice enHTML y Java, porque todo el mundo tiene browser para HTML y puedecorrer applets de Java.Por supuesto un idioma vale m�as si todo el mundo lo entiende y todo elmundo lo puede correr|si hay muchos idiomas diferentes que compiten entres��, todo se fragmenta. En �n, creo que desde el punto de vista �los�o�co, todoeste desarrollo tecnol�ogico es muy signi�cativo. La l�ogica y la formalizaci�onson un gran �exito, a pesar de mis resultados que dicen que los SAF tienenlimitaciones bastante serias. Creo que la tecnolog��a de la computaci�on es a25



la vez un gran �exito tecnol�ogico y conceptual.Esto es lo primero que quer��a decirles, que en cierta forma hemos logradoel sue~no de Hilbert. Ahora quiero aclarar un poco la relaci�on entre misresultados sobre los l��mites de la raz�on y los de G�odel.Para empezar, mis resultados surgen de otra fuente de incompletitud.Yo no puedo deducir el resultado de G�odel tal cual lo hizo G�odel, con mism�etodos. Son resultados diferentes. Quiero aclarar esto. Yo nunca dije quemis m�etodos dan exactamente el resultado original de G�odel. Lo que consigoson resultados de incompletitud que est�an en el esp��ritu de los de G�odel, perolos m�etodos son diferentes y los resultados a los cuales se llega son diferentes.>Cu�al es la diferencia m�as grande entre el resultado de G�odel y los m��os,a grandes rasgos? La diferencia principal es que mis m�etodos se basan enun concepto de complejidad de informaci�on. En mi enfoque sobre la incom-pletiud, lo que hago es considerar un sistema axiom�atico formal, que contieneun conjunto �nito de axiomasy tambien incluye reglas de inferencia, de l�ogica:axiomas �!reglas de inferencia teoremasY mido la complejidad de este SAF en bits. >Cu�al va ser su complejidad?Para dar un ejemplo m�as concreto de mis m�etodos, uno puede medir lacomplejidad de un SAF en caracteres de programaci�on en LISP, en lugar deutilizar bits de informaci�on.>Cu�al es la complejidad de un SAF en la TAI ? Bueno, para empezar unopuede copiar los axiomas de un libro de l�ogica y ver cu�al es su largo totalen caracteres. Esto da un idea aproximada. Algunos SAF son cortos, porejemplo, los axiomas de Peano; la teor��a de conjuntos de Zermelo y Fraenkeles m�as complicada. Uno ve por el tama~no de la presentaci�on en un libro quela complejidad de cada una de estas teor��as es diferente.Por lo tanto, el largo de su presentaci�on en un libro de l�ogica nos da unaidea aproximada de la complejidad de un SAF, y nos ayuda a desarrollarnuestra intuici�on al respecto. Pero esto no nos brinda una de�nici�on formaly precisa de su complejidad. Para lograrla, hay que tomar en cuenta lacomplejidad del programa que veri�ca si una demostraci�on es correcta o no.Recuerdan que Hilbert dec��a que la caracter��stica primordial de un SAF reside26



en la existencia de un algoritmo para decidir si una demostraci�on cumple lasreglas o no, y que la rechaza o la acepta.M�as precisamente, la complejidad del algoritmo veri�cador es importante,pero tambi�en es necesario poder generar todas las demostraciones posibles, apartir de la gram�atica y el alfabeto que usamos. Mi de�nici�on �nal es que lacomplejidad de un sistema axiom�atico formal es el largo del programa m�asconciso que genera todos sus teoremas.complejidad dez }| {axiomas �!reglas de inferencia teoremasAhora bien, hay que reconocer que esta de�nicion de la complejidad de unSAF es un poco abstracta. El grado de abstracci�on de esta de�nici�on essemejante al de la de�nici�on de SAF que creo que di�o Post por primera vez,que dice que un sistema axiom�atico formal es un conjunto recursivamenteenumerable de enunciados. Ambas de�niciones son bastante abstractas, perocreo que van al coraz�on del asunto. Porque puedo demostrar resultados deincompletitud sin saber qu�e es lo que pasa dentro de esta caja negra que esel sistema axiom�atico formal. Para m�� es su�ciente mirarlo desde afuera, sinconocer sus mecanismos internos.Inclusive se podr��a decir que mi enfoque es un poco como el de la ter-modin�amica. La termodin�amica es el campo de la f��sica en el cual se estu-dian m�aquinas t�ermicas (m�aquinas a vapor) mediante el concepto de tem-peratura, que todos conocemos, y el concepto de entrop��a, que es mucho m�asmisterioso. En este campo muchas veces los argumentos se encaran comogedanken experiments o sea experimentos conceptuales, pensados, no real-izados en el laboratorio. Y a veces estos experimentos conceptuales tienenque realizarse in�nitamente despacio para que sean reversibles. Por lo tanto,la termodin�amica es una teor��a bastante te�orica en la cual el tiempo no im-porta demasiado. F��jense que en estos aspectos la termodin�amica se asemejabastante a la TAI. Porque en mi teor��a tampoco me interesa el tiempo dec�omputo, y adem�as la entrop��a, o desorden, que es el concepto clave de latermodin�amica, est�a muy cerca del largo de programas, que es mi conceptoclave.En mi teor��a sobre los l��mites de sistemas axiom�aticos formales consid-erados como cajas negras, uso la complejidad del largo de programas paraanalizar \m�aquinas" que son sistemas axiom�aticos formales, y esto es bas-27



tante an�alogo al uso de entrop��a en la termodin�amica para estudiar m�aquinast�ermicas.Los v��nculos entre la TAI y la termodin�amica son a�un mas estrechos queesto. No es solamente una mera analog��a; inclusive hay algunos f��sicos comoWojciech Zurek, que toman mi teor��a del largo de programas, y la aplican enla f��sica a cuestiones como el demonio de Maxwell. >Qu�e es el demonio deMaxwell? Ser��a una forma de extraer energ��a del gas que est�a dentro de unahabitaci�on cerrada que est�a en equilibrio t�ermico, lo que es imposible seg�unla termodin�amica. Sin embargo, Maxwell observ�o que si separo la habitaci�onen dos con una pared, y hago un peque~no agujero que permite pasar, o no,una sola mol�ecula de gas, y pongo all�� un peque~no demonio como agentede tr�ansito, �el puede hacer lo siguiente: Cuando ve una mol�ecula que va aatravesar el agujero, el demonio abre o cierra el agujero para permitir quesolamente las m�as veloces que el promedio crucen en una direcci�on, y lasmenos veloces que el promedio crucen en la otra direcci�on.Y as�� eventualmente tengo todas las mol�eculas veloces en una mitad dela habitaci�on, y todas las menos veloces en la otra, y �esta es una forma deextraer energ��a de un sistema en equilibrio t�ermico. >Ser��a �esta una m�aquinade movimiento perpetuo? No, del primer tipo no, porque no crea energ��a dela nada, pero s�� del segundo tipo, porque rompe la ley de que la entrop��a deun sistema no puede bajar si uno no invierte energ��a. Por lo tanto los f��sicossaben que esto no camina, que el demonio de Maxwell no puede funcionar,pero <les ha llevado m�as de cien a~nos entender por qu�e!Szilard jug�o un papel importante en esto. En la d�ecada del veinte escribi�oun trabajo sobre el demonio de Maxwell, en el cual trata de demostrar que eldemonio tiene que confundirse mediante un an�alisis de su estado mental, dela informaci�on que contiene, informaci�on que Szilard midi�o como en la teor��ade informaci�on de Shannon (de la d�ecada del cuarenta). Como veremos, elconcepto de informaci�on de Shannon es sumamente cercano a la entrop��a enla termodin�amica y en la f��sica estad��stica.>Pero qu�e pasa si remplazamos al demonio por una computadora? Estofue analizado en los �ultimos veinte a~nos por algunos f��sicos como CharlesBennett y Carlton Caves y Murray Gell-Mann, aplicando mi concepto deinformaci�on algor��tmica en lugar del de Shannon. As�� que el tama~no deprogramas y la entrop��a de Shannon pueden ser considerados como variantesde la entrop��a termodin�amica; ambos sirven para demonstrar que el demoniose confunde, sea ente pensante o computadora.28



Ya que estamos en esto, les voy a explicar en m�as detalle porqu�e nofunciona el demonio de Maxwell, tal como me lo explic�o mi colega CharlesBennett, que profundiz�o el an�alisis de Rolf Landauer, tambi�en de mi labora-torio.Recuerden que el demonio es un peque~no ente pensante o una computa-dora, que tiene que tomar la decisi�on de permitir, o no, que una mol�eculaatraviese el agujero que divide una habitaci�on en dos. Resulta que el prob-lema con el demonio de Maxwell es que tiene que olvidar, y esto gasta energia.Resulta que desde el punto de vista de la termodin�amica, en la computaci�onlo que cuesta es olvidar cosas, porque esto es irreversible. Un proceso ter-modin�amico reversible no incrementa la entrop��a y, si se hace lentamente, norequiere inversi�on de energ��a. Pero el problema es que el demonio tiene queborrar su estado mental, y por lo tanto se va a calentar mucho.Si el demonio no se olvida de nada, tiene que grabar una memoria in�nita,y va a terminar siendo la parte m�as importante del sistema f��sico en lugarde ser algo microsc�opico. Y si le hacemos olvidar lo no necessario, hay quegastar energ��a, porque olvidar informaci�on es irreversible. Y el demoniocalienta todo a su alrededor y tampoco puede funcionar. En ambos casos eldemonio es refutado.Y este es m�as o menos el an�alisis que demuestra que el demonio no puedefuncionar. >Qu�e tiene que ver esto con la TAI ? Bueno, si el demonio se con-sidera un ordenador, una computadora muy peque~na, resulta que es naturalaplicar en el an�alisis del demonio mi tipo de entrop��a del largo de programas.La entrop��a normalmente indica en la f��sica si est�a bien distribuida laprobabilidad sobre todo el espacio de posibilidades, que son los \microes-tados" del sistema f��sico. La entrop��a aumenta al m�aximo cuando la dis-tribuci�on de probabilidades es uniforme. La entrop��a es dada por la f�ormulade Boltzmann y ShannonH(p1; p2; p3; : : :) = Xi �pi log2 pi;donde pi es la probabilidad del i-esimo microestado. Pero mi teor��a, la TAI,da una forma de de�nir la entrop��a de un microestado individual: es el largoen bits del programa m�as conciso que produce una descripci�on del microes-tado.En la termodin�amica cl�asica no existe la noci�on de entrop��a de un mi-croestado individual, pero ahora, gracias a la TAI, la tenemos.29



Ahora volvamos a G�odel y a la incompletitud. >Cu�al es la diferencia entresu enfoque y el m��o?Mi enfoque es aproximadamente como una \termodin�amica del razon-amiento", y tengo algunos resultados muy generales que dicen cu�al es lae�ciencia m�axima que puede tener un SAF. Son como los resultados en latermodin�amica que dan la e�ciencia m�axima que puede tener una m�aquinat�ermica en funci�on de la diferencia de temperatura de sus partes.Yo mido la complejidad, el contenido de informaci�on, como el largo enbits del programa m�as conciso que produce todos los teoremas:complejidad dez }| {axiomas �!reglas de inferencia teoremasPero en la pr�actica >qu�e va a hacer este programa? Este programa va agenerar todas las demostraciones posibles y veri�car cuales son correctas ycuales no. De modo que la parte principal de esta medida de complejidad es ellargo del programa de que hablaba Hilbert, el programa que mec�anicamenteveri�ca, o no, que una prueba que alguien nos ofrece cumple las reglas deljuego.Pero t�ecnicamente, la mejor forma que encontr�e de encarar esto es hablandode un proceso de c�omputo que nunca termina, que como les he dicho generatodos estos teoremas, y realmente no importa de d�onde vienen. No necesitosaber qu�e es lo que est�a pasando dentro de un sistema axiom�atico formal. Lomiro como una caja negra que de vez en cuando arroja un teorema. Lo �unicoque importa es que tiene que arrojar todos los teoremas que son consecuen-cias de los axiomas y las reglas de inferencia de este sistema. Al SAF lo mirode bien arriba y no me interesa su estructura interna. S�olo me interesa sabercuantos bits de informaci�on contiene, o sea, cu�al es el largo del programam�as conciso que genera todos estos teoremas.Es decir que esta ser��a la versi�on m�as concisa del sistema axiom�aticoformal. En la pr�actica no conozco la versi�on m�as concisa. Podr��a descubriraxiomas m�as concisos que generan un mismo conjunto de teoremas. Peroprogramando un conjunto de axiomas con sus reglas de juego, que generanuna teor��a matem�atica, obtengo una cota de la complejidad, que ser��a enefecto los axiomas m�as concisos que me dan exactamente este conjunto deteoremas. >OK? 30



As�� que esta es mi de�nici�on, y de esta manera siempre puedo medir lacomplejidad de un sistema axiom�atico formal.A veces, puedo tomar un teorema,un enunciado matem�atico que alguien desea demostrar a partir de estos ax-iomas axiomas �!reglas de inferencia teoremas ;y tambi�en puedo medir la complejidad de este teorema en bits. A veces, nosiempre. Esto es muy importante subrayarlo.Repito, siempre puedo medir la complejidad del SAF:axiomas �!reglas de inferencia teoremasMis m�etodos tambi�en se aplican a ciertos tipos de teoremas y a veces puedomedir la complejidad en bits del enunciado que se desea demostrar:teoremaY en ese caso, cuando puedo hacerlo, si la complejidad del enunciado esmayor que la del SAF, no puede andar, este enunciado no puede ser conse-cuencia de estos axiomas. Esto es el tipo de resultado de incompletitud queobtengo con mi teor��a.En otras palabras, no puede andar si el teorema matem�atico es demasiadocomplicado para poder deducirse a partir de esos axiomas. No puede andarporque los axiomas son demasiado simples para este teorema complicado.Para no seguir hablando en t�erminos tan generales, quiero darles un ejem-plo concreto.Y con esto voy a terminar hoy.Un ejemplo concreto es tratar de demostrar que un programa es \ele-gante". >Qu�e es un programa elegante? De�no un programa como elegantesi ning�un programa m�as conciso, m�as peque~no, escrito en el mismo lenguajede programaci�on, produce exactamente el mismo resultado >OK? El tiempode c�omputo no me interesa. Me interesa solamente cuan conciso es, el largodel programa en bits o en caracteres. Si uno quiere medirlo en caracteres, deLISP por ejemplo, mi m�etodo tambi�en anda as��.31



Para cualquier proceso de c�omputo, cualquier resultado, evidentementehay una gran cantidad de programas que van a hallar el mismo resultadoy algunos de ellos tienen que ser m�as concisos, m�as peque~nos que los otros.Puede haber muchos, puede haber varios programas, puede haber un em-pate, >no es cierto? Podr��a haber tres programas elegantes para una tareadeterminada, pero por lo menos hay uno, para cualquier tarea.Por lo tanto hay una in�nidad de programas elegantes, pero >qu�e pasa siquiero estar seguro de que tengo un programa elegante? >Qu�e pasa si quieroestar seguro de que un programa en particular es elegante?Bueno, resulta que no se puede estar seguro. Yo no puedo demostrar queun programa es elegante si es m�as grande que los axiomas que se emplean,si es m�as complicado que los axiomas que estamos usando.M�as precisamente, si estamos estudiando programas elegantes en LISP,por ejemplo, se tiene que medir la complejidad de los axiomas medianteel mismo idioma de programaci�on, LISP. Es decir que hay que medir ellargo del programa m�as conciso en LISP que genera todo los teoremas de misistema axiom�atico formal en el cual se habla de programas elegantes. Y sihacen falta 50.000 caracteres en LISP para generar todos estos teoremas, ysi tengo un programa en LISP que creo que es elegante pero es m�as grandeque 50.000 caracteres, es decir, es m�as complicado que mis axiomas, no sepuede demostrar que este programa es elegante a partir de estos axiomas.F��jense que aqu�� estoy midiendo el grado de complejidad usando el mismoidioma de programaci�on en las dos partes, para los axiomas y para el teorema.Es decir que si el programa es m�as grande que los axiomas, si el pro-grama que quiero demostrar es el m�as conciso posible, que es elegante, sieste programa es m�as grande que los axiomas, no se puede hacer.Es un resultado del tipo de paradoja de Berry, no del tipo de paradojadel mentiroso, que us�o G�odel. Bueno, vamos a hablar de esto luego, de c�omose demuestra esto.Seguiremos ma~nana. Gracias.
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