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Automatas finitos y secuencias aleatorias

C. P. Schnorr y H. Stimm

Recibido el 10 de Diciembre de 1971

Summary

We consider the behaviour of finite automata on infinite binary sequences and study the
class of random tests which can be carried out by finite automata. We give several equivalent
characterizations of those infinite binary sequences which are random relative to finite auto-
mata. These characterizations are based on the concepts of selection rules, martingales and
invariance properties defined by finite automata.

1. Introduccién

Motivados por Kolmogorov y Chaitin, dltimamente han tenido lugar varios intentos —entre
ellos los de Martin-Lof, Loveland y Schnorr— de definir con precisiéon la nocién de secuencia bina-
ria infinita aleatoria en base a los fundamentos de la teoria algoritmica. En [13] se presenta una
caracterizacién més precisa del concepto intuitivo de test de aleatoriedad efectivo. Los demés en-
foques hasta entonces estudiados, que de diversas maneras intentaron aprehender dicha nocion, se
demuestran equivalentes. El autor provee asi una definiciéon de aleatoriedad libre de arbitrariedades
formales: una secuencia es aleatoria cuando sobrevive a todo posible test efectivo.

Computar una secuencia aleatoria es necesariamente imposible: no son computables. El pro-
blema, importante para la aplicacién, de computar secuencias “lo més aleatorias posible”, por lo
tanto, s6lo puede abarcarse en el sentido de su aproximacion mediante secuencias computables. Las
secuencias computables que resuelven con precision arbitraria este problema de aproximacion se
llaman pseudoaleatorias. De una secuencia pseudoaleatoria debe esperarse que satisfaga al menos
las leyes mas importantes del azar. Cabe conjeturar que los tests algoritmicamente mas simples
sean aquellos que capturan leyes particularmente importantes. Entre los algoritmos, aquellos que
pueden ser representados por autématas finitos deben ser considerados especialmente faciles. Surge
entonces la pregunta acerca de si existira alguna clase destacada de leyes del azar que puedan ser
puestas a prueba mediante autématas finitos.

Para responderla, hemos restringido algunos de los enfoques tratados en [13], con miras a carac-

terizar los tests efectivos, a aquellos producibles por autématas finitos. A tal efecto consideramos
los siguientes conceptos relacionados con el azar:

= ¢l principio de sistema de juego,

*Este trabajo fue realizado en el marco del proyecto de investigacién Schn 143/1 del Deutsche Forschungsge-
meinschaft.
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= el principio de no predictibilidad y

= propiedades invariantes de las secuencias aleatorias.

En cada uno de estos casos, las secuencias llamadas de Bernoulli (o también normales, libres
de efectos colaterales y admissible numbers) resultan ser las que satisfacen la totalidad de los
tests producibles por automatas finitos. Las de Bernoulli, pues, son las secuencias que, segtun los
automatas finitos, deberian ser consideradas aleatorias.

Nos hemos circunscripto aqui al caso de la distribucién normal sobre un conjunto finito; la
adaptacion a otros espacios probabilisticos con probabilidades arbitrarias queda al alcance de la
mano. Los resultados del presente trabajo generalizan los de las investigaciones de Agafonov sobre
reglas de seleccion generadas por autématas finitos.

2. Secuencias de Bernoulli y estados ergédicos de autématas
finitos

En adelante X es un conjunto finito y X* (X°°) es el conjunto de secuencias finitas (infinitas)
de elementos de X. A € X* es la secuencia vacia. |u| denota la longitud de v € X*. Si v € X*
(z € X*°) ei e N (N es el conjunto de enteros no negativos) u(i) (2(¢)) denota la secuencia inicial
de longitud ¢ de u (2). Siu € X* ey € X*U X, uy € X*U X denota la concatenacion de
u e y. De manera natural, esto resulta en el producto AB C X* U X* de conjuntos A C X* y
B C X*UX®>. Sea x4 : B — {0,1} la funcion caracteristica (funcion indicadora) del conjunto
A C B. ||A]| denota el namero de elementos del conjunto A. En adelante || X|| = p. Suponemos
p=2.

Definicion 2.1. z € X es una secuencia de Bernoulli si

R . |
lim — Y xxeu(2() = p1
=1

n—oo N, 4
para toda u € X*.

Sea B C X el conjunto de secuencias de Bernoulli.

Esto quiere decir que la frecuencia relativa con la que u aparece como subsecuencia de z es
exactamente la probabilidad de u. Las secuencias de Bernoulli fueron llamadas secuencias normales,
admissible numbers y libres de efectos colaterales, y fueron presentadas de diversas maneras por,
entre otros, Borel, Copeland, Reichenbach y Popper.

Denotemos con 1 a la medida de Lebesgue en X°° para una distribucién uniforme en X. De
los principios de la teoria de la probabilidad se sigue que

Corolario 2.2.
Ai(B) = 1.

Ahora procederemos a establecer una primera relacion entre las secuencias de Bernoulli y los
automatas finitos.

Definicion 2.3. Un autdmata finito es una 4-tupla 4 = (X, S,0,s1). X y S, ambos conjuntos
finitos, son el alfabeto de entrada y el conjunto de estados, respectivamente. s; € S es el estado
inicial. 6 : X x § — S es la funcion de transicion.
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Si el automata lee el simbolo de entrada x € X en el estado s € S, pasa al estado §(z, s). J se
puede extender de manera natural a 6* : X* x S — S:

0" (A, s) =1
0 (ux, s) = d(z,0%(u, s)) (ue X" zeX,sebf).

Probaremos a continuaciéon el Teorema 2.5 que mas adelante, a la hora de testear secuencias
utilizando autématas finitos, nos permitira restringirnos a los fuertemente conexos. A tal efecto
son necesarios algunos resultados preliminares.

Sean $ un automata finito y s,t € S. ¢ se dice alcanzable desde s 1 (Ju € X*) : §*(u,s) = t.

Notacion: s — t. La relacion — es reflexiva y transitiva, y puede restringirse a una relacioén de
equivalencia como sigue:
St s—tNL—s.

Para un s € S, s C S denota la clase de equivalencia de s respecto de la relaciéon de equivalencia
<. Sea S/, el conjunto de tales clases de equivalencia.

i1 se dice fuertemente conexo cuando S cae en exactamente una clase de equivalencia respecto
de +.

En general, S/., puede ordenarse parcialmente como sigue:
s>t (Fues)(vet):u—w.
Por definicion de <+ vale entonces:

s>te (Vues)(Voetl):u—w.

Dado que S es finito, en S, existen elementos minimales respecto del orden parcial. Dichos
elementos minimales exhiben la siguiente propiedad ergodica:

Corolario 2.4. Seas € S, minimal. Entonces vale:

(Va €35)(Vu € X*):6"(u,a) €5.

Demostracion. Supongase la existencia de a € 3y u € X* tales que §(u,a) ¢ 5. Asignese
t:= 0*(u,a). Valen entonces ¢ # 3 y § > ¢, contradiciendo la minimalidad de 5. O

Tomando la terminologia de la teoria de las cadenas de Markov, llamemos conjuntos ergddicos
a los elementos minimales de S,.,, y estados ergddicos a los elementos de esos conjuntos. Serd
importante en adelante el

Teorema 2.5. Sea z una secuencia de Bernoulli y 3 un autdmata finito. Entonces para cada
estado s existe un n € N tal que 0*(z(n), s) es un estado ergddico.

La demostracion del teorema se basa en el

Lema 2.6. Para cada autdmata finito existe un u € X* tal que §*(u, s) es un estado ergddico para
todo estado s.
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Demostracion. Sea S = {s1,...,8m} el conjunto de estados del automata. Probaremos por in-
duccién en i que para cada i < m existe un u(?) € X* tal que, para todo j < i, 5*(u(’),sj) es
ergodico.

Caso base. Sea t € S /o un elemento minimal con s; > t. Entonces vale s; — t. Elijase
u™ € X* de modo tal que §*(u(!), s;) = t. Entonces 6*(u"),s1) es ergodico.

Paso inductivo. Sea ¢ € S/, un elemento minimal con 6*(u("),s;,1) > ¢. Entonces vale
§*(u®, s;41) — t. Elijase v € X* de modo que 6*(v,6*(u'?, s;41)) = t. Asignese ult1) := uy.
Entonces vale que 6*(u"*Y,s;11) = t. Como € S, es minimal, 6*(u(**1), s;11) debe ser ergo-
dico. Mas atn, §*(u(+1), sj) con j < i también es ergddico, puesto que 6* (u®, sj) con j <iloes
por hipétesis inductiva, y los estados ergddicos solo son traducibles en estados ergodicos. O

Teorema 2.5. Sea z una secuencia de Bernoulli y 4l un autémata finito. Satisfaga u € X* el lema
2.6. u aparece como subsecuencia de z. Eljjase n € N de modo que z(n) € X*u. Entonces de 2.6
se sigue que 6*(z(n), s) es ergodico. O

3. Martingalas producidas por autématas finitos

Consideraremos juegos (en sentido naif) sobre secuencias u € X*. El resultado de un juego
sobre la secuencia u es un ntmero real no negativo V(u) que denota el capital del jugador tras
haber jugado en u. En general, cualquier “estrategia de juego” fijada de antemano (que el jugador
respete para toda secuencia u € X*) induce una funcién

V:X* =R,

siendo RT el conjunto de los niimeros reales no negativos. Se considera que un juego ofrece chances
equitativas (respecto de la distribucion uniforme) cuando la funcion V satisface la propiedad de
martingala

V) ==Y V() (we X" (M)

p zeX

En tal caso, las chances de ganar y las perder resultan de igual magnitud. En adelante llamaremos
martingalas a las funciones que satisfagan la ecuacion (M). La construccion de una martingala
V' puede pensarse de la siguiente manera: el jugador comienza en posesion de un capital inicial
V(A) € RT. Tras haber jugado sobre la secuencia u € X*, elige para cada z € X una cantidad
(el valor de su apuesta) B,(u) € RT a favor de que el siguiente miembro de la secuencia sea x.
La suma de estas apuestas no puede superar el total de su patrimonio en ese instante. En otras
palabras, las funciones de apuesta B, : X* — R deben satisfacer la condicion de apuesta

> Bu(u) <V(u) (ue X*). (A)

zeX

El capital actualizado tras una ronda de juego, V(ux), puede entonces deducirse de la condicion
de pago:
V(uz) = V(u) + Y (pde,y — 1)By(u). (P)
yeX

donde J;,, es la funcién delta de Kronecker. Es decir que ante la apariciéon de y el jugador gana
(p— 1) veces lo apostado a favor de y, y pierde el total de sus demas apuestas. Es facil ver que la
condicion de pago (P) asegura la propiedad de martingala (M). De la ecuacion (A) se sigue que V/
es no negativa. A la inversa, no es dificil mostrar que toda funcién V : X* — R™ puede obtenerse
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mediante funciones de apuesta apropiadas B, : X* — R™ con la propiedad (A). A continuacién
explicaremos cuando una martingala V' es producida por un autoémata finito 4 = (X, S, 4, s1). Lo
antedicho deberia ser el caso para las funciones tales que el cociente V(uzx)/V (u) sélo dependa
del estado instantaneo §*(u, s1) del autémata y del simbolo de entrada z. Interpretaremos dicho
cociente, entonces, como la salida del autéomata. Formalmente asociaremos con cada automata
= (X,85,6,81) y funcién de salida A : X x S — RT una funcién Vi : X* — R* del siguiente
modo:

Vu(A) =1

Vi(uz) = Vy(u) Mz, §*(u, 51)) (ue X*,z e X) (3.1)

(Multiplicacion en R).

V4 es una martingala si y solo si vale:
Z Az,s)=p (s €89).

Las martingalas asi obtenidas se dicen producidas por autématas finitos.

_También existe otro modo alternativo de proceder. Sean 4 = (X, .5, 4, s1) un autéomata finito
yA: X xS — R una funcién de _salida. Entonces es posible definir funciones de apuesta
B, : X* 5 RT (x € X) y una funcion Vg : X* — R* del siguiente modo:

Vu(A)
Bq(u)

1
Va(u)A(@, 07 (u, 51))

Vi (ux) 7 Vi(u)+ > (pey — 1)By(u) (3.2)
rzeX
=Vy( 1—1—2 Y, 0% (u, s1)) (ue X*, z € X).
yeX

La condicion de apuesta (A) se verifica justamente cuando

ZX(.Z‘,S)SI (se€S)

zeX

vale. En tal caso Vy resulta no negativa y por ende una martingala. Por (3.2), la proporcién
B, (u)/Vy del capital Vg que se apuesta a favor de  s6lo depende del estado instantaneo 6* (u, s1)
y de z. La igualdad (I) de (3.2) es justamente la condicion de pago (P). Pero de la altima formula
de (3.2) se sigue que también el cociente Vi (uz)/Vy(u) depende tinicamente del estado §*(u, s1)
y de z. Por lo tanto una martingala V' definida de acuerdo con (3.2) también puede, mediante una
eleccion adecuada de A, ser definida de acuerdo con (3.1). Para ello, asignese por cada z € X y

s€S: _
A(l‘, S) =1 + Z (p&my - 1))‘<ya 5)
yeX

_ Por otro lado, sea Vi la expresada por il y la funcién de salida A segin (3.1). Asignese
Az, s) :== A=, s)/p. Mostraremos por induccion que las funciones B,, Vy segun (3.2) satisfacen lo
siguiente:

Va() =V,  Bu(u) = ]%Vu(uas) (we X',z e X).
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Es claro para v = A. En cuanto al paso inductivo,

Vi(uz) = Vy(u) + Z (pbz,y — 1)By(u)

yeX
=Vu+ > (pbry — 1)p~ Vie(uy)
yeX
= Vau(u) +pp~Valuz) —p ' > Vi(uy)
yeX
= Vi (ux).
Asimismo,
B, (uy) = V(uy) Mz, 6" (uy, 51)), (3:2)
= Va(uy)p™ Az, 6* (uy, 51))
= p "Wy (uyz). (3.1)

De lo antedicho obtenemos el

Teorema 3.1. Las clases de martingalas producidas por un autémata finito de acuerdo con (3.1)
y (3.2), respectivamente, coinciden.

En lo sucesivo usaremos (3.1) para definir martingalas.

4. Caracterizaciéon de las secuencias de Bernoulli por medio
de martingalas producidas por autématas finitos

Una martingala producida por un autémata finito representa un test de aleatoriedad. Una
secuencia z € X deberia fallar, es decir ser rechazada como no aleatoria por dicho test, cuando
Vi crece arbitrariamente en z, es decir, cuando

lim sup Vi(2(n)) = oo.
n—oo

El siguiente y primer resultado central de este trabajo muestra que las secuencias de Bernoulli
y son fundamentalmente distinguibles del resto de las secuencias desde el punto de vista de las
martingalas producidas por autématas finitos. Son justamente las de Bernoulli las que, en lo que
a tales martingalas respecta, se comportan como el ideal de secuencia aleatoria. En adelante usa-
remos el cuantificador V*°n para denotar “para todo salvo cantidad finita de n”, y el cuantificador
3°°n significara “para infinitos n”.

Teorema 4.1. (a) Sea z € X una secuencia de Bernoulli y Vi : X* — R una martingala
producida por autémata finito. Entonces necesariamente vale (1) o bien vale (2):

(V*°n € N) : Vy(2(n)) = Vu(z(n + 1)). (1)
Eziste unr € R, con 0 <r < 1, tal que
(V°n e N) : Vy(z(n)) < r". (2)

(b) Sea z € X°° una secuencia que no es de Bernoulli. Entonces existen una funcion Vi producida
por un automata 4 y un r > 1 tales que

(3*°n € N) : Vy(2(n)) > r"™.
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La parte (a) afirma que para una secuencia de Bernoulli z, el capital V4 deviene o bien constante
o bien exponencialmente decreciente tras una cantidad finita de pasos. Para probarlo mostraremos
que el cociente Vy(z(n + 1))/Vi(z(n)) toma los valores 1 + ¢ y 1 — € con aproximadamente igual
frecuencia. Como (1 +€)(1 —¢€) = (1 — €%) < 1, de ello se sigue la tesis. La parte (b) afirma que,
ante el caso de una secuencia que no sea de Bernoulli, una martingala apropiada crecera asimismo
de manera exponencial.

Con miras a la demostracion presentamos los siguientes dos lemas.

Lema 4.2. Sea 4 = (X, 5,4, s1) un autémata finito fuertemente conexo, y sean v € X yt € S
fijos. Entonces existe una u € X* tal que

(Vs € S)(Fi < |u]) : 0" (u(i),s) =t Au(i + 1) = u(i)z.
Demostracion. Sea S = {s1,..., Sy, }. Por induccion en j mostramos que para cada j < m existe
u9) € X* tal que

(Vk < 7)(Fi < [uD]) : 6 (w9 (i), s) = t A (i + 1) = o (i)

Caso base. Elijase v € X* de modo tal que 6*(v, s1) = t, y asignese v = vz
Paso inductivo. Sea r = §*(ul?), sj4+1). Elijase v € X* de modo que §*(v,r) = t, y asignese

wlt) .= 4Dyz. La tesis se verifica sin més. O

Para la prueba del segundo lema necesitamos algunas definiciones y teoremas de la Teoria de
Cadenas de Markov. Las que presentamos aqui han sido tomadas en su totalidad del libro [4] de
Kay Lai Chung, “Finite Markov Chains with Stationary Transition Probabilities”.

Sea il = (X,S5,d,s1) un autéomata finito con un conjunto de estados fuertemente conexo

S={s1,...,8m}
Sean sq,s, € S fijadas de antemano. Definimos las magnitudes aleatorias Z, : X — S

(n € N) mediante
Zn(2) == 0"(2(n), 8q)-

Los Z,, conforman una cadena de Markov con distribucion inicial

(pi)i:l,...,m = (0, ey 0, 1,07 e ,O)

(1 en la g-ésima posicion) y matriz de transicion (p;;)i j=1,....m con
1
pij = Z;H{x € X :6(x, i) = s; .

La matriz de transicién en n pasos (pgl)) satisface:

(pE?)) = (pij)"-

Se ve facilmente que S, el conjunto de estados de la cadena de Markov, constituye una clase
positivo-recurrente. Gracias a ello, el limite de Cesaro

RN
my = Mmoo ];pij
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existe independientemente de ¢ ([4], §6 Teorema 4 y su corolario y §5 Teorema 6).

Fijemos f : S — {0,1} como

£(s) = {1 sis=s,

0 en caso contrario.

Entonces f(Zy) + f(Z1) + -+ -+ f(Z,) mide la cantidad de veces que la cadena de Markov estuvo
en el estado s, en los primeros n pasos. Vale

1l _
nl;n;o - ;f(Zk) =T, con certeza [

([4], §15 Teorema 2). Por la definicion de las variables aleatorias Z,,, puesto que vale para cada
54,57 € 5, lo anterior equivale a que

(Vs;,85 € 5) :M{z € X*®: lim l||{k: <n:0"(z(k),s;) = s} = 7Tj} =1 (4.3)

n—oo N

Partiendo de las magnitudes aleatorias Z,, : X*° — S x X (n € N) definidas por
Za(2) = (5" (:(0). 5, 2n11)
mediante proceder analogo (con igual ;) se obtiene que
(Vsi,s5 € S)(Vo € X) -

m X - 1i l|k‘< 5*( (k)) .)_ A o _ﬂ -1 (44)
IREAS nl_)ngon|{ <n:6"(2(k),s:) =s; zk+1—x}|\—p =1

Con la ayuda de estas tltimas demostraremos ahora el

Lema 4.5. Sea 4 = (X, 5,9, s1) un autdmata finito con conjunto de estados fuertemente conexo
S ={s1,...,5m}. Entonces existen nimeros m; >0 (j = 1,...,m) tales que para toda secuencia
de Bernoulli z, todo s; € S y todo x € X

, 1
wi/p= Tim (k< n: 0% (a(k), 50) = 5 A ks = o).
Resulta visible que los m; conforman una distribucion probabilistica en S.

Demostracion. Elegiremos m; (j =1,...,m) como en (4.4). Por (4.4) vale para cada €,€ > 0:

(V°kE e N)(Vs;,s; € S)(Vz € X) =

—k k|1 . ) (4.6)
D ue X" EH{q<I€:5(U(q),Si):Sj/\Uq+1:x}H_ﬂ—j/p <epl|>1—¢€.
Asimismo vale para cada secuencia de Bernoulli z, cada k € N y cada ¢” > 0:
1 n
(v°n € N)(Vu € X*) - D xx-ulz(kg)) —p7F| < €. (4.7)
qg=1
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Dados ¢,¢ > 0, elfjase k de la magnitud necesaria para que valga (4.6). Para k y ¢’ > 0 elijase
entonces n de la magnitud necesaria para satisfacer (4.7). Se sigue entonces inmediatamente que

1
g <nk:67(2(q), 8) = 85 A zgn = 2} =7 /p| < et € e

Del hecho que esta tltima relacion se satisface para €,€/,€¢” > 0 arbitrarios y con valores de k
y n crecientes se sigue la convergencia de (4.5). Del que 4 sea fuertemente conexo se sigue que
T > 0. O

Teorema 4.1. (a) Queremos clasificar el comportamiento en el limite de las martingalas producidas
por automatas finitos sobre secuencias de Bernoulli. A continuacién mostraremos que no hay
pérdida de generalidad en restringirse a los automatas fuertemente conexos. Dada una secuencia
de Bernoulli z como entrada, un autémata finito {f = (X, S,4,s;) alcanza tras una cantidad
finita de pasos, que llamaremos n, un estado ergodico (por el Teorema 2.5). El comportamiento
asintotico de una martingala V4 producida por 4 sobre z es, en caso que Vi (z(n)) # 0, por ende el
mismo que el de la funcién Vi sobre la secuencia de Bernoulli 2,412n422n43 - ... Sea en lo anterior
Vi la martingala correspondiente a Vi que es producida por el autémata fuertemente conexo

= (X,t,0 b t), cuyo conjunto de estados coincide con la clase de equivalencia de t, cuya funcion
de transicién coincide con § en t y cuyo estado inicial es justamente ¢.

Sea Vi una funcién producida por el autémata fuertemente conexo 4 = (X,S,4,s1) con
S ={s1,...,8m} de acuerdo con (3.1):

Vi (ux) = Vy(u)A(z, 6% (u, $1))
Z Az,s)=p (s€8).

zeX

Distinguiremos dos casos:
(Vs € S) (Ve € X): Az, s) = 1. (1)

En este caso Vi es constante. Estas martingalas surgen cuando el jugador apuesta a todos los
x € X por igual.
(FteS)(FyeX): Ay, t) <1 (2)

Dado un estado s € S, definimos

Us = H Az, s).

zeX
Se verifica entonces la siguiente proposicion auxiliar
0<U;<1

Uy=1c (Vo€ X): \z,5) = L. (4.8)

Con métodos bien conocidos puede mostrarse entonces que, bajo las condiciones ) . A(x,s) = p
y A(z,s) > 0, la expresion [,y A(z,s) alcanza su maximo 1 exactamente cuando A(z,s) = 1
para todo x € X.

Del lema 4.5 se sigue, para cada secuencia de Bernoulli z, la relacion

n

’ 7\']‘/ —
nhﬁngo Vu(z(n))/ HUsj Pl =1.

j=1
Por la hipotesis A(y,t) <1y (4.8):

m
H U;f/p <1.
j=1
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con lo que existe un r < 1 tal que

(V°n e N) : Vy(z(n)) < r".

(b) Si z € X no es una secuencia de Bernoulli, existen un v € X*, un y € X y un ¢ > 0 tales
que

1 n
, 4 . Y
Jim_ ~ ;XX u(2(D) = p
s LS Y = pelul (-
limsup > ey (2(0) = ! +0),

n
n—o00 im1

(4.9)

Definimos una martingala V' de tal manera que V(w(n+1)) > V(w(n)) siy solo si w(n+1) € X *uy.
Para cierto ntiimero a definir « tal que —1 < a < 1 definimos V tal que V(A) =1y

1 si w(n) ¢ X*u
Vwn+1)/wn)) =<1+« siw(n+1) € X*uy

1—a/(p—1) en otro caso.

Es sencillo advertir que V' es una martingala producida por un autémata finito segtn (3.1).

Por (4.9) vale para
r(a) = (1 4 a)P*lu\(P71+5)(1 _ a/(p _ 1))p*|u\(17p7175)

la relacion
limsup V(z(n))r(a)™" = 1.
n—oo
Para probar nuestra afirmacion basta mostrar que « puede elegirse de modo tal que r(a) > 1.
Como r(0) = 1, alcanza para esto la relacion

d
%T‘(Oé”azo > 0.
Vale lo siguiente:
d |, — u -
—T(@azo =p T +0) = pM (1 =p7" = 0)/(p - 1)
=3op " /(p—1) >0,
pues vale 6 > 0, q.e.d. O

5. Caracterizacion de las secuencias de Bernoulli mediante
el concepto de la predecibilidad.

En estos parrafos estudiaremos més casos de tests producidos por autématas finitos para los
que, nuevamente, exactamente las de Bernoulli resultan ser aquellas secuencias que se comportan
como idealmente aleatorias.

Sea z € X°°. Entonces interpretamos la salida x € X de un autémata finito, tras haber
dado como entrada la secuencia inicial z(i), como una prediccién del proximo elemento z;11 de
la secuencia. El siguiente teorema afirma que la proporcion de predicciones acertadas vs. erradas
supera 1/p cuando la secuencia dada no es de Bernoulli.
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Teorema 5.1. Una secuencia z € X no es de Bernoulli cuando y sélo cuando existen un
autémata finito U = (X, S,0,s1) y una funcidn de salida X : X x S — X tales que

. L. wl (s 1
lim sup EH{Z <n: Xz, 6%(2(8),81)) = zig1 | > o

n—00

Demostracion. (<). Sean z € X, i = (X, 5,6, s1) un automata finito y A : X x S — X una
funcién de salida con

1, .. . 1
lim sup EH{Z <n: Nz, 0%(2(8),81)) = zig1}] > >

n—oo

Entonces existen un estado t € S, un é > 0 y un conjunto infinito M C N tales que, para todo
neM,

i <ns 6% (2(0), 1) = A Az 1) = 2|
> i < 6 (a0 ) = £+ 6

Para un « a definir con —1 < « < 1, definimos las martingalas V' con V(A) = 1 mediante

1 si 0% (w(n)) #t
V(wn+1))/V(wn)) =<1+« si 0" (w(n)) =ty Mwn,t) = Wni1
1—a/(p—1) en otro caso.

Se ve de inmediato que V' es una martingala de 4l definida de acuerdo con (3.1). Asignamos

1
a:=limsup—||{i <n:6"(2(4),s1) =t}
n—oo M
neM

r(@) = (1+a)® (1 —a/(p—1)20t» =3
Entonces vale que
limsup V(z(n))/r(a)™ > 1.

n—oo

Como en la demostracion de (4.1)(b), basta mostrar que es posible elegir a@ de modo tal que
r(a) > 1. Por lo antedicho y en base a (4.1), z no es una secuencia de Bernoulli.

(=) Si z € X* no es una secuencia de Bernoulli, existen v € X* y € X y § > 0 tales que
(4.9). Entonces hay un ¢t € X y un §’ > 0 tales que

(3*n e N): ;;XX*UZI(Z(Z)) > pf\ul (]1) 4 5)

2
n (5.2)
1 1
A— car(2(0)) < p7l (= =0 ).
5 o ceule) <7 (]
Usaremos lo antedicho para construir un autémata i = (X, S,d,s1) y una funcion de salida

A: X xS — X de tal forma que la proporciéon de predicciones correctas versus incorrectas supere
1/p.

Elegimos a tal efecto el automata 4 = (X, 5,6, a1) definido por

S =uM X' = {v e Xx*: || <|ul}, sp = A,

5(z,v) == {vx si |v] < Jul

w con vx € Xw en caso contrario
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y la funcién de salida A : X x S — X con

A, v) = {t siv#u

y siv=u.

Distinguimos dos casos:
|u| =0, es decir u = A. (1)

En este caso es
, 1. .. v
limsup—||{i < n: A(z;,0%(2(¢),81)) = zig1 H|
n—oo T

. Lo
=limsup —|[{i < n: zip1 =y}
n—oo T

=1/p+d>1/p

lul > 0. (2)

Entonces vale

1
T
Up= lm —[{i<n:z =t}

=i [ wew)

i=1 peXlul

(5.3)

Por lo tanto el automata il acertaria justamente 1/p de las predicciones, en promedio, si siempre
devolviese ¢. Sin embargo, en caso de aparecer u como subsecuencia de z, devolvera y. Por ello y
en base a (4.9), (5.2) y (5.3) vale:

, 1. s o
lmsup—|[|{i < n: A(z;,0%(2(i), 51)) = zi41}||
n—oo N

>1/p—p "1 /p—08)+p "(1/p+5/2)
—1/p+88/2>1/p.

6. Propiedades invariantes definidas por autématas finitos.

Sea z € X una secuencia aleatoria. Entonces esperamos que suceda lo siguiente: al seleccionar
de cualquier manera posible (diremos: por medio de una regla de seleccion) suficientes elementos
para conformar una secuencia infinita, en la misma aparecen todos los elementos de X con igual
frecuencia. Esto es, la nueva secuencia cumple la ley fuerte de los grandes niimeros. Consideramos
reglas de seleccion producidas por autoématas finitos en las que la decision (la seleccion o no
del siguiente elemento de una secuencia) solo dependa del estado instantaneo de un automata.
Podemos describir esto explicitamente con una funciéon de salida A\ : X x § — X* que satisfaga
las siguientes condiciones adicionales:

obien (Vz € X):Ax,s)=A (no seleccion en s)
=z

obien (Vz € X):\(x,s) (6.1)

(seleccion en s).
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Al haber asociado a cada secuencia infinita z (o finita u) la secuencia ®y((z) (o ®y(u)) resultante
de llevar a cabo la seleccién, obtenemos una funcién parcial claramente definida ¢y : X — X
(0 @y : X* — X*).

Agafonov demostré que la secuencia seleccionada, para todas las reglas de seleccion basadas
en autématas finitos, cumple la ley fuerte de los grandes nimeros siempre que la secuencia de
entrada sea de Bernoulli y la seleccionada sea infinita. Procederemos a generalizar este concepto
eliminando la principal restriccién (6.1) sobre las posibles funciones de salida. Sin embargo, es
seguro que no cualquier funciéon de salida A : X x S — X* es admisible. En efecto, basta tomar
Az, s) =y (y € X fijo) para obtener una constante ¢, que asocia toda secuencia z € X°° con la
secuencia yyy . . .; ciertamente esto no satisface la ley fuerte de los grandes ntimeros. Mostraremos
que alcanza con requerir de ¢, la propiedad de ser de medida acotada. ¢, se dice de medida
acotada cuando existe un k € N\{0} tal que para todo conjunto medible M C X*°:

Ty (M) < k(M).

Sin duda son de medida acotada todas las funciones ¢ producidas por reglas de seleccion
(comp. también con Doob); sin embargo, muchas otras funciones cumplen esta propiedad. A modo
de ejemplo presentaremos las permutaciones: un autémata lee n elementos, los permuta y los
devuelve. El automata definido como sigue es un ejemplo de lo antedicho:

Sea 7 : X™ — X™ (n € N fijo) una permutacion.

Sea il = (X, 5,4, s1) definida como
S = UnzoXi:{ueX*:|u|§n}, s1:= A,

7

5(av) = {vz si vl <n

x  sifvl=n

y la funcién de salida A : X x S — X* tal que

A, v) = {A si|v]|<n

w(v) si|v] =n.

Teorema 6.2. (a) Si z € X*° es una secuencia de Bernoulli y 511 : X = X es una funcion
de medida acotada, producida por el autdmata 4 mediante una funcion de salida A : X x .S — X*,
entonces o bien z no pertenece al dominio de ¢, o bien ¢y (z) cumple la ley fuerte de los grandes
numeros:

i S[{i<n:@u@i=all=1/p  (z€X).

n—o00 N,

(b) Si z € X no es de Bernoulli, existe una funcion ¢y : X*° — X producida por un autd-
mata finito computablemente mondtona y de medida acotada, de modo tal que ¢y (z) no satisface
la ley fuerte de los grandes nimeros.

Asi es como las funciones parciales de medida acotada producidas por autématas finitos repre-
sentan propiedades invariantes de las secuencias normales.

¢y se dice de medida invariante cuando para todo M C X medible

TGy (M)) = (M)

y computablemente moné6tona cuando existe una funcién total computable i : N — N tal que para
todo z del dominio de ¢y vale B
n = h(i) = [¢y(z(n))] = i.
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Demostracion. (a) Sea z € X una secuencia de Bernoulli perteneciente al dominio de ¢y ().
Muéstrese como en la demostracion del teorema 4.1 que puede cenirse la prueba a los autématas
fuertemente conexos. Del lema 4.5 se sigue que cada x € X tiene, en cada posible estado s € S,
una frecuencia fija en el limite. En consecuencia, también tiene limite la frecuencia de x en ¢ (2).
Sea K dicho limite. Si K # %, entonces ¢, (z) no puede ser una secuencia de Bernoulli para
ninguna z que lo sea. Es decir, la preimagen de un conjunto de medida 0 contiene al conjunto
de las secuencias de Bernoulli, de medida 1. Por lo tanto ¢g(z) no es acotado por medida, en
contradicciéon con la hipotesis, y se sigue la afirmacion.

(b) La reciproca se demuestra sin mayor dificultad (Agafonov [1]). O
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