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UN ALGORITMO PARA COLLARES PERFECTOS
LEXICOGRAFICAMENTE MAXIMOS

Resumen. Un collar es una secuencia circular de simbolos. Los collares perfectos
son variantes de las secuencias de De Bruijn: un collar es (n, k)-perfecto si todas las
palabras de longitud n aparecen en el collar exactamente k£ veces, en posiciones
distintas modulo k, para cualquier convencién de la posicion inicial. En esta tesis
presentamos un algoritmo para generar los collares (n, k)-perfectos lexicografica-
mente maximos, cuando k divide a n. Nuestro algoritmo es una adaptacion del
algoritmo clasico de Fredericksen y Majorana basado en la concatenacién de palabras
de Lyndon. Como subproducto obtuvimos una demostraciéon de la correctitud del
algoritmo de Fredericksen y Majorana mucho mas clara que la original.
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1. INTRODUCCION

Consideremos un alfabeto finito, y sea s la cantidad de simbolos de este alfabeto.
Los collares —o palabras circulares— de De Bruijn de orden n son aquellos en los
que todas las palabras de longitud n aparecen exactamente una vez. Los collares
de de Bruijn de orden n tienen longitud s™. Nicolaas Govert de Bruijn [1] dio
esta definicién al mismo tiempo que los caracterizé como circuitos eulerianos en
los llamados grafos de De Bruijn, y conté cuantos hay. Una hermosa presentacion
de las secuencias de De Bruijn es el articulo de Jan Berstel [6].

Alvarez, Becher, Ferrari y Yuhjtman [7] presentaron una generalizacién de los
collares de de Bruijn, que se llaman collares perfectos. Un collar es perfecto de orden
(n, k) si todas las palabras de longitud n ocurren exactamente k veces, y todas ellas
en distintas posiciones médulo k, para cualquier convencién de la posicion inicial.
Los collares (n, k)-perfectos tienen longitud ks™. En [7] los collares perfectos estan
caracterizados como circuitos eulerianos en los llamados grafos astutos, dandose una
férmula para la cantidad de collares (n, k)-perfectos.

Entre todos los collares de Bruijn de orden n hay uno que es el lexicografica-
mente maximo. Fredericksen y Maiorana [4] dieron un algoritmo para generarlo.
Este algoritmo se basa en la concatenacién de las llamadas palabras de Lyndon.
Una palabra de Lyndon es una cadena no vacia que es estrictamente mayor en el
orden lexicografico que todas sus rotaciones. Existen varias definiciones equivalentes.
Una palabra de Lyndon es el tnico elemento maximo en el orden lexicografico del
multiconjunto de todas sus rotaciones. Ser la rotaciéon singularmente mas grande
implica que una palabra de Lyndon difiere de cualquiera de sus rotaciones no triviales
y, por lo tanto, es aperiédica.

En esta tesis nos proponemos extender el algoritmo de Fredericksen y Maiorana
para producir collares (n,k)-perfectos, cuando k divide a n. Como subproducto
obtenemos una demostraciéon de correctitud del algoritmo original de Fredericksen
y Maiorana maés simple de comprender.

El collar de Bruijn de orden n lexicograficamente maximo fue estudiado origi-
nalmente por Ford [2]. Mds tarde Fredericksen [5], Algorithm 2] dio un algoritmo
goloso que lo construye eligiendo un simbolo en cada paso, hasta completar el
collar. También Fredericksen caracterizé esta secuencia por medio de los llama-
dos shift register [5]. En [§8] Ezequiel Zimenspitz extendid el algoritmo goloso de
Fredricksen adaptandolo para construir collares (n,n)-perfectos lexicograficamente
maximos. Sin embargo, dicho algoritmo no resulto ser el mas eficiente ya que los
collares (n,n)-perfectos son la concatenacién de todas las palabras de longitud n
en orden lexicografico. Queda pendiente saber si hay un algoritmo para collares
(n, k)-perfectos lexicograficamente maximos maés eficiente que el que presentamos
en esta tesis.
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2. COLLARES

2.1. Collares donde £ divide a n

Sea ¥ un alfabeto de s simbolos, 3 := {ay, as, ... as}. Sin pérdida de generalidad

representamos estos simbolos mediante nimeros 0,1,...,s — 1. Asumimos el orden
natural usual 0 < 1 < ... < s — 1. Denotamos el conjunto de todas las palabras
con X*.

Para denotar palabras usaremos letras mayusculas, A, U,V o bien directamente
una secuencia de simbolos a;...a,. Si A es una palabra, |A| es su longitud, y
escribimos A; para el prefijo de los primeros ¢ simbolos de A. Fijado un alfabeto
>, una palabra es una secuencia finita de simbolos a; - - - a,, del alfabeto . Usamos
el simbolo < para indicar la relacién de ser menor en orden lexicografico, y definimos
aj...ap <by...by, siexiste k tal que a; =b;, para1=0,...k — 1y ap < bg.

Dadas dos palabras W == wy ---w, y X = x;---x,, la concatenacién de estas
es WX = wy---w,o1 -~ T, La potencia W™ es la concatenacién W"~ W, donde
W70 es la palabra vacia.

Trabajaremos con pares formados por una palabra y un entero no negativo en
Z/kZ, para un valor entero positivo k prefijado. Para referirnos a un par usaremos
(A, m) y lo nombramos con una letras caligraficas A, B, C, etc. Definimos la longitud
de un par A = (A, m) como la longitud de la palabra A, es decir |A| = |A].

Ejemplo. Si consideramos el tamano de alfabeto s = 3 y fijamos el modulo k =5,
estos son pares validos:

« (W, m) = (201011, 4)
« (W, m) = (112201, 1)
Y estos otros no:
» (W,m) = (201011, 7): El m =7 no estd en el rango del modulo k = 5.

» (W,m) = (115201, 1): La palabra tiene el simbolo 5, que se encuentra fuera del
rango del alfabeto s = 3.

Definicién (Orden lexicogréfico entre pares). Dados pares (U,my) y (V,my), el
orden lexicogrdfico se define de la siguiente manera:

» Simy < my entonces (U,my) > (V,my).
» Simy > my entonces (V,my) > (U, my).
» Simy = my el orden se define a nivel palabras entre U y V.

Ejemplo. Los siguientes son ejemplos de los distintos casos que pueden darse con
este orden lexicogrdfico:

» (435,3) > (123,4): El caso donde los mddulos difieren.

3



4 2. Collares

w (125,0) > (125,0): El caso donde ambos mddulos son iguales y se define a nivel
palabras.

Definicién (Concatenacién de pares). Definimos concatenacion de pares (U,m) y
(V,m) como (UV,m), siempre que |U| y |V| sean maltiplos de k.

Ejemplo. Dado k = 2, para los pares (4357,1) y (24,1), su concatenacion seria
(435724,1). Notar sin embargo que no podemos concatenar (4357,1) y (24,0), ya
que difieren en su mddulo.

Definicién (Rotacién de un par). Sea el par (ay - - a,,m) € £* X Z/kZ. Definamos
las rotaciones a izquierda y derecha en una posicion como {(as---aza;,m @ 1) y
(apay -+ an_1,m S 1) respectivamente. Las operaciones @ y © son la suma y resta
modulo k respectivamente.

Ejemplo. Si tenemos s = 3, k = 5 y el par (13212,4), la rotacidn a derecha es
(21321,0), y a izquierda (32121, 3).

La clausura por rotacién de un par (a; - - - a,, m), es el conjunto de pares.
{{ajy1---anay---a;,;m®di):0<i<n}

Ejemplo. Sis=2,n=3yk =3 las rotaciones de (000, 0) son (000,1) y (000, 2),
3 en total. Sis =2, n=4yk =2, el par (0101,0) tiene una sola rotacion que
es (1010,1), por lo que son en total 2 rotaciones. St s = 2, n = 2 y k = 3, el
par (0101, 0) tiene estas otras rotaciones, (1010,1), (0101, 2), (1010,0), (0101,1) y
(1010, 2), por lo que son en total 6 rotaciones distintas.

La funcién de rotacién induce una relacién entre pares: un par estd relacionado
con otro si sucesivas aplicaciones de rotacion sobre el primer par da como resultado
el segundo par. Claramente esta relacién es reflexiva y transitiva. En pares " X
Z/kZ, cuando k divide a n la funcién de rotacion tiene inversa, (dada por rotaciones
sucesivas), entonces la relacién es también simétrica, y por lo tanto es una relacién
de equivalencia. Consideraremos las clases de equivalencia.

La siguiente es la nomenclatura de Fredericksen y Maiorana en [4].

Definicién (Collar de un par). Dado n y k enteros positivos con k | n én | k
y un m en Z/kZ, llamamos collar al par lexicogrdficamente mdximo de la clase de
equivalencia dada por las rotaciones de un par (A,m), con |A| = n.

Si bien la definicion impone que el modulo sea 0, podriamos haber definido a
los collares fijando cualquier otro valor entre 0 y k& — 1, y el desarrollo hubiera
sido idéntico. Es interesante notar que existen collares que tienen varias rotaciones
iguales, y que todas ellas pueden ser lexicograficamente mayores que las demés.
También hay otros collares donde todas las rotaciones son distintas.

Ejemplo. Si s = 2,n = 3 k = 3, la clase de equivalencia de (010,1) tiene los
siguientes pares:
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= (010, 1) = (100, 2) = (001,0)

donde el representante del collar es el par (100,0). Notemos que en este caso
todas las rotaciones de la palabra son distintas, si bien se repiten para distintos
modulos.

Por otro lado, si tenemos s = 2, n = 4, y k = 2, la clase de equivalencia de
(1010, 1) tiene los siguientes pares:

= (1010,1) = (0101,0)

donde el representante del collar es el par (0101,0). En este caso no todas las
rotaciones de la palabra son distintas ya que al rotar 2 veces volvemos a la misma.

Definicién (Potencia de par). Dado un par (A,m), con |A| maultiplo de k, y un
entero positivo n, definimos (A, m)™ como la operacion (A™, m).

Ejemplo. Para el par (456,2), la potencia (456,2)3 = (456456456, 2).

Observacion 1. Sean n y k enteros positivos, tal que k divide a n y A = (A,0),
con |Al =n. A es collar si y solo si B = AP es collar, donde p > 1.

Demostracion. = Si B no fuera collar, entonces por definicién existe otra rotacion
mdas grande, llamémosla R, y tiene la forma R = ((aj41---ana;---a;)?,0), con j
miultiplo de k. Dado que (aji1---anai---a;,0)” > (a;---ay,0)?, necesariamente
ocurre que

(@jp1- - anay---aj,0) > (ag - ap,0).

Pero esto implica que hay otra rotacién de A que es mayor, y A era collar. Esto es
absurdo y vino de suponer que B = AP no era collar. Concluimos que B si lo es.
<= Si A no fuera collar, por el mismo argumento que en el otro caso existe
una rotacién R = (R, 0) mayor. Luego puedo construirme R?, que a su vez va a ser
mayor que B = AP porque ambos tienen modulo 0, y si tomo el prefijo de tamano
n de ambos pares, ocurre que R > A porque R > A Esto es absurdo porque B era
collar por hipétesis, y vino de suponer que A no era collar. Concluimos que A si
lo es. O]

Lema 1. Sean n y k enteros positivos tales que k divide a n, y un collar A =
{ay -+ - ay,0) distinto de (0™,0). Si a; > 0, entonces B = (A;_1(a; — 1)(s — 1)77%,0)
también es collar, donde j es el minimo multiplo de k mayor igual que i, es decir,
j=1i+((n—14) mod k).

Demostracién. Si B = (A;_1(a; — 1)(s — 1)7%,0) no es un collar, entonces para
algin £:

(i1 aia(a — (s — D7 A0 00 ) > (A (a — 1)(s — 1)74,0)
Tenemos dos posibilidades:

= / no es multiplo de k.

= / es multiplo de k.
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El primer caso lo descartamos porque sabemos que £ tiene que cumplir que 0G4 = 0,
porque sino B seria mayor por tener méodulo 0. Vamos por el segundo caso, donde
ocurre necesariamente:

Api1 e Aim1 2 A1 Q1) (04+1)+1
Pero dado que A es un collar y usando que ¢ es multiplo de k sabemos que:
Ay QG—1)—(041)+1 = Qeg1 """ Gi1-
Por lo tanto, agy1 = a1, aprp = az, ..., Gi—1 = a@—1)—(t4+1)+1, y deducimos que
a; — 1 > ag—1)—(e4+1)+2. Pero si esto pasa tenemos que:
Qg1 Qi—1Q5 > Q1" Q—1)—(0+1)+2
contradiciendo que A es un collar. O

Ejemplo. Paran =6, k = 3 y s = 7 podemos construir los siguientes collares a
partir del collar (456123, 0),

» (455,0): En este caso se tomo el prefijo con i = 3, y como este es maltiplo de
k no fue necesario rellenar con el simbolo s — 1.

» (366,0): En este otro caso se tomo el prefijo con i = 1, y si fue necesario
rellenar dos veces con el simbolo s — 1 a diferencia del anterior.

A continuacién definimos el operador 6, que dado un par con modulo 0, pero
distinto de (0", 0), da otro par también médulo 0.

Definicién (Operador ). Sean n y k dos enteros positivos tales que k divide a n.
Dado A = (A,0) = (a1 - - an,0), tal que a; > a;11 = -+ = a, = 0, definimos
(4,00 = ([Ai—1(a; = 1)(s = 1)/ 7|74y, 0),
donde
» j es el minimo maltiplo de k mayor o igual a i. Es decir, 7 = i+ ((n — 1)
mod k),
» g es el mdzimo tal que 0 < n —qj < j.

Ejemplo. Supongamos s =2, n=6 y k = 2.
Si A = (010000, 0) entonces A6 = (000000, 0).
Si A = (011000, 0), entonces Af = (010101, 0).
Si A = (011101,0) entonces Af = (011100, 0).

El operador 6 es una funcién de pares de longitud n en pares de longitud n,
que no es inyectiva ni suryectiva. Por ejemplo, si tomamos s =2, n =4y k = 2,
podemos observar que:

= (0100,0)6 = (0000, 0)
= (0001,0)6 = (0000, 0)

Y por lo tanto € no es inyectiva, ya que tenemos 2 pares que terminan en el mismo
par al aplicarles §. También si analizamos el par B = (1011, 0), no existe un par A
tal que Af# = B, y por lo tanto 6 no es suryectiva.
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2.2. Collares donde n divide a k

A diferencia del caso k divide a n, ahora todo par de la forma (A, 0) es un collar.
Es sencillo ver esto porque sélo existe una rotacién de la forma (B,0) a partir de
(A,0), y es con A = B, porque k es un multiplo de n.

Notemos que cuando n = k, tenemos k|n y n|k, entonces podria ser tratado en
cualquiera de los dos casos. Simplemente por claridad expositiva consideraremos los
casos disjuntos tomando el primer caso como k|n, y el otro caso como n|k con n < k.

Definicién (Operador ). Sean n y k dos enteros positivos tales que n divide a k y
n < k. Dado A = (A,0) = (a; - - ay,0), tal que a; > a;11 = -+ = a, = 0, definimos
(A,000 = (A;_1(a; — 1)(s — 1), 0).

Observacion 2. El operador 0 es biyectivo cuando k es multiplo de n. Para ver esto
notemos primero que este pasa por pares de la forma (A,0), dentro de los cuales
estdn todos los collares. Dado que todo par de la forma (A,0) es collar, el 0 recorre
todos los pares posibles. Esto garantiza que para cualquier par por el que pase 0,

podemos encontrar la preimagen que lo generd, que es el par inmediato anterior en
el orden lexicografico.

2.3. Lista de collares

Observacién 3. Sea A = (A,0). El operador A0 se puede aplicar si y solo si
A #£(0™0).

Demostracion. = Si A0 se puede aplicar entonces existe un a; > 0 en A. Luego,
necesariamente A # 0".
< Si A # (0™, 0), existe un a; > 0, y podemos aplicar A6. ]

Definicién. Sean n y k enteros positivos tal que k divide a n 6 k divide a n. Sea
A = {(s —1)",0). Definimos la lista L de pares dada por la sucesion (0"A);>o.

Lema 2. Sean n y k enteros positivos tal que k divide a n. La lista L de pares es
estrictamente decreciente en el orden lexicografico.

Demostracion. Observemos que para cualquier par A, se cumple que:
A > A0
Asumamos que k divide a n. Reemplazando por la definiciéon de 6 y de A tenemos:
(A,0) > ([Ai1(a; — 1)(s — 1)77")94,,_,;,0).

Ambos lados tienen modulo 0. La desigualdad es estricta porque si tomamos el
prefijo de longitud ¢ de ambas palabras:

ay---a; = Ai_lai > Ai_l(ai — 1)

vemos que coinciden en los primeros ¢ — 1 simbolos, pero el i-ésimo simbolo de A es
mayor. Concluimos que la sucesion (6°A);>o es estricta decreciente.
El caso de n divide a k es analogo, con la definicién correspondiente del . [
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Es posible construir la lista £ en orden inverso, es decir yendo desde el par
lexicograficamente minimo (0", 0) al lexicograficamente maximo ((s — 1)”,0). La
unica dificultad es que, cuando k divide a n el operador € no es inyectivo entonces
hay pares que tienen mas de una preimagen por 6. Sin embargo, en la lista £
cada elemento (salvo el primero) tiene un antecesor, que es exactamente una de
las posibles preimagenes por 6.

Lema 3. Supongamos k divide a n. Sea A = (A,0) un elemento de la lista L,
pero no el primero. Entonces el antecesor de A en L es la preimagen por 6 con la
siguiente forma:

(Au-1(ay +1))0"™*,0)

donde u proviene de la factorizacion
A= (A)"A, con A, = A,(s— 1),
a, < (s—1) yr es el minimo miltiplo de k tal quev <r yr—k <u<r.
Demostracion. Primero notemos que esta factorizacion
A= (A)"Ay = (Au(s — 1)) 4,
siempre existe. En el peor casor =n,v =0y A=A, = A, = A,(s — 1)"". Para
encontrar la preimagen buscada de A por 6, llamémosla B, simplemente deshacemos
lo que hace el operador, sabiendo que A y B estdan en £. Buscamos B = (B, 0) tal que
BO = ([Bi_1(bi — 1)(s — 1) 7"]"B,,_;,0) = A

donde i es tal que b;y; = ...b, =0, y j es el minimo multiplo de £ mayor o igual
que 7. Es decir, buscamos B tal que

[Bia (b — 1)(s — LY 9B, gy = (Au(s — 1)) A,

La palabra B queda definida al identificar

Luego,

<Bi_1bi0n_j, 0> = <Au_1(au 4+ 1))0n—u’ 0>,
([Bioa(bi = 1)(s = 1Y 9B, _4;,0) = [Ay_1au(s — 1)V A,

Lema 4. Si A > B > C, con C = A6, entonces B no es un collar.
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Demostracion. Sean A := (A,0), B := (B,0). y sea C := Af = (C,0) con

A = ay---a,0"" con a; > 0,
B - bl e bn7
C = c-ep=ar-ai1(a; — 1)(s = 1Y%y a,_g.

Asumamos A > B > C y supongamos B es un collar. Necesariamente,
bi=a, by=as, ..., bi1=a1,

porque A > B. Y debe ocurrir que a; > b;, pero al mismo tiempo como B > C tiene
que pasar que b; > ¢; = a; — 1, lo cual implica que b; = a; — 1.

Hasta ahora sabemos que B; = C;. Notemos también que tiene que pasar que
bive = s—1paral =1,...7—i. Esto dltimo vale porque siB > Cy ;1 Cipp = (5—
1)7~%, entonces b;y1 -+ biye = (s — 1)~ porque no hay un simbolo mas grande que
s — 1. Veamos ahora que el resto de los simbolos de B y C también coinciden. Como
B es collar, vale que B > bjq---byby ---b; y sabemos que a; = by > b;y1. Como
B > C tenemos que bj1; > ¢jy1 = a1, y luego b1 = a;. A partir de esto se repite
el mismo argumento que antes, y luego sucede que paratodo1 <m <q, 1 <p <

" Dpjyp=apsil <p<iymj+p<n.
-bmﬂi:ai—l.
'bmj+i+€:S_1C0n1§£§j_i7

Esto resulta en que B = C = Af, y por lo tanto no existe un B que cumpla
A > B > C y sea collar. n

Definicién. Sean n y k enteros positivos tales que k divide a a n o n divide a k.
Definimos la lista C de collares de longitud n y modulo k.

En el caso de n divide a k y n < k la lista C es directamente la lista £. En el
caso k divide a n debemos construir C quitando de la lista £ aquellos pares que no
son collares. El primer collar en la lista C de collares es ((s —1)",0). Y para cada
elemento A de la lista £ excepto para A = (0", 0), el sucesor de A en C es AO",
donde h es el minimo ntimero de aplicaciones del operador 6 tal que A6" es un collar.
El dltimo elemento de la lista C es (0", 0).

Ejemplo. Con s =2, n=6 y k =2, el algoritmo genera la siguiente lista
(leerla de arriba hacia abajo, y luego sigue la siguiente columna en orden).

= (111111,0) = (111000, 0) « (110000, 0) » (100001, 0)
= (111110,0) = (110110,0) = (101010, 0) = (100000, 0)
= (111101,0) = (110101, 0) « (101001, 0) = (010101, 0)
= (111100, 0) = (110100, 0) = (101000, 0) = (010100, 0)
= (111010, 0) = (110010, 0) » (100101, 0) » (010000, 0)
= (111001, 0) = (110001, 0) = (100100, 0) = (000000, 0)
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Teorema 1. Sean n y k enteros positivos tales que k divide an 6 n divide a k. La
lista C tiene todos los collares de longitud n y modulo k ordenados decrecientemente.

Demostracion. Caso k | n:
Para probar esto basta ver que :

1. La lista C empieza con el par mas grande, ((s — 1)",0).
2. Agrega collares de manera ordenada decreciente.
3. No se pierde ningin collar.

4. Termina en el par lexicogrdaficamente minimo, (0™, 0).
Veamos cada uno de estos puntos.

1. Esto es trivial, porque lo definimos ast.

2. La lista C proviene de aplicar sucesivas veces el operador 6, y por el Lema |3
sabemos que este es estrictamente decreciente.

3. Dado un collar A en C, su sucesor es AO". Si existiese un B collar tal que estd
en el medio, necesariamente cae en uno de estos 3 casos:

s A>B> A0
w A1 > B > A"
s A>A0> ... > A0 > B> A0 > > AT > A",

En cualquiera de estos tres casos, el B siempre se encuentra entre un D y su
sucesor DO. Pero sabemos que esto es imposible por el Lema [}

4. Si la lista C no terminara en el collar (0™,0), entonces ocurriria alguna de
estas:

» Pasa por (0™,0) y sigue agregando otros collares. Esto es imposible por el
punto (2) y que (0", 0) es el minimo collar.

» Pasa de un D > (0",0) a otro D < (0",0). Esto no pasa por el Lema [4

» Nunca llega a (0™, 0) porque frena antes. Sabemos por el punto (2) que el 0
es mondtono estricto decreciente, y por el Lemald siempre puede aplicarse,
a menos que llegue a este collar (0", 0). Por lo tanto no frena antes.

Luego, dado que la lista C empieza por el collar lexicogrdficamente mdximo, termina
en el minimo, agrega collares de manera decreciente, y no omite ninguno, queda
demostrado el teorema.

Caso n | k, k > n: Es la misma demostracion que para el caso anterior, pero
mas simple ya que el operador 6 recorre exactamente todos los collares en orden
lexicogrdfico. ]



3. ALGORITMO PARA COLLARES PERFECTOS
LEXICOGRAFICAMENTE MAXIMOS

Definicién (collar (n, k)-perfecto). Dado un alfabeto ¥ de s simbolos y enteros
positivos n y k, un (n,k)-collar perfecto es un collar de longitud ks™, tal que todas
las palabras de longitud n aparecen exactamente k veces, en posiciones que son todas
diferentes en modulo k.

Ejemplo. Con s =2, n =2 y k = 2, el (n,k)-collar perfecto es 11100100, donde
estan presenten los siguientes pares:

= (11,0) = (10,0) = (01,0) = (00,0)
= (11,1) = (00,1) = (10,1) = (01,1)

3.1. Caso k divide an

Definicién (reduccién periédica). Dados dos enteros positivos n y k tales que k
divide a n, la reduccion periddica de la palabra A = ay - - - a,, a la que denotamos A
es la palabra ay - - - a, con el minimo p tal que k | p, p|n yai---a, = (ar---a,)"?.
Definimos la reduccion del par A = (A,m), a la que denotamos A, como el par

(A,m).

Notar que la reduccion periddica siempre se puede aplicar porque p como maximo
esn, que cumple k [ n,n|nya;--a, = (ar---a,).
Ejemplo. Para s =10, n =8 y k = 2, podemos aplicar estas reducciones:

» (45454545, 0) = (45,0)

= (12341234,0) == (1234, 0)

= (12345678, 0) == (12345678, 0)

Observacion 4. Si A es collar, entonces no tiene ninguna rotacion mayor, pero
puede tener una rotacion igual. Sin embargo, si A es un collar reducido entonces
no tiene ninguna rotacion mayor ni iqual. Esto es porque todas las rotaciones de un
collar reducido son distintas entre si.

Algoritmo 1. Dados n y k enteros positivos tales que k divide a n, podemos
construir un (n,k)-collar perfecto lexicograficamente mdzximo concatenando en orden

las palabras de los pares que surgen de las reducciones periodicas de los collares la
lista C generada por la Definicion [2.3

Si tenemos s =2, n =6y k = 2, podemos construir el (n,k)-collar perfecto:

11111110 | 111101 | 111100 | 111010 | 111001 | 111000 | 110110 | 110101 | 110100 |
110010 | 110001 | 110000 | 10 | 101001 | 101000 | 100101 | 100100 | 100001 | 100000 |
01 | 010100 | 010000 | 00

11
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Usamos | para simbolizar la concatenacién entre palabras.

Lema 5. 51 A y B son dos collares vecinos en la lista de collares C entonces A es
el prefijo de AB.

Demostracién. Dado que A y B son collares vecinos en la lista, B = A#". Podemos
reescribir A como A" = ((A;0)4.0), donde ¢ = n/p, a; > 0. Luego dividimos en
casos segun el ¢:

n Sig=1, A=Ay AB = AB.

= Sig> 1 entonces B = (A" Ay (a; — 1)(s —1)77'C, 0) para alguna palabra C'
y j el minimo tal que i < j < py k| j. Finalmente,

AB = AR A1 (a; — 1)(s — 177°C,0) = A(Aii(a; — 1)(s — 1)77°C, 0).
En todos los casos A es prefijo de AB, por lo tanto el lema quedé demostrado. [

3.2. Caso n divide a k

La reduccién periddica del caso k divide a n pasa ahora a ser expansion periddica.

Definicién (expansion periddica). Dados dos enteros positivos n y k tales que n
divide a k y n < k, la expansién periddica de la palabra A = a1---ay, a la que
denotamos A, es la palabra A*'™. Definimos la expansion del par A = (A,m), a la
que denotamos A, como el par (fl, m).

Notar que la reduccion periddica siempre se puede aplicar porque k£ es multiplo
de n.

Ejemplo. Para s =10, n =2 y k =8, podemos aplicar estas reducciones:

x (45,0) = (45454545, 0)

= (12,0 = (12121212, 0)

Algoritmo 2. El algoritmo[]] en este caso es exactamente el mismo que antes, pero
utilizando la definicion de expansion periodica en lugar de reduccion periddica.

3.3. El resultado principal

Teorema 2. Sean n y k enteros positivos. Si k divide a n, el Algoritmo([1] genera un
(n,k)-collar perfecto lexicogrificamente maximo. En cambio, sin divide a k yn < k,
la versidn mds simple dada por el Algoritmo[d lo genera.
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3.3.1. Demostracion Teorema [2| del caso k£ divide a n

En total la longitud de la palabra construida es

> Ml

A es collar

Para cada collar A, la longitud de su reduccién A es la cantidad de rotaciones
de la clase de equivalencia del collar A, lo cual se deduce de la Observacién [4
Entonces, A da origen a tantos pares (a;---a,,m) como su longitud. Dado que
concatenamos todos los collares reducidos exactamente una vez, concluimos que
en la palabra construida hay exactamente una posicion para cada uno de todos los
pares (aj - - - ap,m), cona; € X, m € Z/kZ. Concluimos que la longitud de la palabra
construida es

ks".

Para demostrar que la secuencia construida es un (n,k)-collar perfecto necesita-
mos ver que cada palabra de longitud n ocurre exactamente k veces, en posiciones
que son distintas modulo k. Equivalentemente, debemos ver que todas las rotaciones
de cada collar concatenado por el Algoritmo (1| aparecen en el (n,k)-collar perfecto.
Es decir, para cada collar A que concatené el Algoritmo , tenemos que identificar
todas las rotaciones B = A © i, para i =0,...,p — 1, donde p = |A|. Notemos que
p es multiplo de k, entonces siempre se llega hasta £ — 1 o mas.

Consideremos los pares N = (A4, 0).

Caso A = 0". Recordemos que k divide a n, entonces el collar reducido es N =
(0%, 0). Consideremos los pares de la forma

M = (M, 0) = (010~ 170"* 0).

para ¢ < k. Todos estos son collares, porque cualquier otra rotacion que lo deja en
modulo 0 es lexicograficamente menor que la original que tenia el tinico 1 entre los
primeros k simbolos. El siguiente collar a M en el orden lexicografico es:

Mo =Q = (Q,0) = (0" (s — 1)*17)"/%, 0).

Es claro que Q es collar, porque todas las rotaciones que tienen modulo 0 siempre
van a ser idénticas a Q, ya que Q = (0"+!(s — 1)1 0).

Concluimos que el Algoritmo , pone M e inmediatamente después pone Q.
Notemos que en

M_Q = <Oi10k717i0n7k0i+1 (S o 1)/?71‘717 0> — <O7,10n<8 . 1)]671’71’ 0>

aparece el par (0", (i+1) mod k) que corresponde al segmento 0". Como esto pasa
para cada posible i, tal que 0 < i < k, tenemos todas las rotaciones de N = (0", 0)
que buscédbamos, desde (0", 0) hasta (0", k — 1).
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Caso A = (s — 1)". Recordemos una vez mas que como k divide a n, el collar
reducido es N = ((s — 1)*,0). El sucesor de N es

NO =M = (M,0) = {(s —1)""(s — 2),0).
Al ser concatenados por el Algoritmo (1] queda:
NM = ((s = 1)F,0){(s = 1)" (s = 2),0) = {(s = 1)"** (s = 2),0).

Esto implica que tenemos todas las rotaciones de N, desde ((s — 1)",0) hasta

(s — 1)k — 1).

Caso 0" < A < (s —1)". Sabemos que todo collar N = (A, 0) distinto de (0™, 0)
tiene la forma N = ((A,)™,0), donde A, es la palabra reducida de A, con p el
minimo entero tal que A = (4,)7!, y ¢+ 1= (n/p).

Consideremos primero ¢ > 0. El collar N, que es distinto al (0", 0), siempre tiene
un collar sucesor M de la forma:

M=N6O= <(Ap)in71(@i — 1)(8 — 1)j_ibl’+1 ce bp, O>,

donde j es el minimo miltiplo de k£ con j > . Notar que M tiene esta forma porque

A, # 0P. Como M =M
W = N<Ai_1(ai - 1)(8 - l)jiib“_l tee bp, 0>7

y luego las primeras ¢ rotaciones a izquierda de N ocurren en esta parte. Estas son
(Qpyq -0 A, 0@ T), con 0 <7 <i.
Resta encontrar las p — ¢ rotaciones a derecha. Notemos que

N = ((4,)7,0) = Q0

donde
Q= (A4,-1(a, +1)0,0).

Para ver que Q es collar analicemos primero R = (A,,0), que es collar por la
Observacién [I} A, no tiene ningin sufijo propio S = a;---a, que coincida con su
prefijo P = A, ;1. Si lo tuviera podriamos construir D = (SA;_1,0) como la
rotacion de R que deja a S como prefijo, y pasaria alguno de estos:

» D = R: La Observacion 4] dice que no existe tal rotacion.

» D <R: Como S = A,_;;1, necesariamente A;_; < a,_ijt2---a,, y luego R no
seria un collar.

= D > R: Encontré una rotacién mayor que R, contradiciendo que R es collar.

Como D no puede existir, concluimos que todos los sufijos S = a; - - - a, de R son
menores que su prefijo P = A,_;. Luego cualquier sufijo propio de (A,_1(a, +1),0),
S =a;---ap,, es alo sumo igual a su prefijo P = a; - - - a,-1(a, + 1). Finalmente Q es
collar, porque toda otra rotacion va a ser menor que esta:
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» Sies de la forma (a; - - ap—1(a, +1)0Pay - --a,_1,0), el sufijo a; - - - a,—1(a, + 1)
es a lo sumo igual al prefijo de Q de longitud p — i. Luego de esto aparece 079,
entonces esta rotacion es menor porque Q tiene el simbolo a, +1 > 0.

= Si empieza con un sufijo de 0P de longitud m, necesariamente el prefijo @), >
0™, porque sino N no seria collar.

Llamemos Q = (Q,0) y N = (N, 0). Observemos que Q = Q y
ONM = QNM

contiene a

<Oquq+1Ai_1, 0>,

donde el modulo 0 se da por construccion de @), al ser p multiplo de k, si le sacamos
los primeros p simbolos seguimos en modulo 0. Finalmente, dentro de la secuencia
QN M se encuentran las primeras p — i rotaciones a derecha, que son de la forma

(0" ATA,0P~ " 00 7),

con 1 <r < p—1. Como obtuvimos las primeras i rotaciones a izquierda y p — 7 a
derecha, obtuvimos todas las p rotaciones.
Consideremos ahora ¢ = 0. Debemos ver que para los collares

N = (N,0) = (A7) 0)

con ¢ = 0 podemos encontrar todas las rotaciones.
Si N = 07110"* entonces M = (M, 0) = N& = (0",0), es el tiltimo collar de la
lista C. Luego
NM = 0"'10"*0" = 0*110",

y podemos encontrar las primeras k rotaciones a izquierda de la forma
(OF1=r1on=*+ 0 @ r), con 0 <r<k-—1.

Si N = 0F7110"*, entonces N = (A;0"74,0), con j el minimo multiplo de k tal
que aji1...a, = 0", M = (M,0) = N y P = (P,0) = M@ = N¢>. Por el Lema [j]
tenemos

NMP=NMP

y ademas que o
M = Ai_1<ai — 1)(8 — 1)]_Zbi+1 cee bp,

con ¢ tal que a; > a1 = ... = a, = 0, y j el minimo multiplo de k£ con j > 1.
Concluimos que aparecen las primeras ¢ rotaciones a izquierda de N, que son de la
forma

(Qpi1- anAr, 0B T), con 0 <7r <i-—1.

Debemos hallar las rotaciones a derecha de N que faltan, que son de la forma
0" =" A;0". Sih =0y A; = (s — 1), el par (0"(s — 1)",0), que aparece en la
concatenacién de los tltimos 2 collares de la lista C con los primeros 2, contiene al
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par (0" (s —1)7,06 (n—j)), vy la prueba para el caso h =0y A; = (s — 1)’ queda
concluida.

Para los demés casos, donde A; # (s — 1)7 hallaremos tales rotaciones a derecha
de N que faltan entre tres collares reducidos concatenados por el Algoritmo [1} a los
que llamaremos Q;PR. A continuacién los definimos.

Recordemos que N = (N,0) = (A4,;0"77,0) es collar. Sea Q un par en la lista £
de la forma

Q = (A;0"B,0),

con |B| = n— (j + h) no nulo. Notar que para cada valor de h hay exactamente una
palabra B. El par Q existe en £ porque Q es lexicograficamente mayor o igual que N,
pero nunca menor dado que N es (A4,;0"77,0). Si empezamos en Q y aplicamos el
operador # sucesivas veces obtenemos el collar N.

Para i =1,2,3,... sea Q; el par de la lista £ tal que Q;0° = Q. Entonces

Q1 - <Q170> = <Au1—1(au1 + 1)0n—u1’0>’

donde r — k < up <7, a, < (s—1)y ay1...-a. = (s — 1)""". Visualmente
podemos verlo asi:

Aplicamos muchas veces ¢ Aplicamos muchas veces 6

Qt

Si nos paramos en A;0" B, tanto cuando nos movemos para atrés como para adelante
usando el operador ¢, nos mantenemos siempre en los pares de L. Entonces

90 = ((Au (s = 1)) Ay, B, 0) = ((Ar)1'Avy, 0) = (4;0"B,0) = Q,

con 7 el minimo multiplo de & tal que vy < 11, ay, < (s—1), A, = Ay, (s—1)" 7%,
Si Q; es collar entonces fijamos ¢ = 1 y terminamos la bisqueda. Sino conside-
ramos al antecesor de Q; en L,

Q, = <Q27 0> = <Au271(aug + 1>OH7UQ7 0>

tal que
Q) = <(AU2(S - 1)T2_UQ>w2Av2’ O> = <(A7”2)w2Av27 0> = Q.

donde 75 es el minimo multiplo de k, vy < 79,y ay, < (s —1) tal que A,, = Ay, (s —
1)"~"2_ Sabemos que este a,, < s — 1 existe porque Q; # (((s — 1)™,0) (porque sino
Q, seria collar), y luego existe un a; < s — 1 para 1 < i < ry. Notemos que us < uy.
Si Qy es un collar entonces fijamos t = 2 y terminamos la bisqueda. Sino, seguimos
repitiendo este procedimiento. De esta forma el antecesor de Q; ; es

Qi = <Qw O> = <Aui—1(aui + 1)On_Ui7 O>7

tal que
Qle = <(Auz(5 - 1)ri7Ui)wiAvw 0> = <(Ari)wiAvw 0> = Qiflv
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donde r; es multiplo de k, v; < r;, u; < uj—1 y ay;, < (s —1) tal que
A, = A, (s — 1),

Eventualmente hallamos ¢ tal que @); es un collar. El collar Q; existe porque en cada
paso consideramos un par lexicograficamente mayor que el anterior en la lista L,
entonces a lo sumo llegaremos al ((s — 1)™,0), que es el par lexicograficamente
maximo y es collar.

Consideremos ahora los tres collares sucesivos de la lista C: Q;, el sucesor de Q;,
y el sucesor de este sucesor. Llamémoslos Q;, P y R respectivamente. Consideremos
ahora los correspondientes collares reducidos, Q;, P y R. Notemos que Q, termina con
0" " y, por Lema , PR comienza con P. Por lo tanto, ;PR contiene a 0" “P =
0"t A;0"C. Vale aclarar que P va a ser un collar mayor o igual que N, y por lo
tanto podemos afirmar que tiene este prefijo A;0".

Finalmente, sabemos que vale

utgulgj"_hv

porque
Uy < Up—1 < ..o < Uq,
y
uy <j+h

porque u; era la posicion de un simbolo dentro de Aj()h, que tiene longitud j + h.
Entonces,

w<u <j+h << —u>—-u >—-75—h
= n—u>n—u >n—j—h
<~ n—u >n—7j—h.

Concluimos que Q,PR contiene a
(0" 4,0, (Qal = (n— 5 — b)) mod k).
Esto ultimo también se puede ver como el par
(097" A,0" —(n — j —h) mod k),

dado que |@;| es miiltiplo de k, y por lo tanto tiene modulo 0.

A continuacién argumentamos que el Algoritmo (1} produce el collar (n, k) per-
fecto lexicograficamente maximo. Por definicion un collar es el lexicograficamente
maximo entre sus rotaciones. Sabemos que en cada paso el algoritmo selecciona,
entre todos los collares ain no usados, el lexicograficamente maximo, y agrega al
final su versién reducida. A pesar de que se agrega la version reducida, podemos
razonar acerca del collar sin reducir, ya que por el Lema [f] la concatenacién de
los collares reducidos dan origen al collar sin reducir. La construccion determina
ai, as, ... tal que cada uno de los pares

(ai,...a,,0),
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((Ig, “ e an_;’_l, 1)’
(ag, c o Qpy2, 2),

(Cl,n+1, ... a2p, 0),
(a2n+1, ... A3p, 1)

(aks”—n—l—l; o Qpsn, 1)
es lexicograficamente maximo entre los aun no usados. Nuestra construcciéon
implicitamente construye una funcion f : X" — X, tal que

Qi = f(az', (RS PR ai—l—n—l)-

La secuencia ay, as, . . . ais es la lexicograficamente maxima entre todos los collares
perfectos porque para cada posicién ¢ + n el simbolo a;,,, es el simbolo lexicografi-
camente maximo entre todos los simbolos que podrian ponerse para definir un

collar perfecto. Por lo tanto, si by, bs, ..., bgsn es otro collar (n, k)-perfecto entonces
necesariamente hay una posicion ¢ tal que by = ay,by = as,... by = ay y bpr1 < apyq.
(I

3.3.2. Demostraciéon del Teorema [2] del caso n divide a k

Es la misma idea que en el caso k divide a n, pero utilizando las definiciones
correspondientes del 6, la lista £ y la lista C. Es mas simple, porque requiere menos
casos, y cada caso es mas sencillo.

Encontrar rotaciones de la forma 0% es igual al caso k divide a n, solo que ahora
k > n. Encontrar rotaciones a izquierda para palabras A que satisfacen 0" < A <
(s — 1)™ también es igual al caso k divide a n, ya que la cantidad de posiciones i a
considerar en ambas definiciones del # coincide.

Sin embargo, encontrar rotaciones a derecha para palabras A que satisfacen 0" <
A < (s —1)" es ahora mas simple porque el 6 es biyectivo. Y dado que todos los
pares obtenidos por el operador son collares, simplemente debemos encontrar el par
anterior. En el caso k divide a n era necesario justificar como encontramos el ultimo
collar (); del 6, porque no es biyectivo.

O



4. EJEMPLOS DE COLLARES PERFECTOS
LEXICOGRAFICAMENTE MAXIMOS

A continuacién exhibimos collares (n, k)-perfectos lexicograficamente maximos
para distintos alfabetos y distintos valores de n y k.

Se distingue dentro del (n,k)-collar perfecto a los collares reducidos utilizados
mediante los colores rojo y azul.

Alfabeto {0,1}
n=2k=2

n=4%k=2,

[ 11111011011100101001100001010000

n=>5 k=1

[ 11111011100110101100010100100000

n==6, k=3
11111111011110111110011101111101011100111100011011
010111010011001111001011000111000010110110010101110
101010100110100010010001110001010000110000001101101
0011001011000010010001010000001001000000
n=2k=4

| 0000010110101111 |

n=2k=6
| 000000010101101010111111 |

n=3k=206
‘ 000000001001010010011011100100101101110110111111

Alfabeto {0,1,2}

n=2k=2
\ 222120121110020100 \
n=4,k=2

222221222022122211221022022201220021212021122111211
021022101210020201220112010200220012000121211121012
021201120011111011021101110010100210011000020201020
001010000

n=>5 k=1
22222122220222112221022201222002212122120221112211
02210122100220212202022011220102200122000212112121
02120121200211202111121110211012110021020210112101
02100121000202012020020111201102010120100200112001
0200012000011111011100110101100010100100000

19
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n==6k=23

2222222212222202222122222112222102222022222012222002221222221212221202221122
2211122211022210222210122210022202222202122202022201222201122201022200222200
12220002212212202212122212112212102212022212012212002211222211212211202211122
2111122111022110222110122110022102222102122102022101222101122101022100222100
12210002202202122202112202102202022202012202002201222201212201202201122201112
2011022010222010122010022002222002122002022001222001122001022000222000122000
02122122112122102122022122012122002121222121212121202121122121112121102121022
12101212100212022212021212020212012212011212010212002212001212000211211210211
20221120121120021112221112121112021111221111121111021110221110121110021102221
10212110202110122110112110102110022110012110002102102022102012102002101222101
21210120210112210111210110210102210101210100210022210021210020210012210011210
01021000221000121000020220220120220020212220212120212020211220211120211020210
22021012021002020222020212020202020122020112020102020022020012020002012012002
0112220112120112020111220111120111020110220110120110020102220102120102020101
22010112010102010022010012010002002001222001212001202001122001112001102001022
00101200100200022200021200020200012200011200010200002200001200000122122121122
12012211212211112211012210212210112210012202212202112202012201212201112201012
20021220011220001211211201211121211111211101211021211011211001210221210211210
2012101212101112101012100212100112100012012011212011112011012010212010112010
01200221200211200201200121200111200101200021200011200001121121111121101121021
12101112100112022112021112020112012112011112010112002112001112000111111110111
10211110111110011102211102111102011101211101111101011100211100111100011011010
21101011101001100221100211100201100121100111100101100021100011100001021021011
02100102022102021102020102012102011102010102002102001102000101101100101022101
02110102010101210101110101010100210100110100010010002210002110002010001210001
11000101000021000011000000220220210220200220120220110220100220020220010220000
2102102002101202101102101002100202100102100002002001202001102001002000202000
10200000120120110120100120020120010120000110110100110020110010110000100100020
10001010000002002001002000001001000000

n=2k=38
| 000000000101010102020202101010101111111112121212202020202121212122222222
n=4k=12

00000000000000010001000100020002000200100010001000110011001100120012001200200
02000200021002100210022002200220100010001000101010101010102010201020110011001
10011101110111011201120112012001200120012101210121012201220122020002000200020
10201020102020202020202100210021002110211021102120212021202200220022002210221
02210222022202221000100010001001100110011002100210021010101010101011101110111
01210121012102010201020102110211021102210221022110011001100110111011101110211
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4. Ejemplos de collares perfectos lexicograficamente maximos
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A. COLLARES Y GRAFOS

A.1. Collares Perfectos y Grafos Astutos

Definicién (Grafo de de Bruijn B(n)). El grafo de de Bruijn B(n) es un grafo
dirigido con conjunto de nodos X" y hay una arista entre w y w' exactamente cuando
los ultimos n — 1 simbolos de w coinciden con los primeros n — 1 simbolos de w'.

Estos grafos son eulerianos, porque estan fuertemente conectados y cada nodo
tiene el mismo grado de entrada y salida.

Los collares de de Bruijn corresponden a ciclos hamiltonianos en el grafo de de
Bruijn. Dado que B(n) es el grafo de lineas de B(n — 1), los collares de de Bruijn
de orden n corresponden exactamente a ciclos eulerianos en B(n — 1). Por lo tanto,
construir un collar de de Bruijn se puede hacer obteniendo un ciclo euleriano.

Definicién (Grafo astuto G(n, k)). El grafo astuto G(n, k) es un grafo dirigido con
conjunto de vértices X" x {0,..,k — 1} y hay una arista entre (w,m) y (w',m’)
exactamente cuando los ultimos n — 1 simbolos de w coinciden con los primeros
n — 1 simbolos de w' y m' =m+1 mod k.

El grafo de de Bruijn de orden n es exactamente el grafo astuto G(n, 1).

Como ocurre en el caso de de Bruijn, el grafo de lineas del grafo astuto G(n, k)
es G(n + 1,k). Por lo tanto, para construir collares (n, k)-perfectos se construyen
ciclos eulerianos en el grafo astuto G(n — 1, k). Debido a la posibilidad de periodos
en un collar (n, k)-perfecto, muchos ciclos eulerianos pueden generar el mismo collar
(n, k)-perfecto. El nimero de collares (n, k)-perfectos se presenta en [7, Teorema 2].

Los collares (n, k)-perfectos corresponden a ciclos eulerianos en el llamado grafo
astuto

Los collares (n, k)-perfectos corresponden a ciclos hamiltonianos en el llamado
grafo G(n, k) astuto, ver [7]. Estos grafos son el producto tensorial del grafo de de
Bruijn de orden n — 1 y un ciclo simple de longitud k.

Ejemplo. FEl grafo G(2,2) para el alfabeto > = {0, 1} tiene como conjunto de nodos
V a X% x {0,1}, que equivale a:

{(11,0), (11, 1), (10, 0), (10, 1), (01, 0), (01, 1), (00, 0), (00, 1) }
Y el conjunto de aristas es:
{({u,m), (u;m+1 mod k)) : donde u[1.,3] = v[0.,2]}

que equivale a:

{((11,0), (11, 1)), ({11, 1), (10, 0)), ((11, 1), (11,0)), ({11, 0), (10, 1)),
((10,0), (01, 1)), ({10, 1), {00, 0>),(< ,1),(01,0)), ((10,0), (00, 1)),
({01,0), (11, 1>)7((01 1), (10, 0>)=(<01 1), (11, 0>),(<01 0), (10,1)),
((00,0), (01, 1)), ({00, 1), (00, 0)), ({00, 1), (01, 0)), ({00, 0, {00, 1)) }
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Fig. A.1: Grafo astuto G(2,2)

Y su representacion wvisual es la Figura donde las aristas tienen como
etiqueta el simbolo que se concatena al final de la palabra actual y que da lugar
a la del nodo que se transiciona.

El grafo G(3,2) para el alfabeto ¥ = {0,1} tiene como conjunto de nodos V' a
3 x {0, 1}, que equivale a:

{(111,0), (111, 1), (110,0), (110, 1), (101, 0), (101, 1), (100, 0), (100, 1),
(011,0), (011, 1), (010, 0), (010, 1), (001, 0}, (001, 1), (000, 0), (000, 1)}

Y el conjunto de aristas es:
{({u,m), (v,m+1 mod k)) : donde u[1.,3] = v[0.,2]},

que equivale a:

{((111,0), (111, 1)), ({111,0), (110, 1)), ({111, 1), (111, 0)), ({111, 1), (110, 0)),
((110,0), (101, 1)), ((110,0), (100, 1)), ({110, 1), (101,0)), ({110, 1), (100, 0)),
((101,0), (011,1)), ((101,0), (010, 1)), ({101, 1), (011,0)), ({101, 1), (010, 0),
((100,0), (001, 1)), ((100, 0, (000, 1)), ({100, 1), (001, 0)), ({100, 1), (000, 0)),
((011,0), (111, 1)), ((011,0), (110, 1)), ({011, 1), (111,0)), ((011, 1), (110, 0)),
((010,0), (101, 1)), ((010,0), (100, 1)), ({010, 1), (101,0)), ({010, 1), (100, 0)),
((001,0), (011, 1)), ((001,0), (010, 1)), ({001, 1), (011,0)), ({001, 1), (010, 0)),
({000, 0), (001, 1)), ({000, 0), (000, 1)), ({000, 1), (001, 0), ({000, 1), (000, 0))}

Y su representacion visual es la Figura [A.2}
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Fig. A.2: Grafo astuto G(3,2)

A.2. Palabras de Lyndon y su relaciéon con grafos

Definicién (Palabra de Lyndon). Sea n entero positivo. Una palabra A conn = |A|
se dice de Lyndon, si todas las demas rotaciones de esta son estrictamente menores.

Ejemplo. Dado n = 3 y s = 2, la palabra A = 101 es de Lyndon, porque sus
rotaciones son:

101,011,110

Y de estas 101 es mayor estricto lexicogrdaficamente que el resto.

Definicién (Par de Lyndon). Sean n y k enteros positivos, tal que k divide an. Un
par A se dice de Lyndon, si todas las demds rotaciones de este son estrictamente
menores.

Ejemplo. Siguiendo el ejemplo anterior, conn = 3, k =2 y s = 2, el par A =
(101,0) es de Lyndon, porque sus rotaciones son:

(101, 0), (011, 1), (110,0), (101, 1), (011, 0), (110, 1),
Y de estas (101,0) es mayor estricto lexicogrdficamente que el resto.

Alternativamente, podemos definir un par de Lyndon dado A = (A4, 0) collar con
|A| = n, como B = A. Esto satisface las condiciones para ser de Lyndon por la
Observacién @l



28 A. Collares y grafos

@_‘___ N

i 1
{111,1) 1 IQ".OM
4 A
(101,0)
<10m 1% ! («

0 10

(!j I{ )

(001, 1oo 0 <010 1) |
|| ;\my‘ %) / ',‘
‘ |
| 0 ‘I

| ¢ {0@ : @9 |
p .\

<1001>P_ _ 1_______,@@

Fig. A.3: Grafo astuto G(3,2) con los ciclos resaltados por cada par de Lyndon

Esta definicion alternativa de los pares de Lyndon es util para ver como se
interpretan en el grafo astuto G(n — 1, k).

Observacién 5 (Pares de Lyndon como ciclos). Sean n y k enteros positivos, tal
que k divide a n. Para cada collar A tal que |A| = n, el par de Lyndon que surge de

este es un ciclo en el grafo astuto G(n — 1, k). Las aristas (B,C) que forman parte
del ciclo se definen a través de las rotaciones de A = (A,0), con:

B = <ar+1 T apdy c 'CLT,O@T’>n_1
C = <0Jr+2 e QpQy ot ar+170 D (T + 1)>n717

donde 0 < r < |A|. Es decir,las aristas (B,C) son las aristas que representan las
transiciones entre dos pares B =

,0) y C = (C,0) consecutivos en A, cuyas
palabras B y C tienen longitud |B| = |C| =n — 1.

Ejemplo. Dadon =4, k=2 y s =2, para el par de Lyndon (1100,0), las aristas
(f,t) que forman parte del ciclo son:

((110,0), (100, 1)), ({100, 1), (001, 0)), ({001, 0), (011, 1)), ((011, 1), (110, 0)).

Atin mas, no existen dos pares de Lyndon tal que sus ciclos comparten una arista
? Y
ya que eso implicaria que tienen una rotacién en comin. Basicamente no puede pasar

porque el par de Lyndon provino de A, que es collar y no comparte rotaciones con
otro collar B.
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Ejemplo. Dadon =4, k=2 y s =2, estos son todos los posibles pares de Lyndon:

(11,0), (1110, 0), (1101, 0, (1100, 0), (10, 0),
(1001, 0), (1000, 0), (01, 0, (0100, 0, (00, 0)

La Fz'gum muestra la interpretacion en el grafo astuto G(3,2) donde cada ciclo
deriwado de un par de Lyndon en base a lo dicho anteriormente tiene un color que
lo distingue del resto.

El Algoritmo (1| construye un collar (n, k)-perfecto concatenando todas los pares
de Lyndon en orden decreciente para ese alfabeto, n y k.



30

A. Collares y grafos




B. ALGORITMO PREFER ONE

Transcribimos aqui el algortimo de Fredericksen llamado Prefer One [5, Algo-
rithm 2].

Input: nimero entero positivo n
Output: Collar de Bruijn de orden n lexicograficamente maximo.

1.
2.
3.

Comenzamos con una palabra de n ceros.
Si la palabra tiene longitud 2", frenamos; de lo contrario,

Para el i-ésimo bit de la palabra, si ¢ > n, escribimos un 1 si la palabra de
tamano n no ha aparecido antes en la palabra; de lo contrario, escribimos un
cero. Finalmente aumentamos ¢ y repetimos desde el paso 2;

Fredericksen [3] muestra que Prefer One es un algoritmo goloso que genera un
collar de De Bruijn de orden n con alfabeto A = {0, 1} que tiene una complejidad
temporal lineal con respecto al tamano de la salida.

El siguiente algoritmo recorre un grafo de De Bruijn B(n) formando un circuito
euleriano.

1.

2.

Buscamos un érbol enraizado en 0"~! en B(n — 1)

Agregamos el bucle en el nodo 0" a cualquier drbol enraizado en 0"~ ! en
B(n —1), y colocamos una estrella en él.

. Colocamos una estrella en todas las aristas del arbol.
. Seleccionamos el nodo 0™~ ! como el nodo inicial

. Cuando estemos en el nodo 7, saldremos de este por la arista no estrellada a

menos que haya sido usado. De lo contrario, saldremos por la arista estrellada,

. Podemos determinar el estado del proceso por la etiqueta de la arista recorrida.

. Cuando llegamos a un nodo, si la arista estrellada que sale de este ha sido

utilizada, frenamos. De lo contrario, volvemos al paso 5.

Fredricksen afirma y prueba que al usar el arbol enraizado en 0"~! formado por
las aristas con etiqueta 0, la palabra obtenida en el circuito euleriano es la misma
que obtenemos con el algoritmo Prefer One.

Ejemplo (collares de De Bruijn).
n=1— [01]
n =2 — [0011]
n =3 — [00011101]
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En cada iteracién del bucle el algoritmo realiza un niimero constante de opera-
ciones, y cada decision es local con respecto al nodo que se visita.

Para tomar una decisién necesitamos verificar si la nueva palabra de tamano n
ya se ha escrito en la salida. Asi que mantenemos un conjunto en el que, si la palabra

existe, entonces se escribié en la salida, de lo contrario, no lo fue. En cada iteracién
del bucle:

1. el algoritmo hace una bisqueda en el conjunto y elige 1 o 0.
2. escribe la decisiéon en la salida.
3. escribe el conjunto con la palabraformada por los tltimos n simbolos.

Sabemos que hay 2" palabras posibles de longitud n con 2 letras, por lo que habra
a lo sumo 2" iteraciones de bucle. Por lo tanto, el algoritmo tiene una complejidad
temporal lineal con respecto al tamano de la salida.
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