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Resumen

In this paper we formulate and solve di�erent robust optimization models for an aggregate

production planning problem with uncertainty in the demands. Also, di�erent inequalities for

the optimal value of these models, as well as for some alternative deterministic models, are

stated. Finally, all these inequalities are tested on a real world production planning problem.
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1 Introducci�on

La Plani�caci�on Agregada de la Producci�on tiene por objetivo proveer una pol��tica

�optima de producci�on sobre un cierto horizonte de plani�caci�on de mediano plazo de

modo que, por una parte, maximice la utilidad de la compa~n��a, y por otra, permi-

ta satisfacer los requerimientos de demanda para los distintos productos elaborados.

Para la fabricaci�on de estos, se dispone de diversos recursos escasos como mano de

obra, materias primas y disponibilidad de m�aquinas, talleres y bodegas.

�Parcialmente �nanciado por el Fondo Nacional de Investigaci�on Cient���ca y Tecnol�ogica de Chile,

Proyecto Fondecyt N�1970116.
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Corrientemente, la formulaci�on de modelos de Plani�caci�on Agregada de la Pro-

ducci�on asume que todos los par�ametros del modelo son conocidos con exactitud.

Sin embargo, en muchos casos este supuesto no es v�alido, ya que estos represen-

tan usualmente precios, costos y/o demandas futuras, par�ametros que s�olo es posible

incorporar a trav�es de escenarios o, m�as generalmente, a trav�es de una cierta distribu-

ci�on de probabilidad, eventualmente continua. Ahora bien, la Optimizaci�on Robusta

que nos concierne en este trabajo, permite incorporar la noci�on de incertidumbre en

la toma de decisiones �optimas.

En este art��culo se aborda un problema real de plani�caci�on agregada de la produc-

ci�on, que contempla la elaboraci�on de m�ultiples productos, bajo demandas inciertas.

Este problema es resuelto mediante el uso de diversos modelos de Optimizaci�on Ro-

busta. A los modelos robustos, se suman otros modelos determin��sticos que toman en

cuenta la incertidumbre de una manera m�as sencilla. Una vez formulados y resueltos

los distintos modelos, se comparan entre s�� los correspondientes valores �optimos de la

funci�on de utilidad, dando cuenta, en particular, de cu�an buena es la soluci�on de uno

cualquiera de los modelos robustos respecto de los restantes.

El presente art��culo se ha organizado de la siguiente manera. En la secci�on 2 se

presenta el modelo determin��stico que hemos tomado como base para las distintas

formulaciones alternativas. En la secci�on 3 se muestran modelos determin��sticos para

abordar la incertidumbre de las demandas. En la secci�on 4 se formulan diversos mod-

elos de Optimizaci�on Robusta para el problema bajo incertidumbre en las demandas.

En la secci�on 5 se muestran los resultados de las experiencias computacionales lle-

vadas a cabo sobre un problema real de plani�caci�on de la producci�on. Finalmente,

en la secci�on 6 se se~nalan algunos comentarios y conclusiones obtenidas a partir del

presente trabajo.

2 Modelo Determin��stico de Plani�caci�on Agregada de la

Producci�on

La plani�caci�on agregada de la producci�on es sin lugar a dudas uno de los problemas

relevantes que debe ser considerado para el buen funcionamiento de sistemas produc-

tivos cada vez m�as complejos. Para satisfacer la demanda por los distintos productos

que se elaboran, sobre un horizonte de plani�caci�on de varios meses, la resoluci�on de

este problema va a proveer los niveles �optimos de producci�on, conjuntamente con los

niveles de empleo, contrataciones, despidos e inventario.

Numerosos autores en los �ultimos cuarenta a~nos han propuesto diversos modelos

de optimizaci�on para este problema. Una clasi�caci�on de varios de estos modelos y

de sus respectivas t�ecnicas de resoluci�on puede consultarse en el art��culo de Nan y

Logendram [17].
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Las distintas formulaciones que se proponen y estudian en el presente art��culo,

est�an basadas en un modelo determin��stico descrito originalmente en Gazmuri et al.

[12]. Este modelo considera un horizonte de plani�caci�on de T per��odos (meses),

para la elaboraci�on de N productos, utilizando para ello un total de K m�aquinas,

distribuidas en Q talleres. Al mismo tiempo, supone conocidas las demandas para

cada producto en cada per��odo.

La funci�on objetivo de este modelo consiste en maximizar el bene�cio total dado

por la diferencia entre el ingreso total y los distintos costos, donde estos �ultimos in-

cluyen los costos de materias primas, remuneraciones, cambios en la fuerza laboral,

setups, inventario y faltante. Los par�ametros que aparecen en la funci�on objetivo son

los siguientes: el precio unitario pit del producto i en el per��odo t, el costo unitario

cma
it de materias primas para el producto i en el per��odo t, el costo de salario csaqt para

un operario del taller q en el per��odo t, el costo ccot de contrataci�on de un operario

en el per��odo t, el costo cdet de despidos de un operario en el per��odo t, el costo cseit
de setup para el producto i en el per��odo t, el costo unitario cinit de inventario para

el producto i en el per��odo t y, �nalmente, el costo unitario c
fa
it de faltante para el

producto i en el per��odo t.

Por su parte, las distintas decisiones del problema de producci�on est�an sujetas

a los requerimientos de demanda, a la capacidad de las m�aquinas, al tama~no de los

lotes y a la cantidad de trabajadores asignados a cada taller. Los par�ametros que

aparecen en las restricciones del modelo son los siguientes: la demanda dit por el

producto i en el per��odo t, el inventario inicial yi0 y la demanda pendiente inicial zi0
para el producto i, el n�umero rik de horas requeridas para la elaboraci�on del produc-

to i en la m�aquina k, el factor de e�ciencia efk de la m�aquina k, la disponibilidad

total takt de horas de la m�aquina k en el per��odo t, el tama~no m��nimo xmin
i y m�aximo

xmax
i de cada lote para el producto i, la cantidad biq de horas{hombre requeridas para

elaborar el producto i en el taller q y, por �ultimo, el factor de e�ciencia fq en el taller q.

Las variables de decisi�on para este modelo son:

xit = cantidad de producto i elaborada en el per��odo t,

it = variable binaria que vale 1 si el producto i es elaborado en t y 0 si no,

ntqt = n�umero de trabajadores en el taller q en el per��odo t,

contt = n�umero de contrataciones en el per��odo t,

despt = n�umero de despidos en el per��odo t,

yit = nivel de inventario para el producto i en el per��odo t y

zit = nivel de demanda pendiente para el producto i en el per��odo t.

As��, el modelo determin��stico de programaci�on lineal entera mixta resultante es:

c Investigaci�on Operativa 1999



4 Albornoz, V. M. and Contesse, L. E. � Modelos de Optimizaci�on Robusta ...

Max

NX

i=1

TX

t=1

pit(xit + yit�1 � yit)�

NX

i=1

TX

t=1

cma
it xit �

NX

i=1

TX

t=1

cseit it�

QX

q=1

TX

t=1

csaqtntqt �

TX

t=1

ccot contt + cdet despt �

NX

i=1

TX

t=1

cinit yit �

NX

i=1

TX

t=1

c
fa
it zit (1)

s.a.

xit + yit�1 � yit = dit + zit�1 � zit 8i = 1; : : : ; N; 8t = 1; : : : ; T (2)

NX

i=1

rikxit � efktakt 8k = 1; : : : ;K; 8t = 1; : : : ; T (3)

xmin
i it � xit � xmax

i it 8i = 1; : : : ; N; 8t = 1; : : : ; T (4)

NX

i=1

biqxit � fqntqt 8q = 1; : : : ; Q; 8t = 1; : : : ; T (5)

QX

q=1

ntqt =
X

q

ntq;t�1 + contt � despt 8t = 1; : : : ; T (6)

xit � 0; ntqt � 0; contt � 0; despt � 0; yit � 0; zit � 0; it 2 f0; 1g (7)

La restricci�on (2) establece el balance de los niveles de producci�on, inventario y

faltante para satisfacer los requerimientos de demanda. La restricci�on (3) impone

que el tiempo de utilizaci�on de cada m�aquina sea menor o a lo sumo igual a la

disponibilidad m�axima de tiempo de dicha m�aquina. La restricci�on (4) impone que el

tama~no de los lotes producidos var��e entre un cierto tama~no m��nimo y otro m�aximo.

La restricci�on (5) impone que los requerimientos de mano de obra en cada taller

no excedan la cantidad de horas{hombre asignadas a cada taller, en cada per��odo.

Finalmente, la restricci�on (6) establece el balance de la fuerza laboral en cada per��odo.
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3 Modelos Determin��sticos Alternativos para Enfrentar la

Incertidumbre

El modelo descrito en la secci�on anterior, para un problema de plani�caci�on agregada

de la producci�on, no considera la presencia de aleatoriedad en las demandas futuras

para cada uno de los productos que se elaboran. El supuesto de asumir la demanda

como conocida con exactitud, no es adecuado si se tiene en cuenta que el horizonte de

plani�caci�on abarca varios meses. En lo que sigue, asumimos que existe un n�umero

�nito de escenarios para la demanda dsit de cada producto i, en cada per��odo t, con

s 2 
 = f1; :::; Sg, donde 
 de�ne el conjunto de todos los posibles escenarios de

demanda. Cada escenario s 2 
 tiene una probabilidad de ocurrencia ps, con ps � 0

para todo s 2 
 y
P

s2
 ps = 1, naturalmente.

Una primera estrategia, com�unmente empleada para modelar la presencia de

aleatoriedad en los par�ametros de un problema, consiste en reemplazar la deman-

da aleatoria por su valor esperado. Sin embargo, la soluci�on obtenida de esta manera

podr��a no ser representativa de la realidad al no tomar en cuenta la variabilidad de los

valores en torno a su valor esperado y conducir as�� a soluciones m�as bien optimistas

respecto de la utilidad m�axima. En lo que sigue denotamos por EV ( Expected Value)

al valor �optimo del modelo descrito en (1){(7) para este caso, es decir, tomando como

demanda dit =
P

s2
 psd
s
it.

Fijado el nivel de producci�on en el valor de la soluci�on �optima x� del Modelo con

Demanda Promedio, es posible de�nir niveles de inventario ys y de demanda pendi-

ente zs que provean la mejor soluci�on factible del modelo determinista (1){(7) para

el escenario de demanda ds, como sigue:

ysit := �its; zsit := 0; si �its � 0

ysit := 0; zsit := ��its; si �its < 0

donde

�its = x�it + ysit�1 � dsit � zsit�1;

para un nivel dado de inventario inicial ysi0 = yi0 y de demanda pendiente inicial

zsi0 = zi0, para cada producto i, nivel que es naturalmente el mismo para todos los

escenarios.

A partir de los siguientes valores �optimos del Modelo con Demanda Promedio: x�,

nt�, cont�, desp� y �, conjuntamente con los valores anteriormente de�nidos para zs

e ys, es posible evaluar la funci�on de utilidad en (1), para cada escenario s 2 
, en la

soluci�on factible as�� construida para el modelo (1){(7) con demanda ds. Ahora bien,

dado que cada escenario tiene una probabilidad de ocurrencia ps, se puede calcular
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el valor esperado de dichas utilidades. Este �ultimo valor, denotado usualmente por

EEV (Expected Expected Value) [3], queda de�nido por:

EEV =
X

s2


ps(

NX

i=1

TX

t=1

pit(x
�

it + ysit�1 � ysit)�

NX

i=1

TX

t=1

cma
it x�it

�

NX

i=1

TX

t=1

cseit 
�

it �

QX

q=1

TX

t=1

csaqtnt
�

qt �

TX

t=1

ccot cont�t + cdet desp�t

�

NX

i=1

TX

t=1

cinit y
s
it �

NX

i=1

TX

t=1

c
fa
it z

s
it )

=
X

s2


ps(

NX

i=1

TX

t=1

pit(x
�

it + ysit�1 � ysit))�

NX

i=1

TX

t=1

cma
it x�it

�

NX

i=1

TX

t=1

cseit 
�

it �

QX

q=1

TX

t=1

csaqtnt
�

qt �

TX

t=1

ccot cont�t + cdet desp�t

�

X

s2


ps(

NX

i=1

TX

t=1

cinit y
s
it)�
X

s2


ps(

NX

i=1

TX

t=1

c
fa

it z
s
it) (8)

A partir de estas soluciones es posible construir la siguiente soluci�on factible para

el Modelo con Demanda Promedio: (x�; �; nt�; cont�; desp�;
P

s2
 psy
s;
P

s2
 psz
s),

cuya utilidad para este mismo modelo est�a dada precisamente por el valor de EEV,

de modo que se tiene claramente la siguiente desigualdad: EEV � EV.

La diferencia entre el valor �optimo del Modelo Determinista con Demanda Prome-

dio y este �ultimo valor, es decir EV - EEV, provee una cota superior del bene�cio

que representa para el tomador de decisiones el uso de modelos m�as complejos que

incorporan m�as informaci�on acerca del futuro, como es el caso de los modelos robustos

que se presentan en la siguiente secci�on. De este modo, cuando esta diferencia sea

peque~na, la resoluci�on de estos �ultimos modelos no va a aportar nada signi�cativo;

por el contrario, un valor grande de esta diferencia establece la necesidad de resolver

modelos que incorporen la incertidumbre de manera expl��cita pues, en valor esperado,

al tomar la decisi�on del modelo con demanda promedio se puede estar muy lejos de

la utilidad qu�e �nalmente se vaya a dar, una vez que han tenido lugar las demandas

futuras.

Una alternativa al Modelo con Demanda Promedio, consiste simplemente en re-

solver el modelo de optimizaci�on (1){(7) para cada escenario de demanda por separado

y proveer al tomador de decisiones la soluci�on �optima para cada uno de ellos. Sin
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embargo, la implementaci�on de esta estrategia requiere que el tomador de decisiones

conozca, o espere, la realizaci�on de la demanda sobre todo el per��odo de plani�caci�on,

de modo de escoger la pol��tica �optima resultante para ese escenario de demanda. Es-

ta estrategia es conocida como \wait and see" en contraste a la situaci�on \here and

now" presente en los Modelos con Recurso de la Programaci�on Estoc�astica (ver [5]

y [13]). Dado que en la pr�actica el tomador de decisiones no sabe con anterioridad

qu�e escenario de demanda se va a dar, resulta necesario de�nir alguna funci�on de

utilidad para evaluar esta estrategia. Com�unmente, el valor empleado para dicha

evaluaci�on consiste en calcular el promedio de las utilidades �optimas para cada esce-

nario o equivalentemente, tomar el promedio para cada una de las distintas decisiones

�optimas obtenidas por escenario y evaluar esta decisi�on promedio en la funci�on obje-

tivo del modelo (1){(7). En nuestro caso, dada la presencia de variables enteras en la

formulaci�on del modelo, se emplear�a el promedio de los ingresos menos el promedio

de los distintos costos exceptuando el de setup. Para incluir este �ultimo costo, se har�a

una elecci�on m�as conservadora que consiste en tomar el costo de setup asociado a la

producci�on promedio resultante de las decisiones por escenario. Este costo de setup

as�� de�nido equivale a incluir en el valor de la estrategia un costo de setup si al menos

en un escenario de demanda, para un producto y per��odo dado, la soluci�on �optima de

producci�on es positiva. En lo que sigue, el valor de esta estrategia se denota por WS

(Wait and See) [14].

Por otra parte, a partir de la soluci�on obtenida para el escenario s en la de�nici�on

de la estrategia \wait and see", tomando los promedios de todas las variables contin-

uas, por escenarios, conjuntamente con la variable de setup asociada a la producci�on

promedio, se tiene una soluci�on factible del modelo determinista con demanda prome-

dio, cuyo valor, evaluado en la funci�on objetivo de este �ultimo modelo, es precisamente

WS, de modo que se satisface la desigualdad: WS � EV.

4 Modelos de Optimizaci�on Robusta

En la secci�on anterior se consideraron diversas alternativas de modelamiento de la

incertidumbre a trav�es de modelos deterministas. La literatura ofrece otras referen-

cias de inter�es para abordar este problema. Entre ellas, cabe mencionar el art��culo

de Bitran y Yanase [6] que incorpora restricciones probabil��sticas en un modelo de

producci�on, as�� como los art��culos de Escudero et al. [8] y Escudero and Kamesan [9],

que consideran modelos de Optimizaci�on Estoc�astica con Recurso para problemas de

plani�caci�on de la producci�on.

A diferencia de los modelos presentados en la secci�on anterior, un modelo de Opti-

mizaci�on Robusta, ver Bai et al. [2], Escudero [10], Malcon and Zenios [15] y Mulvey

et al. [15], incluye expl��citamente los par�ametros aleatorios en su formulaci�on, en-

tregando soluciones �optimas de compromiso en el sentido de que m�as que exigir la

factibilidad de las decisiones para cada escenario por separado, se minimiza conjunta-
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mente el valor esperado de la utilidad m�as una cierta funci�on de penalizaci�on para las

posibles infactibilidades. As��, el modelo resultante provee una decisi�on de producci�on

que es robusta con respecto a la optimalidad, en el sentido de que es \su�cientemente

�optima" para cada escenario por separado y al mismo tiempo robusta con respecto a

la factibilidad al obtener soluciones \aceptablemente factibles" para cada escenario.

M�as precisamente, la siguiente es una formulaci�on robusta del problema de Plani�-

caci�on Agregada de la Producci�on correspondiente a un Modelo Robusto Lineal con

Recurso Simple:

SR =Max
P

s2
 ps(
PN

i=1

PT

t=1 pit(xit + ysit�1 � ysit))�
PN

i=1

PT

t=1 c
ma
it xit

�

PN

i=1

PT

t=1 c
se
it it �

PQ

q=1

PT

t=1 c
sa
qtntqt �

PT

t=1 c
co
t contt + cdet despt

�

P
s2
 ps(

PN

i=1

PT

t=1 c
in
it y

s
it +
PN

i=1

PT

t=1 c
fa
it z

s
it ) (9)

s:a: xit + ysit�1 � ysit = dsit + zsit�1 � zsit 8i 8t 8s
PN

i=1 rikxit � efktakt 8k 8t

xmin
i it � xit � xmax

i it 8i 8t
PN

i=1 biqxit � fqntqt 8q 8t
PQ

q=1 ntqt =
PQ

q=1 ntq;t�1 + contt � despt 8t

xit � 0; ntqt � 0; contt � 0; despt � 0; ysit � 0; zsit � 0; it 2 f0; 1g

En este modelo, s�olo se utilizaron las variables de inventario y faltante como las

�unicas variables de recurso para enfrentar la incertidumbre. Las restantes variables

de decisi�on del problema, a saber, xit, it, ntqt, contt y despt, toman sus valores de

una vez y para siempre (es decir, \here and now"), independientemente del escenario

particular que �nalmente tenga lugar sobre todo el horizonte de plani�caci�on. Este

modelo posee m�as variables y restricciones que el modelo determin��stico, as�� por ejem-

plo la restricci�on de balance de producci�on es ahora una por cada producto, en cada

per��odo y por cada escenario.

Ahora bien, una t�ecnica com�unmente empleada en problemas con horizonte de

plani�caci�on de varios per��odos, consiste en el uso de \Horizonte Rodante". En esta

t�ecnica, cada vez que se resuelve el modelo sobre un horizonte de plani�caci�on de

largo �jo, s�olo son tomadas las decisiones del primer per��odo y una vez que la in-

certidumbre de ese per��odo desaparece, se actualiza la informaci�on de las demandas

futuras, se corrigen los datos iniciales del modelo y entonces el modelo es resuelto

nuevamente a partir del siguiente per��odo, y as�� sucesivamente.

En este art��culo, por el contrario, s�olo se suponen conocidas las predicciones de la

demanda en un n�umero �jo de T per��odos y se propone emplear una t�ecnica de hor-
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izonte rodante reduciendo cada vez en uno el n�umero de per��odos, usando el modelo

robusto con recurso simple formulado en (9). As��, en cada per��odo t� del horizonte

de plani�caci�on original, y de acuerdo a c�omo se haya presentado la demanda real

hasta ese per��odo, se resuelve el modelo robusto sobre los per��odos que van de t� en

adelante, considerando t� como per��odo inicial, conservando s�olo la decisi�on �optima

que arroja este modelo para este per��odo inicial t�. Para ello, es necesario modi�car

las probabilidades de los nuevos escenarios resultantes de esta reducci�on del horizonte

de plani�caci�on.

De�nidos los escenarios de demanda de manera arborescente, esto es, considerando

todos los escenarios posibles que se pueden formar sobre todo el horizonte de plani�-

caci�on, combinando un n�umero �nito de valores para la demanda de cada producto

en cada per��odo. La estrategia de horizonte rodante provee una variable de decisi�on

para el per��odo t, que en ese momento es el primer per��odo de plani�caci�on en esta

estrategia, que es la misma decisi�on para todos los escenarios que coinciden hasta ese

per��odo. As�� por ejemplo, cuando resolvemos por primera vez el modelo robusto con

recurso simple, s�olo tenemos un valor para la decisi�on �optima de producci�on en el

primer per��odo (t = 1). Dado que todos los escenarios coinciden en t = 1, esta �unica

decisi�on en ese per��odo es la tomada por todos los escenarios del modelo original. Da-

do lo anterior, la estrategia de horizonte rodante va a proveer, per��odo a per��odo para

cada escenario, valores �optimos xsit; 
s
it; nt

s

qt; cont
s

t ; desp
s

t ; y
s
it y zsit todos los cuales van

a permitir evaluar una funci�on de utilidad del horizonte rodante que se denota por

RH, seg�un

RH =
X

s2


ps (

NX

i=1

TX

t=1

pit(x
s
it + ysit�1 � ysit)�

NX

i=1

TX

t=1

cma
it xsit �

NX

i=1

TX

t=1

cseit 
s
it

�

QX

q=1

TX

t=1

csaqtnt
s

qt �

TX

t=1

ccot cont
s

t + cdet desp
s

t �

NX

i=1

TX

t=1

cinit y
s
it �

NX

i=1

TX

t=1

c
fa
it z

s
it )

(10)

Finalmente, es posible formular un modelo robusto lineal sobre todo el horizonte

de plani�caci�on que, resuelto una sola vez y para siempre al inicio del per��odo de

plani�caci�on, provea una pol��tica �optima a ejecutar en cada per��odo, seg�un el esce-

nario de demanda que se vaya revelando en la realidad, a medida que transcurre el

tiempo. Dicho de otro modo, se formula un modelo donde el valor �optimo de cada

variable de decisi�on depende del escenario de demanda que tenga lugar. Este �ultimo

considera una variable de decisi�on por cada escenario, a diferencia del Modelo Ro-

busto con Recurso Simple (9), donde s�olo los valores de las variables de recurso (i.e.

de inventario y demanda pendiente) toman sus valores en funci�on del escenario de
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demanda. El modelo resultante se denomina Modelo Robusto con Recurso Completo

(Full Recourse) y queda de�nido como:

FR =Max
P

s2
 ps(
PN

i=1

PT

t=1 pit(x
s
it + ysit�1 � ysit)�

PN

i=1

PT

t=1 c
ma
it xsit

�

PN

i=1

PT

t=1 c
se
it 

s
it �
PQ

q=1

PT

t=1 c
sa
qtnt

s
qt �
PT

t=1 c
co
t contst

�

PT

t=1 c
de
t despst �

PN

i=1

PT

t=1 c
in
it y

s
it �
PN

i=1

PT

t=1 c
fa
it z

s
it ) (11)

s:a: xsit + ysit�1 � ysit = dsit + zsit�1 � zsit 8i 8t 8s
PN

i=1 rikx
s
it � efktakt 8k 8t 8s

xmin
i sit � xsit � xmax

i sit 8i 8t 8s
PN

i=1 biqx
s
it � fqnt

s
qt 8q 8t 8s

PQ

q=1 nt
s
qt =
PQ

q=1 nt
s
q;t�1 + contst � despst 8t 8s

xsit � 0; ntsqt � 0; contst � 0; despst � 0; ysit � 0; zsit � 0; sit 2 f0; 1g

Esta alternativa de modelamiento permite una mayor exibilidad para abordar la

incertidumbre que la alternativa de recurso simple del modelo robusto (9), entregando

�nalmente una mayor utilidad en el �optimo que este �ultimo, es decir, FR�SR. Esto

es consecuencia del hecho que el modelo (9) puede ser reformulado equivalentemente

como uno de recurso completo, agregando aquellas restricciones adicionales que im-

ponen que las decisiones de producci�on, setup y mano de obra sean las mismas para

todos los escenarios de demanda. As��, el modelo con recurso completo (11) puede

ser simplemente considerado como una relajaci�on del modelo con recurso simple (9).

Por otro lado, es claro que esta alternativa de modelamiento evita tener que aplicar

el esquema de horizonte rodante per��odo a per��odo, como en caso de recurso simple,

aunque presupone que los escenarios se mantienen invariables sobre todo el horizonte

de plani�caci�on.

Cabe mencionar que en caso de existir escenarios que coincidan hasta un deter-

minado per��odo, es necesario agregar al modelo (11) un conjunto de restricciones,

llamadas de no{anticipatividad, que obligan a tomar la misma decisi�on para aquellas

variables correspondientes a escenarios que coincidan hasta ese determinado per��odo

de plani�caci�on. Estas �ultimas restricciones se cumplen trivialmente para las vari-

ables de inventario y faltante en el modelo (9), de modo que en (10) s�olo es necesario

agregarlas para las restantes variables del modelo. Esto puede ser realizado a~nadien-

do expl��citamente estas restricciones al modelo (11) o utiliz�andolas para disminuir el

n�umero de variables del mismo. Sin embargo, en ambos casos estas restricciones de

no{anticipatividad son las que imposibilitan la separabilidad del modelo por escenar-

ios.
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Anteriormente, se destacaban las ventajas de este modelo por sobre el modelo ro-

busto con recurso simple, pero al mismo tiempo se debe se~nalar que es el de m�as dif��cil

resoluci�on ya que su tama~no es considerablemente mayor que el de todos los modelos

formulados anteriormente. En efecto, dado que ahora cada variable de decisi�on del

modelo es por escenario de demanda, esto impone que cada una de las restricciones

del modelo aparezca tantas veces como escenarios haya. Esto �ultimo conduce a la

resoluci�on de un problema de gran tama~no que la mayor��a de las veces necesita de

un algoritmo especializado que haga uso, por ejemplo, de t�ecnicas de descomposici�on

o penalizaci�on lagrangeana, las cuales permiten explotar la estructura especial que

pueda poseer el modelo. Existe una amplia literatura en soluciones algor��tmicas es-

pec���cas para diversos problemas de naturaleza estoc�astica, una revisi�on de alguna de

estas soluciones y referencias bibliogr�a�cas adicionales puede consultarse en [4], [5],

[7], [10] y [13].

5 Resoluci�on Computacional de un Problema Real

En esta secci�on se presentan y comparan los principales resultados obtenidos en la

aplicaci�on de distintos modelos de Plani�caci�on Agregada de la Producci�on, descritos

previamente, sobre la base de datos tomados de un problema real que resuelve la

plani�caci�on de una empresa de electrodom�esticos. Este problema, contempla la

elaboraci�on de un total de 20 productos, utilizando 41 m�aquinas, distribuidas en 17

talleres, sobre un horizonte de plani�caci�on de 6 meses de producci�on. El modelo de-

termin��stico correspondiente posee un total de 474 variables continuas, 120 variables

binarias y 714 restricciones lineales, sin considerar las restricciones de no negatividad

en las variables continuas.

En lo que respecta a la generaci�on de escenarios de demanda, estos se obtuvieron a

partir de distintos pron�osticos para la demanda en cada una de las etapas resultantes

de agrupar uno o m�as per��odos de tiempo. As��, la construcci�on de los escenarios es

como sigue: en cada etapa, exceptuando la primera, se poseen tres pron�osticos de

demanda que se pueden cali�car de demandas alta, promedio y baja, cada uno con

probabilidades de ocurrencia de: 1/5, 3/5 y 1/5 respectivamente. En seguida, toman-

do todas las posibles combinaciones de demanda que puedan tener lugar sobre las

distintas etapas consideradas se tiene todos los posibles escenarios. Esto se represen-

ta de manera gr�a�ca como un �arbol donde la ra��z corresponde a la primera etapa y

los nodos sucesivos a las distintas etapas, existiendo en cada nivel tres nodos por cada

nodo en la etapa anterior. Cada rama de este �arbol es lo que se llama un escenario

de demanda ds y su peso (probabilidad) ps corresponde simplemente al producto de

las respectivas probabilidades en cada etapa. La siguiente tabla muestra como fueron

agrupados los distintos per��odos, la cantidad de escenarios considerados en cada caso

y tama~no del modelo con Recurso Simple.

Para la resoluci�on del Modelo Robusto con Recurso Simple ante un gran n�umero
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9 escenarios 27 escenarios 81 escenarios

No. de etapas (per��odos) 3 ( 1, 2, 3-6) 4 (1, 2, 3, 4-6) 5 (1, 2, 3, 4, 5-6)

Modelo con Recurso Simple 2514 variables 6834 variables 19794 variables

( 120 binarias ) ( 120 binarias ) ( 120 binarias )

Tab. 1: Tama~no de los problemas resueltos.

de escenarios, esto es por ejemplo, un n�umero de escenarios tal que el problema ya

no pueda ser resuelto de manera directa con un solver, se hace necesario dise~nar

algoritmos especializados que permitan explotar la estructura particular del mode-

lo. Un algoritmo para enfrentar esta di�cultad, ver [1], consiste en reformular un

modelo equivalente a (9) que resulta de de�nir todas las variables de decisi�on del

modelo por escenarios, imponiendo simult�aneamente ciertas restricciones adicionales

de consistencia que aseguren, en la soluci�on �optima, la igualdad para los valores de las

variables por escenarios, que corresponden a decisiones que originalmente no lo eran.

El modelo as�� obtenido puede ser entonces resuelto mediante Relajaci�on Lagrangeana,

relajando precisamente estas restricciones de consistencia. Esto permite, en cada it-

eraci�on principal, una cierta descomposici�on por escenarios del modelo equivalente en

subproblemas de la misma naturaleza que el modelo determinista. Este algoritmo,

en el caso lineal, puede ser implementado mediante el M�etodo de Descomposici�on de

Dantzig{Wolfe.

La siguiente tabla en tanto, resume los valores �optimos obtenidos, expresados en

millones de pesos, para los distintos modelos estudiados en el presente trabajo. Los

modelos, fueron formulados en el lenguaje de modelamiento algebraico AMPL (Fourer

et al. [11]), utilizando el solver CPLEX 3.0 en un Cluster 8 AXP 3700, escogiendo una

tolerancia de 3% para el error relativo del M�etodo Branch and Bound en la aplicaci�on

de CPLEX. En lo que respecta a los tiempos de ejecuci�on de los distintos modelos,

estos van desde unos pocos segundos para el modelo determinista en ciertos escenar-

ios de demanda hasta unas pocas horas para el modelo con recurso simple ante 81

escenarios de demanda.

Los valores de la tabla satisfacen las desigualdades obtenidas tanto por Madansky

[14] y Birge [3] para problemas lineales en variables continuas, como las establecidas

en el presente trabajo, a saber: EEV � SR � WS � EV. Los resultados tambi�en

veri�can la desigualdad SR�RH, la cual naturalmente se cumple pues una soluci�on

�optima del modelo con recurso simple es factible en el esquema de horizonte rodante

aqu�� empleado.

Por otra parte, una medida que es utilizada para determinar la importancia de la

incertidumbre en el modelo matem�atico, denominada EVPI=WS-SR� EV-EEV (the
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9 escenarios 27 escenarios 81 escenarios

Modelo con Dda. Promedio EV = 5565 EV = 5565 EV = 5565

Modelo Wait and See WS = 5506 WS = 5521 WS = 5549

Modelo con Horizonte Rodante RH = 5495 RH = 5520 RH = 5544

Modelo con Recurso Simple SR = 5330 SR = 5375 SR = 5351

EEV = 5267 EEV = 5320 EEV = 3475

Tab. 2: Valores �optimos de los problemas resueltos.

expected value of perfect information), que representa la m�axima cantidad que uno

estar��a dispuesto a pagar por la informaci�on completa del futuro, es del orden de unos

200 millones de pesos.

Otra medida de inter�es es el valor VSS=SR-EEV (the value of the stochastic so-

lution), introducida por Birge [2], que da tambi�en una medida de c�omo se comporta

el modelo determin��stico con respecto a las soluciones que provee un modelo m�as

complejo como los modelos robustos aqu�� formulados, que en este caso es del orden

de 55 millones de pesos para los dos primeros casos y de 1900 para el �ultimo. Este

mayor valor se explica en parte por la mayor incertidumbre presente en este proble-

ma, expresada en la mayor cantidad de posibles escenarios de demanda que se debe

enfrentar.

6 Conclusiones

Partiendo de un modelo determin��stico para un problema espec���co de plani�caci�on

agregada de la producci�on, se formularon y resolvieron distintos modelos de opti-

mizaci�on que incorporan la incertidumbre en las demandas por los distintos productos

que se elaboran. Los resultados obtenidos a partir del problema de prueba muestran

que mientras m�as exibilidad exista para reaccionar a la demanda incierta, mejores

son las utilidades que se pueden alcanzar con los modelos robustos. La utilidad

que se puede alcanzar con el empleo de modelos robustos es m�as que satisfactoria

considerando las distintas medidas del valor de la informaci�on obtenidas en las ex-

periencias llevadas a cabo. Como se ha mencionado anteriormente, el tama~no de los

modelos robustos puede llegar a ser muy grande y esto hace necesario el uso de al-

gor��tmos espec���cos para su resoluci�on, especialmente cuando su tama~no se acerca o

excede los l��mites del solver empleado en su resoluci�on directa. Finalmente, debemos

mencionar que posibles extensiones de los modelos de optimizaci�on robusta aqu�� es-

tudiados se obtendr��an al incorporar aleatoriedad no s�olo en las demanda futuras si

no tambi�en en algunos costos, precios o tasas de producci�on.
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