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Abstract

In this survey we describe some results on combinatorial polyhedra and their applications
in optimization. We begin by recalling the Simplex method, then we give some elementary
properties of polyhedra, particularly the Weyl theorem. We thus introduce the combinatorial
polyhedra, we give the characterization of the convex hull of the independant subsets common
to two matroids on the same set. We thus give the description of the classical approzima-
tion of the travelling salesman polyhedron. We thus describe some interior point methods,
and deduce, in one important practical case, the polynomial equivalence between separation
and optimization on polyhedra. We end this survey moting some other points of view on
combinatorial optimization.

Resumé

Dans cet article on passe en revue quelques résultats sur les polyédres combinatoires et leurs
applications en optimisation. Nous commengons par un rappel de la méthode Simpler, nous
donnons alors quelques propriétés élémentaires des polyédres, le théoréme de Weyl notam-
ment. Nous introduisons alors les polyédres combinatoires, nous donnons la caractérisation
de I’enveloppe conveze des parties libres communes 4 deur matroides sur le méme ensemble.
Nous donnons alors la description de 'approzimation classique du polyédre du voyageur de
commerce. Nous décrivons ensuite certaines méthodes intérieures, nous en déduisons, dans
un cas particulier important, [’équivalence polynomiale entre séparer un point d’un polyédre et
optimiser sur celui-ci. Nous terminons cette revue en décrivant un certains nombres d’autres
points de vue sur [’optimisation combinatoire.

1 Introduction

L’étude des polyedres est tres ancienne. Sans chercher I'exhaustivité historique, citons
tout de méme Platon [66] et Descartes [21], qui étudient tout particulirement les
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Polyédres Réguliers. Plus proches de nous Monge [62], le premier, résoud des Pro-
grammes Linéaires particuliers, puis Fourier [31], & la maniére de Gauss, résoud des
systemes d’inégalités, et Euler [29] donne, pour les polyedres de R¥ , I’Identité d’Euler,
bien connue de ceux qui étudient les graphes planaires. L’étude des polyedres continue
dans la premiére moitié de notre siecle avec, en particulier, Weyl [74] et Carathéodory
[12]. Depuis la fin de la seconde guerre mondiale I’étude des polyedres est devenue un
des themes centraux de la recherche appliquée. Je vais essayer dans cette présentation
d’en donner les (des) raisons.

Je vois essentiellement trois dates et quatre articles :
1. 1949 et larticle de G.B. Dantzig [18] décrivant la méthode Simplex;

2. 1965 et les articles de J.R. Edmonds introduisant la complexité des algorithmes
[24] et un polyedre & sommets 0,1 [25];

3. 1979 et l'article de L.G. Khachian [44] qui décrit la méthode de Dellipsoide pour
résoudre les Programmes Linéaires en temps Polynomial.

Ce dernier article avait d’ailleurs été précédé d’une note E.D.F. de votre servi-
teur suivie d’un article soumis en 1978 [56] [57] [59] qui décrivaient, dans lesprit de
Khachian, un algorithme polynomial pour résoudre les programmes linéaires dont la
matrice des contraintes est Totalement Unimodulaire. Dans ces papiers, en partic-
ulier, on s’attachait & décrire le moyen d’obtenir, en temps polynomial, une solution
exacte a partir d’une solution approchée.

On peut aussi considérer les polyedres dans un autre esprit et étudier les problemes
de :

1. Classification et énumération des polyedres. Etude du treillis des faces d’un
polyedre, de son graphe des arétes ...

2. Représentation dans Q, ’espace vectoriel de dimension d sur le corps Q des
rationnels, de polyedres dont le treillis des faces est donné. Un exemple de
Micha Perles [65] montre qu’il existe des polyedres non représentables dans Q;

3. Borne supérieure, pour un nombre de sommets s et une dimension d’espace d
donnés : quel est le nombre maximum de facettes d’une classe de polyedres.
La réponse a été donnée par P. McMullen [53] qui montre que ce nombre est
celui du polyedre enveloppe convexe de s points pris sur la courbe (gauche)
(t,t%,...,t?). Une preuve d’une généralisation de ce résultat peut étre trouvée
dans Teissier [73].

Pour tout ces problémes, la référence est ’'ouvrage de B. Griinbaum [39] : Convex
Polytopes. L’ouvrage de Bair et Fourneau constitue une bonne référence en francais
[2]. Celui de Yemelichev, Kovalev et Krastov [76] établit le premier un lien entre ces
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considérations théoriques sur les polyedres et la Programmation Combinatoire.

On parle de Polyédres et de Polytopes. Un polyedre est 'intersection d’un nombre
fini de demi-espaces, un polytope est I’enveloppe convexe d’un nombre fini de points.
On démontre que polytopes et polyedres bornés sont les mémes objets.

On pourrait considérer aussi le probleme de la borne supérieure pour les polytopes

dont I'ensemble des sommets est un sous ensemble de celui des sommets du cube unité.
A ma connaissance, il n’y a pas de conjecture pour ce probleme ...

2 Méthode Simplex et Conséquences

Par définition, un Programme Linéaire se présente sous la forme suivante :

max f(C)z(
A(L, C)x(C
2(C) > 0.

@),
) = b(L), (1)

Nous utilisons une notation fonctionnelle pour représenter les matrices. Bien qu’un
peu plus lourde, cette notation a, selon nous, de multiples avantages, tant pratiques
que théoriques. Ce qui différencie un tel probleme d’un systeme linéaire, plus que la
fonction & maximiser, ce sont les inégalités x(C') > 0.

On suppose toujours que les lignes de A(L, C) sont linéairement indépendantes.

On peut, moyennant le rajout de variables (non-négatives) de valorisations nulles,
transformer tout probléme de maximisation (ou minimisation) linéaire portant sur un
domaine défini par des égalités ou des inégalités (au sens large) en un probleme de la
forme (1).

Définition 1: On appelle base I un sous ensemble I C C tel que A(L, I) soit carrée et
réguliere.

2.1 Une Transformation Elémentaire

Soit I une base. On ne change pas ’ensemble des solutions du systeme A(L, C)z(C) =
b(L) en multipliant chacun de ses membres, & gauche, par une matrice réguliere. En
effet, un tel produit n’est rien d’autre qu’une succession d’opération légales, et, comme
multiplier le systéme obtenu par la matrice inverse nous redonne le systéme initial,
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les deux systemes sont équivalents. Prémultiplions donc les deux membres de cette
égalité par A(L,I)~!, on aura :
z(I) = AL, )™ x b(L) — A(L,I)™" x A(L,C\ 1) x z(C\ I).

Nous avons ainsi exprimé les variables de base z(I) en fonction des variables hors
base z(C \ I). Posons :

b(I) = A(L,I)™" x b(L), (2)
A(I,C\I)=A(L, )" x A(L,C \I).

D’ou :
(1) =b(I) — A(I,C\ 1) x z(C\ I).
Utilisons cette élimination pour exprimer f(C)z(C) en fonction uniquement de
z(C\1I) :
F(@2(C) = fI) x b(I) + (F(C\T) = f(I) x A(I,C\ 1)) x &(C \ I).
On pose alors :

FCNT) = f(C\T) = f(I) x A(L,1)™" x A(L,C\I).

Remarque 1: On a autant de formes de la fonction économique que de bases. Cepen-
dant ces fonctions économiques ne coincident que dans la variété linéaire (I’ensemble
des solutions de) définie par Az = b.

Définition 2: On appelle solution (réalisable) un vecteur x € RC tel que : Az = b et
z > 0.

Définition 3: On appelle solution réalisable de base un vecteur z € RC qui est une
solution, et tel qu’il existe une base I telle que z(C'\ I) = 0.

Définition 4: Considérons un systeme d’inégalités mises toutes dans le méme sens.
On appelle Inégalité conséquence, ou tout simplement Conséquence de ce systeme
une combinaison linéaire a coefficients non négatifs de ces inégalités.
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Théoreme 1: Soit I une base telle que Z(C) = (b(I),0(C\I)) est une solution réalisable
de base; si de plus f(C\I) < 0, alors pour toute solution x on a f(C)z(C) < f(C)z(C).

Démonstration :
Exprimons f(C)z(C) dans la base I précédente (optimale?). On a :

F(©)x(C) = F(DBI) + F(C\ Dz (C\ I),

F(©)#(C) = F)b(I).

Leur différence, f& — fx, est donc f(C \ I)(—z(C \ I)). Les deux vecteurs de ce
produit sont, des vecteurs non-positifs, leur produit est donc lui aussi non-négatif.

2.2 Le Petit Programme

Soit a résoudre le programme suivant pour lequel I est une base réalisable :

max z(s),
U(L, Da(I) + A(I, s)x(s) = b(1), (3)
z(C),z(s) > 0.

La solution z(I) = b(I),z(s) = 0 est donc une solution réalisable de base. Les
seules conditions sur z(s) sont z(s) > 0, et celles induites par z(i) > 0,Vi € I.
La premiere de ces conditions n’est pas une borne supérieure de z(s). Ecrivons la
deuxieme pour l'indice 7 :

z(i) = b(i) — A(i,s)z(s) > 0.

Comme z(s) > 0 et b(i) > 0, si A(4,s) <0, cette condition est toujours satisfaite.
En conséquence lorsque A(i,s) > 0, on a :

b(i)

) < Tivs)

Et donc :

. b(i)
) S L

Lorsque ce minimum existe, il est atteint pour au moins une valeur r de i.
b(r) b(i)

25) = To0 ~ A (T )

Remarque 2: L’ensemble I', I' = (I \ {r}) U {s}, est une base réalisable.
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En effet, d’une part la matrice (U(I, 1\ {r}), A(I,s)) est triangulaire (il suffit de
numéroter r, resp. s, en dernier). Elle est donc carrée et réguliere. D’autre part la
solution correspondante :

#(s), (1) = B(I) — A(I, 5)i(s),

est une solution réalisable de base, car :

2.3 L’algorithme du Simplex

On suppose initialement connue une solution réalisable de base x, correspondant & la
base I.

Par le simple rajout de variables auxiliaires de départ, on peut avoir, au moyen de
cet algorithme, une telle solution de départ. On utilise donc cet algorithme, sur des
données (un peu) différentes, pour trouver cette solution.

Tant que 3 s € C\ I tel que f(s) > 0 faire
Résoudre le petit programme correspondant,

Si on a une solution in finie : Stop,
Sinon I < (I'\ {r}) U {s}.

(4)

On a déja vu lors de I’étude du petit programme que lorsque I’on ne trouve pas de
r € I, alors z(s) peut prendre une valeur +o0o. Comme f(z) = f(I)b(I) + f(s)z(s),
et que f(s) > 0, la fonction économique prend elle aussi une valeur 400, et notre
fonction est bien maximisée par cette valeur.

Théoreme 2: Si les z(r) rencontrés au cours de ’algorithme sont tous positifs, alors cet
algorithme s’arréte au bout d’'un nombre fini d’itérations avec une solution optimale
de notre probleme.

Démonstration

Appelons I; la base de l'itération ¢ de notre algorithme. Les valeurs des fonc-
tions économiques des itérations ¢ et t + 1, different, exprimées dans la base I;, de
f(s)z(s). Le fait de repasser dans le "tant que” de notre algorithme implique f(s) > 0,
I’hypothese du théoreme précédent implique z(s) > 0. On a donc f(s)z(s) > 0, et en
notant z; la solution (réalisable de base) de l'itération ¢ on a :

f(C)z(C) < f(C)ze41(C).
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Remarque 3: On ne peut pas rencontrer deux fois la méme base (aux itérations ¢ et
t+ k).

En effet, sinon on aurait :
F(C)zi(C) = fFID(IL) = f(Lerk)b(Tps) = fF(O)ze41(C).
D’autre part on a :
fF(O)z(C) < F(C)aesa (C) < ... < f(C)zeqr(C) (= F(C)ze(C)),
c’est une contradiction.

Comme le nombre de bases est fini (< (Iéll)), on ne passe qu’un nombre fini de

fois dans la boucle ”tant que”.

Remarque 4: On ne peut sortir de la boucle ”tant que” que si sa condition n’est pas
satisfaite. La solution ralisable de base correspondante satifait alors les conditions du
théoreme d’optimalité 1, ce qui démontre le théoreme.

Un grand nombre d’arguments, dits de non dégénérescence, permettent de lever
I’hypothese faite dans ’énoncé du théoreme 2. Nous ne les développerons pas ici.

2.4 Sommets et Solutions Réalisables de Base

Définition 5: Considérons, pour i € L, |L| < +00, les demi-espaces D; :

On appelle polyedre P l’intersection finie de ces demi-espaces.

P:ﬂm

ieL
Un point = € P est dit intérieur, si Vi € L, A(i,C)z(C) < b(3).
Un point = € P est dit point frontiere, si 3i € L, A(i, C)z(C) = b(i).

Un point = € P est dit point extréme, si Vy,z € P, z ¢]y, z].

On va tout d’abord lier cette notion de point extréme avec celle de solution
réalisable de base.
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Théoreme 3: Soit P = {z(C), A(L,C)z(C) = b(L), z(C) > 0} un polyedre. L’ensemble
des points extrémes de P coincide avec ’ensemble des solutions réalisables de base
distinctes du systeme :

Preuve :
Soit (x(I),0) une solution réalisable de base :

z(I) = A(L,I) " *b(L), z(C\ I) = 0.

Supposons qu’il existe y > 0 et z > 0 avec A(L,C)y(C) = A(L,C)z(C) = b(L),
et tels que z(C) €]y, 2|,
z(C) = Ay + pz, A\, pu > 0.

Dans la base I on a donc nécessairement :
y(C) = (y(I),0) et (C) = (2(1),0).
On a donc z(C) = y(C) = z(C), une contradiction.

Inversement soit z(C) un point extréme, montrons qu’il existe une base I telle que
z(C\I)=0.

Soit I une base quelconque, exprimons z(C') dans cette base. Si z(C'\I) =0, c’est
une solution réalisable de base pour cette base I.

Sinon soit j € C'\ I tel que z(j) > 0.

Si z(j) peut a la fois croitre et décroitre la solution restant réalisable, on trouve
deux solutions dont z(C') est combinaison convexe, ce qui est impossible car z(C)
est point extréme. Dans un des deux sens au moins, tout accroissement implique un
changement de base qui ne modifie pas la solution. Effectuons ce changement de base;
il y a alors une variable hors base de plus nulle. Ce procédé se répete sans changer la
solution, tant qu’il y a une variable hors base non nulle.

A la fin on a une base I telle que z(C) est solution réalisable dans cette base. O

Théoréme 4: Soit P un polyedre borné, tout point z(C') de P appartient & I’enveloppe
convexe de ses points extrémes et réciproquement.
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Preuve :
On considere le polyedre (borné) P défini par les inégalités suivantes :

A(L, C)e(C) = b(L),
{ 2(C) > 0. (5)

Soit X = {z(k,C), k € K}, ’ensemble de ses points extrémes.

K qui a un nombre d’éléments au plus égal au nombre des bases réalisables est,
bien entendu, fini.

Considérons une combinaison convexe £(C) de ces points extrémes :
#(C) =Y Mk)z(k,C), avec Y A(k) =1, et \(K) > 0.
keK kEK

On a donc :
A(L,C)z(C) = b(L), et 2(C) > 0,

%(C) est donc solution de (5).

Inversement, soit Z(C') une solution de notre systéme; nous allons montrer qu’il
existe J C K tel que :

£(C) =Y Mi)z(j,C), avec Y A(j) =1, et A(J) > 0.
jeJ JjEJ
Exprimons #(C) dans une base I. Si Vi € C'\ I,z(i) = 0, £(C) est une solution
réalisable de base, et donc le théoreme est démontré.

Sinon, soit s € C'\ I et &(s) > 0.

Considérons les deux solutions #°(C) et Z4(C) obtenues en faisant croitre, respec-
tivement décroitre Z(s) du maximum possible. Les seules contraintes sur les variables
de base (et sur Z(s)) étant les contraintes de non-négativité, on obtient dans les deux
cas une nouvelle base contenant une variable hors base de plus nulle.

P étant borné, ces deux bases existent. Les solutions obtenues peuvent, éventuel-
lement, étre identiques. Les trois points #4(C), £(C) et £°(C) étant alignés, z(C)
est combinaison convexe des deux autres. Les deux coefficients de cette combinaison
sont, lorsque les deux points Z5(C) et £°(C) sont différents :

(#(5) = 25(s))/(2°(s) = 25(s)) et (2°(s) — £(s))/(2°(5) = 5(5))-

En répétant ce procédé & partir de Z5(C) et de 2°(C), on va obtenir des solutions
ayant deux variables hors base nulles de plus que Z(C), et ainsi de suite, pour obtenir
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enfin des solutions réalisables de base. #(C) sera donc combinaison convexe de ...
de combinaisons convexes de ces solutions réalisables de base, et ce en nombre fini,
et donc Z(C') est combinaison convexe de solutions réalisables de base, ce qu’il fallait
démontrer.

On vient de voir que tout point d’un polyedre borné est combinaison convexe de
ses points extrémes. En exprimant le point #(C), combinaison convexe de points
extrémes, comme l’ensemble des solutions d’un Programme linéaire en A(K), puis
en remarquant que le nombre de colonnes d’une base d’un tel probleme (borné) est
|C] + 1, on démontre le théoréme de Carathéodory [12]. Démontrons & présent le
théoreme de Weyl.

Théoreme 5: L’enveloppe convexe d’un nombre fini de points est un polyedre borné.

Preuve :

Soit #(C) solution du systeme :

Cet ensemble d’inégalités définit un polyedre en A et Z. Ce polyedre étant borné,
Palgorithme de Fourier Kuhn Motzkin (voir plus loin 5.4), permet d’éliminer toutes
les variables A, et donc fournit un systéme d’inégalités en & auxquelles satisfait tout
T satisfaisant les conditions du systéme précédent et réciproquement. Le théoréeme
est donc démontré. O

3 Complexité et Polyedres a sommets 0, 1

En 1965 dans la section Digression de son article Paths, Trees, and Flowers [24],
Jack Edmonds introduit la notion de Complexité des Algorithmes. Comme tout le
monde le sait le but de cet article est de décrire un algorithme polynomial pour
trouver un Couplage M maximum dans un graphe G = (X, E).

Définition 6: Un ensemble d’arétes M C E, est appelé Couplage, si Ve £ e’ € M, en
e =10.

En fait, il y décrit un moyen de trouver 'arbre des chaines augmentantes ayant
pour origine un sommet insaturé donné.
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Dans cette section, il introduit la notion d’algorithme polynomial. En particulier,
il y justifie le fait que ’on puisse s’intéresser au fait qu’un algorithme soit better-than-
finite.

Deux articles vont suivre [25] [26]. Dans le premier, Jack Edmonds décrit 1’envelo-
ppe convexe des fonctions caractéristiques des Couplages d’un graphe, il décrit donc
un polyedre dont les sommets ont des coordonnées 0,1; dans le second il introduit,
entre autres la notion de probleme NP.

Définition 7: Un probleme de décision (tel objet décrit par les données I a-t-il telle
propriété) est dit AP s’il existe un algorithme polynomial permettant de vérifier si
I’objet a bien cette propriété.

Cette simple chronologie nous montre que dés l'introduction de la notion (formelle)
de complexité des algorithmes, Polyedres Combinatoires et Algorithmes Polynomiaux
sont liés.

3.1 Les Problemes Combinatoires

Comment fait on correspondre un polyedre & un probléeme combinatoire ?
Quels sont les problemes combinatoires qui nous intéressent ?

Il s’agit des problemes concernant un sous ensemble F de I’ensemble des parties,
P(E), d’un ensemble fini E.

A un élément F € F, on fait correspondre sa fonction caractéristique f € {0,1}F.
Ve € F, f(e) =1,Ve ¢ F, f(e) =0.

Le polyedre qui nous intéresse est I’enveloppe convexe des fonctions f. Pour ces
enveloppes convexes on peut se restreindre & QF.

Il est trivial de remarquer que les sommets de ce polyedre P sont en bijection avec
les éléments F' € F.

Dans l’algorithme décrit en [25] qui trouve le couplage M de poids w(M) =
Y ecar w(e) maximum, Jack Edmonds utilise intensivement ce polyedre.

Parmi les résultats les plus intéressants sur les polyedres combinatoires, il y a

la description de ’enveloppe convexe des parties libres communes & deux matroides
définis sur le méme ensemble fini F.
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3.2 Matroides

Définition 8: Soit £ un ensemble fini, on appelle matroide sur E le couple M = (E, F),
dans lequel F C P(E), et dont les éléments, appelés libres ou indépendants, possedent
les propriétés suivantes :

Ve € E, {e} € F, (sinon on pourrait supprimer ces éléments de E), (6)
VF € F,YF' C F, F' € F (hérédité), (7)

VACE,VF,F' CA,|F|<|F'|, F,F'e F,3ec F'\F, FU{e} € F
(base incompléte).

(8)

La notion de matroide a été introduite en 1935 par Hasler Whitney [75] pour ax-
iomatiser la notion d’indépendance linéaire. Le lecteur vérifiera aisément que lorsque
E est ’ensemble des (indices de) colonnes d’une matrice A(L, E) dont les éléments sont
définis sur un corps K, l'ensemble F des sous ensembles F' C E libres (linéairement
indépendants) des colonnes de A(L,C) satisfait la définition précédente. Une ques-
tion importante de cette théorie, mais tout & fait indépendante de notre sujet, était
celle de 'existence de matroides qui ne puissent pas étre représentés comme ceux des
libres des colonnes de matrices.

Une réponse affirmative a été donnée a cette question par une construction a partir
de la configuration de Désargues [70]. Voir par exemple J.C. Fournier [32] sur ce sujet.

On considere & présent deux structures de matroides sur le méme ensemble FE,
M1 = (E,}—l) et M2 = (E,fg)

Les Arborescences d’un Graphe orienté G = (X, U) sont un exemple important de
cette structure.

Définition 9: Soit G = (X,U) un graphe orienté, r € X un sommet particulier de G.
Une Arborescence A = (X,U’) de racine r est un sous graphe de G tel que :

1. A est sans cycle,
2 Vo€ X,z 1, [04(@) =1, (0+(2) = {ue U, u=(y,2)}).

Appelons S(X,U) la matrice d’incidence de ce graphe orienté. Multipliée & droite
par ¢(U), les lignes de ce produit représentent les lois de conservation du flot ¢(U)
en les sommets (17 loi de Kirchhoff).

Appelons B(X \ {r},U) la matrice dont les éléments de la ligne = valent :
Yu € §4(z), B(z,u) =1, Yu ¢ §;(z), B(z,u) =0.

A une arborescence on peut faire correspondre deux matroides sur U :
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1. My=(E,F), L1 ={V CU, S(X,V)libre},
2. My = (E,F), Fa ={V CU, B(X,V) libre},

Remarque 5: Soit F une partie libre pour chacun des deux matroides, telle que |F| =
|X| — 1 (elle est maximum).

La partie F' correspond a une arborescence.

Avant de poursuivre ’étude de I’enveloppe convexe des (fonctions caractéristiques
des) parties libres communes & deux structures de matroides sur E, introduisons une
autre axiomatique des matroides, l’axiomatique du rang.

3.2.1 L’axiomatique du Rang
Pour A C E, r(A) = maxrca, rer(|F|). On appelle r(A) le rang de A.

Théoréme 6: Le troisieme axiome de définition d’un matroide (8) est équivalent au
suivant :

VA,BC E, r(A) +r(B) >r(AUB) + r(AN B). (9)
Preuve :
Montrons que (9) implique (8).
Soient F,F' € F,|F| < |F'|. Posons F' = (FNF')UG. Par (9) on a :
r(FUG)+r(F'UG)>r(FUF UG)+r((FNF)UQG),

et donc :
r(FUG)>r(FUF") >r(F"),

et comme |F| < |F'| :
r(FUG) > |F|.

Montrons que cette derniére inégalité implique qu’il existe e € G tel que F'U{e} €

F.
Supposons donc que Ve € G,r(F U {e}) < r(F). Soient e # €' € G, par (9) on a :
2r(F) >r(FU{e}) +r(FU{e'}) >r(FU{e}U{e'}) +r(F), dou :

r(F)>r(FU{e}u{e}).
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On peut recommencer avec €'’ # e,e’, € GG, et de proche en proche on obtient :

r(F) > r(FUG) > |F),

une contradiction. O

Inversement montrons que (8) entraine (9).

Preuve :
Supposons que ’on ait (8) et non (9) :

VAC E,VF,F' C A, |F|<|F'|, F,F' € F,3ec F'\F, FU{e} € T,

etdJA,BCE, r(A) +r(B) <r(AUB) +r(ANB).

Soient F', respectivement F’ deux libres maximaux de A, respectivement B, construits
par (8) & partir d’un libre maximum G de AN B. On pose :

F=GUH, FF=GUH' r(A) =|G|+ |H|, r(B) = |G| + |H'|.
On adonc: |[FUF'|=r(A) +r(B) —r(AN B).
Montrons que r(AU B) = |F'U F’|.

Soit J un libre maximum de A U B construit a partir de G. On a :

TN A< |FI, 170 Bl < |F.
On peut poser JNA=GUK et JNB =GUK',et donc r(AUB) < |FUF'|, une

contradiction avec ’hypothese faite. O
3.2.2 Polyeédre des Libres Communs a deux Matroides

Théoreme 7: L’enveloppe convexe des fonctions caractéristiques des parties libres com-
munes aux deux matroides M et Ms est donnée par :

{ VACE, Y c x(e) < Min(ri(A),r2(A)),
Ve € E, z(e) > 0.
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Preuve :

Soit #(E) un sommet du polyedre défini par les inégalités précédentes. Appelons I,
respectivement I I’ensemble de ces inégalités satisfaites a 1’égalité en ce point z(E)
pour le matroide Mj, respectivement Ms. Considérons deux inégalités A et B de I.

On a:
> wle) =ri(4), > x(e) = ri(B).

ecA e€EB
L’axiome (9) entraine :

r(AUB) +r(ANB) <> xz(e)+ Y x(e) =r1(4) +ri(B).

ecA eEB

Comme eqrefconv2 reste vrai, on a ) 4 ,p®(e) =r1(AUB) et ) . ~pz(e) =
r1(AN B), et donc :

Y zle)+ Y wle) <r(AUB)+mi(ANB) <) x(e) + > ale).

e€EAUB e€EANB e€A eEB

On a donc :

Z z(e) + Z z(e) =r(AUB)+r(ANB),

e€c AUB e€ANB

Z z(e) =ri (AU B), Z z(e) =ri (AN B).

e€c AUB e€ANB

Remarque 6: Ces deux dernieéres égalités sont équivalentes aux deux premieres. De
plus le support (ensemble des coefficients non nuls) de la seconde est inclus dans celui
de la premiere.

Supposons donc que ’on ait pu trouver un systeme équivalent aux k premieres
égalités tel que le support de la (j + 1)*™¢ (nouvelle) égalité soit inclus dans celui de
la j¢™¢. Montrons que ’on peut en déduire un systeme possédant la méme propriété
d’inclusion des supports,équivalent aux k + 1 premieres égalités.

Remarque 7: Soit C cette nouvelle égalité. Supposons que B C A, alors (BUC) C
(AUC), de méme (BNC) C (ANC).

Remarque 8: Soit & présent A 1’égalité au plus grand support, B celle au plus petit,
alors (ANC) C (BUCQ).
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En effet (ANC)CcC Cc (BUC).

A partir de ce systeme (d’égalités) on construit un nouveau systeme équivalent,
par différence deux a deux de deux inégalités consécutives pour obtenir un systeme
équivalent ou les inégalités ont leurs supports disjoints.

On obtient ainsi deux systemes d’égalités a supports disjoints. Un pour les égalités
correspondant & chaque matroide.

Ces deux systemes sont ceux de la matrice d’incidence d’un graphe biparti, les
seconds membres sont entiers, la solution z(E) ne peut donc avoir que des coordonnées
entieres, et donc {0,1}. O

3.3 Le Polyedre du Voyageur de Commerce

Le probléme du Voyageur de Commerce est NP-Complet [46]. C’est aussi un probleme
de partie libre commune & trois matroides sur le méme ensemble U.

Soit G = (X,U) un graphe orienté. Appelons §, (z, F), respectivement 6_(z, F'),
0(z,F) ={u € F, u = (y,z)} est 'ensemble des arcs de F' ayant leur extrémité en
z,0_(x,F) ={u € F, u=(z,y)} est ensemble des arcs de F' ayant leur origine en
x. Soit T C U un arbre de G [7], appelons arbre a racine A les sous ensembles d’arcs
de G formés d’un arbre et d'un arc, A =T U {u}, u ¢ T. Sur son ensemble d’arcs U
on va définir trois matroides :

M, =(UF), i ={F CU,Vz € X, |04(z, F)| <1},

My = (U, Fe), Fo={FCU Ve X, |d_(z,F)| <1},
M3 = (U,f3), Fz = {HA, F C A}

On vérifie que la définition du troisieme matroide satisfait ’axiome 8 de définition
d’un matroide.

Remarque 9: Les cycles Hamiltoniens, ceux qui permettent de définir un tour du
voyageur de commerce, c’est & dire ceux qui passent par chacun des sommets une
fois, correspondent aux parties F', libres communes & ces trois matroides, telles que
|F| = [X].
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Remarque 10: On ne peut toutefois pas en déduire que le probleme de la partie
libre maximum commune a trois matroides définis sur le méme ensemble E est
NP — Complet. 11 n’est d’ailleurs pas AP. On ne sait pas donner dans le cas
général la complexité du probleme : Reconnaitre si F' est dans F.

Remarque 11: Pour les mémes raisons on n’a rien dit du probleme de la partie libre
maximum commune & deux matroides définis sur le méme ensemble E.

Revenons au probleme du voyageur de commerce sur un graphe G = (X, E) non
orienté. Dans le probleme du voyageur de commerce, non seulement on veut obtenir
un tour, mais le tour le plus court. Pour cela on définit des longueurs sur les arétes :

Ve € E, l(e) € Z.

On peut alors considérer le graphe complet K,,. On étudie ’enveloppe convexe P
des fonctions caractéristiques des cycles Hamiltoniens (CH en bref) du graphe com-
plet.

Nous ne connaissons qu’'une approximation de P. Nous n’allons pas ici faire une
étude complete des facettes connues de ce polyedre, des ouvrages complets sont con-
sacrés a ce sujet [49] [35], mais présenter les premiers résultats sur cette enveloppe
convexe [20] [40] [41] [54] [38] [16].

Soit S(X, E) la matrice d’incidence de G :

Ve = {x,y}, (O’LL {y,a:}), S(a:,e) =1,Ve= {Z;y}v S(m,e) =0.
Un point z(E) de P est, bien entendu, solution de I’équation matricielle :

S(X,E)z(E) = 2.

Théoreme 8: [54] [38] Les fonctions caractéristiques des cycles Hamiltoniens du graphe
complet engendrent la variété linéaire définie par S(X, E)z(E) = 2.

Preuve :
En d’autre termes il n’y a pas de plus petite variété linéaire contenant tous les CH
du graphe complet.

Supposons donc que affirmation précédente ne soit pas vraie. Il existe donc une
sous variété contenant tous les CH définie par :

S(X,E)x(E) =2,
a(E)x(E) = 6.
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Identifions 'ensemble X des sommets de G et {1,2,...,n}. Considérons le graphe
H=(X,F):
F={{2,3},e={1,i}, Vie X}.

Remarque 12: La matrice S(X, F') est carrée et réguliere.

Il suffit pour s’en convaincre de remarquer que la matrice d’incidence d’un cycle
de longueur 3 est réguliere. Son déterminant vaut 2.

On peut donc avoir une égalité équivalente & S(X, F)z(E) = 2 en multipliant &
gauche cette égalité par S(X, F) !, on obtient une égalité équivalente S(F, E)z(E) =
o.

S(F, F') est une matrice identité. On peut ajouter des multiples des lignes de cette
égalité & 1’égalité a(E)z(E) = 3, de telle fagon que Ve € F, a(e) = 0. Cette derniere
égalité se réécrit donc (avec les nouvelles valeurs des « et de () :

0(F)z(F) + a(E \ F)z(E \ F) = 8.

Considérons les deux cycles Hamiltoniens partageant la méme chaine entre le som-
met 3 et le sommet i, et respectivement les arétes :({3, 1}, {1, 2}, {2,4}), et ({3, 2}, {2,1},
{1,i}). Les fonctions caractéristiques de ces deux CH satisfont cette égalité. Ecrivons
I’égalité des valeurs de ces fonctions. Nous n’écrivons pas la valeur sur les chaines
communes. On a :

g3y + 012} T 2} = 30y T 21} + Q15

On a donc, compte tenu des valeurs des a, agz ;3 = 0.

On recommence en faisant jouer aux sommets 1, 2,4, j les roles respectifs des som-
mets 3,1,2,4, et par le méme raisonnement on obtient ay; ;3 = 0. On a donc aussi

B8=0.
Il n’y a donc pas de sous variété propre & celle définie par S(X, E)z(E) =2. O
On sait donc que notre polyedre va satisfaire aux conditions du systéme suivant :

{ S(X,E)z(E) = 2,

0 < 2(E). (11)

Le polyedre défini par ces inégalités a tous ses sommets entiers. En fait les matri-
ces de base se décomposent en blocs de déterminant 2.

Les I-facteurs sont les couplages. Lorsque 'on rajoute la condition z(E) < 1,
les solutions réalisables de base ne sont plus entieres, le facteur 1/2 (inverse des sous
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déterminants) intervient. On doit ajouter des inégalités analogues & celles du polyedre
du couplage pour obtenir les 2-facteurs comme solutions.

Décrivons a présent une premiere classe de facettes du polyedre du voyageur de
commerce :

WY CX, > a(e) <|V]-1, (12)
ecE(Y)

on appelle ces inégalités subtour elimination constraints.

Pour décrire la deuxieme classe, considérons les ensembles, Wy, et Vi, 1 < ¢ <
p, Wi etY;, définis de la facon suivante :

Vi > 0, WiﬂW():{zi},
Yi = Wi\ {z}.

Des égalités (11) on peut déduire 'inégalité suivante :
P
Z 2z(e) + Z Z z(e) < 2|Wp|.
ecE(Wp) i=1 ecW;\Y;

Pour i > 0, écrivons les inégalités (12) pour W; et Y; :
Yooale) < Wil =1, > x(e) < Wi -2
e€E(W;) e€E(Y;)

En sommant les inégalités précédentes, on obtient :

14

2 > a(e)+2) > w(e) < 2AWol + D (Wil — 1)+ >_(IWi| —2).

e€E(Wy) i=1 e€W;, i=1 i=1

Lorsque p est impair la division par 2 du second membre donne une inégalité
valide, mais comme le premier membre est entier on obtient :

Yo @@ +y Y wle) <|Wol+ Y (Wil - 1) = [p/2].

e€E(Wp) i=1 eeW;, i=1

Ces nouvelles inégalités sont appelées peignes par Chvatal [13].
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3.4 Généralisation aux Polyédres de Z°

Dans ce méme article Chvétal [13] généralise cette opération de production d’inégalités
valides.

Soit K un ensemble de points de ZC en position générale, défini sur ZC par le
systeme A(L, C)x(C) < b(L) & coefficients entiers. Soit :

D OADAL,C)x(C) < D AWBL), M) € 7, A(<) > F.
leEL leL

Réécrivons a(C)z(C) < B cette inégalité.
Supposons que Ve € C, a(c)/r = p(c) € Z, et que B/r ¢ 7.

On obtient alors une nouvelle inégalité valide :

p(C)z(C) < |B/r].

Il y démontre alors le théoreme suivant (voir aussi Schrijver [67]) :

Théoreme 9: Une description par des inégalités de ’enveloppe convexe P des points
de K s’obtient par application, un nombre fini de fois, de la regle de production
précédente.

Remarque 13: Le théoreme précédent implique que parmi les inégalités produites se
trouvent celles dont les plans supports donnent des facettes. Il peut, bien entendu, y
en avoir beaucoup d’autres.

Citons dans ce contexe Hilbert [42] qui donne le théoreme d’existence d’une base
finie pour les polynémes arithmétiques. Citons aussi Jeroslow [43] qui décrit un
théoreme analogue pour le treillis des points & coordonnées entieres d’un coéne.

3.5 D’autres Polyédres

Soit G = (X, E) un graphe, les cycles Hamiltoniens sont les plus longs cycles (élémenta-
ires) de G. Un autre probleme concerne les cocycles (cutset):

wl)={eeE, e={z,y},zeY,ye X\Y,ouyeY,ze X\Y}.

Nous ne décrirons pas ici les résultats concernant le polyedre P de RF, enveloppe
convexe des cocycles, mais nous donnerons simplement une classe d’inégalités valides
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exprimant que tout cocycle rencontre tout cycle en un nombre pair d’arétes.

Soit E un ensemble fini, considérons les fonctions caractéristiques des parties F' C
E telles que |F| est pair. Soit F l’ensemble de ces parties.

Théoreme 10: L’enveloppe convexe des fonction caractéristiques des éléments de F
est donnée par [11] :

{ VS C E, |S|impair, }- csx(e) = Y emszle) <[S| -1,

0<a(E)<1. (13)

Une classe d’inégalités valides du cutset Polytope s’obtient pour chaque cycle v a
partir des inégalités (13) :

VS C v, |S| impair, Zw(e) - Z z(e) < |S| - 1.
ecsS ecE\S

Ce polytope a été intensivement étudié [3], [23], [22] [50].

Le résultat sur les parties paires se généralise aux partie libres d’un matroide de
cardinal dans un sous ensemble de N [55].

Terminons cette section par la remarque suivante :

Remarque 14: Les Polyedres que nous venons de considérer ont souvent un nombre
de sommets et de facettes non polynomial dans la dimension de I’espace.

4 Les Méthodes Intérieures

Le théoreme de la Dualité des Programmes Linéaires permet de réduire Polynomiale-
ment (Linéairement), le probleme d’optimisation (1) :

max f(C)xz(C),
A(L,C)z(C) = b(L),
z(C) >0,

au probleme d’existence de solution suivant :

A(L, C)x(C) = b(L),
y(L)A(L,C) = f(O),
f(C)x(C) = y(L)b(L),
z(C) >0
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La plupart du temps, on utilise la méthode simplex pour trouver une solution aux
problemes de cette forme, soit apres réécriture :
{ A(L,C)a(C) < (L),

2(C) > 0. (14)

A la fin des années 70, des algorithmes polynomiaux sont apparus pour résoudre
ce type de probleme. Enoncons tout d’abord un théoreme.

Soit P le polyedre défini par le systeme précédent (14). Pour € > 0 appelons P,
le polyedre défini par le systéme suivant :

{ A(L,C)z(C) < b(L) +k,

z(C) > —e. (15)

Théoreme 11: 1l existe une valeur de € pour que 'affirmation suivante soit vraie :
(P #0) & (P #0).

Lorsque 1’on suppose que les données sont entieres, bornées par M, que |L| = m
et |C| = n, on peut méme donner une valeur a €, € = 1/a, avec a = 2nM>™m™.

La démonstration de ce théoreme est polynomialement constructive, c’est a dire,
qu’a partir d’une solution des inégalités définissant P, on construit en n—m étapes de
la méthode simplex 4 une solution réalisable de base pour une base I. On démontre
que cette base I est aussi réalisable de base pour les inégalités définissant P. On
calcule donc polynomialement [27] la solution correspondant & cette base I.

Remarque 15: Lorsque le systeme d’inégalités définissant P est connu, on peut se
ramener a un probleme pour lequel le polyedre P. a un intérieur non vide.

4.1 Résolution d’inégalités par Projection

Au début des années 50 un algorithme de résolution de systeme d’inégalités apparait
simultanément, dans deux articles de différents chercheurs du méme institut [1] [63]

On considére un polyedre P et un point z;. Lorsque x; ¢ P, on construit z;41 de
la fagon suivante :
Appelons D; = {c € R®, A(J,C)(C) < (3)}, et soit D;, un demi espace, tel que
xz; ¢ D;. Appelons H; le plan définissant D;. Appelons y; la projection orthogonale
de z; sur H;. On a :
Tip1 =z + oy — ;).
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Théoreme 12: Pour tout a tel que 0 < a < 1, la suite des x; converge vers le polyedre
P.

En 1954 la notion de complexité des algorithmes n’est pas encore dégagée, les
polyedres sur lesquels les auteurs travaillent sont des polyedres quelconques de R,
ils ne sont pas représentés, c’est a dire qu’on ne s’intéresse pas a la description de ces
polyedres, et pas non plus a la longueur d’écriture au moyen d’un alphabet fini de ces
polyedres.

Cet algorithme, moyennant ’observation du théoreme 11, recele cependant un
procédé constructif fini, et, dans certains cas, polynomial. C’est ce que nous avons
observé en [56] [57] [59].

Supposons que le polyédre P contienne un point & & une distance supérieure ou
égale & € de tous les plans H;. Notons |y; — z;|2 la norme euclidienne du vecteur
joignant les points z; et y;. Remplacons la construction précédente par :

Tiv1 = Yi + (i — i) /|yi — Til2-

Soit M une borne supérieure de la distance entre zg, l'origine par exemple, et Z.
Appelons d; la distance entre x; et Z. Dans ces conditions on a :

Remarque 16: A chaque itération, cette distance d; décroit au moins de €>/2M.

C’est une application immédiate du théoreme de Pythagore.

Remarque 17: Lorsque le polyedre P possede un tel point #, en au plus 2M?2/e® appli-
cations de la construction précédente on obtient un point de P, et donc une solution
de notre systeme d’inégalités définissant P.

Soit S un syseme fini d’inégalités. Par la remarque 11 on peut transformer ce
systéme en un systeme S..

1. Ou bien cet algorithme nous donne une solution de S¢, et donc par la construc-
tion (polynomiale) de la démonstration de 11 une solution de S;

2. Ou bien, au bout de 2M?/e? itérations, on peut affirmer que S n’a pas de
solution.

On illustre cette construction sur la figure 1.
Lorsque a la fois M et € sont de valeur polynomiale I’algorithme décrit précédem-

ment est polynomial. On peut toutefois relacher la condition M de valeur polynomiale,
par des techniques de mise & [’échelle (scaling) du type de celles décrites dans [28].

© Investigacién Operativa 1999



52 Maurras, J. F. o Sous les facettes des Polyedres

Fig. 1: Solution par projections

4.2 Résolution par suite d’ellipsoides, I’algorithme de Khachiyan

Soit E = (M, c) un ellipsoide. M est une matrice définie positive, diagonale lorsqu’il
est ramené a ses axes, ¢ est le centre de E. Dans ce cas :

E=1{a(0), 2 <1y,

22 ali.)

Sinon on a :
E = {z(0), "(z(C) — ¢(C))M(C,0)(x(C) — ¢(C)) < 1}.

On a une bonne représentation de cet algorithme dans le plan. Dans ce cas el-
lipsoide est remplacé par ellipse. Comme pour les ellipses, projection de cercles, les
ellipsoides peuvent étre obtenus par projection de spheres. De plus les projections
respectent les rapports des volumes.

Soit E» le demi ellipsoide intersection de E et du demi espace D;. Soit y le point
de contact de E et du plan H]’-, parallele a Hj, contenu dans D;. Considérons les
ellipsoides contenant Es, s’appuyant sur £ N H ]’ et tangent a F en y. Ils ont leurs
centres sur la droite ¢, y.

Soit n = |C|, cet algorithme est basé sur la remarque suivante :

Remarque 18: Soit v le volume de E, v’ celui de ’ellipsoide E’, de la famille précédente,
et donc contenant Fs, de plus petit volume. On a :

v/v' &1+ 1/2n,
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S0it va,, le volume de I’ellipsoide obtenu par 2n répétitions de la construction précédente,
on a donc :
v/vay, R e (2,718281828. . .).

On voit que le centre ¢; de Dellipsoide courant E; joue ici le role du point courant
z;. Lorsque ce point n’appartient pas & P il y a (au moins) un demi espace D; qui
nous permet d’effectuer la construction de E;;1. Le facteur e observé au bout de
2n itérations implique la polynomialité de cette construction. Cette construction est
illustrée sur la figure 2.

Fig. 2: Solution par ellipsoides

Pour alléger ici les notations écrivons a; et non A(j,C'), le premier membre de
I’inégalité non satisfaite par le centre ¢;. On peut prendre les formules suivantes pour
donner les éléments du nouvel ellipsoide :

n2 ( 2 MiaéajMi
n2—1"" n+1 a; M;a; ’

M =
1 M,a;

Ci+1(C) :Ci(C)— —.
n+1 ,/ajMiaﬁ-

4.3 Séparation et Optimisation

D’autres algorithmes polynomiaux ont été proposés depuis Khachiyan pour résoudre
les programmes linéaires. Certains sont peut-étre mémes assez efficaces dans la pra-

© Investigacién Operativa 1999



54 Maurras, J. F. o Sous les facettes des Polyedres

tique [45]. Les algorithmes que nous avons cités ont cependant des conséquences
théoriques importantes que nous allons évoquer ici.

Définition 10: On appelle oracle un algorithme qui pour une certaine donnée partic-
uliere I fournit une solution S. En général le corps de I'algorithme n’est pas spécifié.

Définition 11: Un oracle est dit polynomial si ’on suppose que ’algorithme non spécifié
est polynomial. Un tel algorithme peut, et c’est souvent le cas, ne jamais avoir été
décrit.

Soit P un polyedre dont on sait seulement qu’il existe. Pour fixer les idées, P
peut étre P'enveloppe convexe des fonctions caractéristiques des cliques (sous graphes
complets) d’un graphe donné G = (X, E).

Soit z(E) un point. Supposons que 1’on dispose d’un oracle SEP (séparateur) qui
fournisse I'une des deux réponses suivantes :

1. le point z(E) est dans P,

2. leplan H = {y(E), h(E)y(E) = b} tel que Vy(E) € P,h(E)y(E) < b, h(E)x(E) >
b.

Théoreme 13: [48] [36] [37] [68] Si loracle SEP est polynomial, alors il existe un
algorithme polynomial (que 'on sait décrire) pour maximiser une fonction linéaire
sur le polyedre P.

En [61] nous avons donné une démonstration élémentaire de ce résultat dans le cas
ou la réponse de 'oracle ne dépend que du polyedre. Cette preuve est indépendante
de la dimension du polyedre P (dim(P) < |C|). Nous allons essayer de l'illustrer ici.
Le point de départ est la remarque suivante :

Supposons que notre oracle fournisse une représentation en entiers du plan H de
longueur, en base 10 au plus k.

Remarque 19: Si H est & une distance de P plus petite que € = 1071%% alors H est
un hyperplan support de P. C’est a dire le plan H touche (a une intersection non
vide avec) le polyedre P.

Preuve :

En toute généralité, on peut supposer que le polyedre P s’écrit au moyen d’inégalités
de longueur d’écriture, sous le méme format, au plus k. On peut faire la méme hy-
pothese pour les sommets, quitte, une fois pour toute, & remplacer k par k> ou k°.
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Pour les sommets on dispose aussi du dénominateur commun gq.

Appelons H' le plan parallele & H touchant le polyédre P (le plus proche de H)
au sommet z(E), H' = {y(E),h(E)y(E) = b'}, avec ' = h(E)z(E), et a , ici, un
dénominateur q.

Ecrivons b' = (p,q) et b= (b,1). Onab—0b' <e¢, et doncb=0"+¢€, avec € <e.
Ecrivons € = (r,s), et donc s > 100,

On a donc b = (ps — qr, ¢s).

Remarque 20: Les deux termes de b ne peuvent pas étre simplifiés par un facteur ¢ de
longueur plus grande que 5k.

Sinon, ¢ étant de longueur au plus k, un facteur ¢’ de longueur 4k divise s. Ce
nombre ¢’ qui divise s, divise donc ¢r. Il est premier avec r, il divise donc g. Comme
q est de longueur k au plus, il ne peut pas avoir de diviseur de longueur 5k.

On vient de prouver que le dénominateur de b est au moins de longueur 5k, une
contradiction.

H est donc un hyperplan support de P. O

Considérons un polyedre P pour lequel on connait un oracle SEP séparateur. Il
est assez facile de montrer le théoreme suivant :

Théoréme 14: On considere 'algorithme de Khachiyan pour lequel le plan H; est
donné par 'oracle SEP polynomial. De deux choses 'une :

1. ou bien au bout d’un nombre polynomial d’appels de SEP on obtient un centre
d’ellipsoide ¢; appartenant & P;

2. ou bien au bout d’'un nombre polynomial d’appels de SEP le plan H; fourni
est & une distance de P inférieure & 10710k,

Pour déterminer le plan dans ce dernier cas, il suffit de suveiller le déplacement du
centre de P’ellipsoide E. Lorsque ce déplacement est de valeur inférieure & 10710%/|C]|,
le plan qui a provoqué ce déplacement est un plan support de P.

La preuve de ce résultat se fait simplement par considération de mormes ou, dit
plus simplement, en estimant les plus grandes valeurs propres des matrices M .
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On se place alors dans le polyedre P, = PN H.

Soit alors H' un plan séparateur d’un point 2(C) € H est P.

Remarque 21: 11 est clair que H' N H est un plan séparateur, dans la variété linéaire
définie par le plan H, pour le point z(C) et le polyedre P;. De plus si loracle
fournissant H est polynomial, ’oracle fournissant H' N H ’est aussi. Ceci reste vrai
lorsque ’on remplace H par une variété linéaire quelconque.

Une conséquence de ce résultat est :

Théoreme 15: Si P # NP, il n’y a pas d’oracle séparateur SEP pour le polyedre du
voyageur de commerce.

4.4 D’optimisation vers Séparation, Polarité

Soit P un polyedre borné & intérieur non vide contenant ’origine des coordonnées en
son intérieur.

P = {z(C), A(L,C)z(C) < b(L)}.

Dans ce cas b(L) > 0. Soit 1(L), le vecteur indicé par L dont toutes les com-
posantes valent 1. On a une représentation équivalente de P par :

P = {z(C), A'(L,C)z(C) < 1(L)}.

Remarque 22: Bien entendu les sommets de P sont les mémes pour les deux écritures,
P est inchangé.

Soit B(L',C) la matrice dont les lignes sont (tous) les sommets de P. Soit @ le
polyedre suivant :

Q ={y(C), B(L',C)y(C) < (L)}

Il est facile de montrer :

Théoreme 16: Les sommets de () sont (toutes) les lignes de A'(L,C). On appelle le
polyedre @ le polaire de P.

Soit. O un oracle polynomial maximisant une fonction linéaire sur P, et soit z(C)
un point de 'espace. Par considération du polyedre polaire on montre aussi :
Théoreme 17: Il y a un algorithme polynomial (que ’on sait construire) pour séparer

z(C) et P.
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4.5 Utilisations Pratiques, Relaxations

Considérons le programme linéaire suivant :

max f(C)z(C),
(P)§ A(L,C)z(C) < b(L),
z(C) > 0.
Soit I C L, considérons le probleme :
max f(C)z(C),
(Pr)§ AU, C)x(C) < b(D),

z(C) > 0.

Remarque 23: Soit Z(C) une solution optimale de Py, si de plus A(L,C)z(C) < b(L),
Z(C) est solution optimale de P.

Appelons J; = {l € L, A(l,C)z(C) > b(l)}.
Lorsque J; # 0, soit J! #0, J! C J;.
Soit y(I) la variable d’écart de I'inégalité [ € L.

Appelons I = {l € I, y(I) de base a l'optimum}. Soit K; C If. Soit Iy C L. On
résoud Pr,. On a alors 'algorithme suivant pour résoudre P :

Tant que J; # 0 faire
Soit Ii+1 = (Iz \Kz) @] le,
141+ 1,
Résoudre Py,

Remarque 24: Si les fonctions économiques décroissent strictement, le nombre de pas-
sages dans la boucle Tant que est fini.

On peut lever 'hypothese de la remarque précédente. Dans la pratique, ce nombre
est en général petit. De plus le nombre de contraintes (effectivement) prises en compte
est souvent trés petit.

Remarque 25: Dans l’algorithme précédent, on n’a pas besoin de connaitre explicite-
ment toutes les inégalités A(l,C)z(C) < b(l), un Oracle polynomial peut nous les
donner. C’est ce qui est fait pour résoudre la relaxation du probleme du voyageur de
commerce composé des seules contraintes :
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max f(C)z(C),

S(L, C)z(C) < b(L),

W 0CY CX, Y cpy)zle) <Y1,
0<z(C) <1

Le probleme de reconnaitre les inégalités violées se réduit ici au probleme du flot
maximum dans un graphe.

5 Conclusion

5.1 Les polyedres dont nous n’avons pas parlé

Nous n’avons parlé, ni du polyedre des cliqgues d’un graphe, ni de celui des stables.

Définition 12: Soit G = (X, E) un graphe, pour ¥ C X, notons E(Y) = {e =
{z,y}, 2,y €Y}
On appelle clique un sous ensemble de sommets Y tel que :
Vz,y €Y, de € E, e = {z,y},
w(G@) = Mazycx|Y|.
On appelle stable un sous ensemble de sommets Y tel que :
EY) =0,
a(G) = Mazxycx|Y].
Soit Yj},j € J, une partition des sommets en cliques. On définit 8(G) = Minl|J|.

Définition 13: Soit G = (X, E) un graphe, on appelle coloration des sommets de G
une partition des sommets en stables Y;,i € I.

v(G@) = Min|I|.

Soit Kx = (X, Eky ) le graphe complet sur X, et soit G = (X, E) un graphe. On
appelle complémentaire de G le graphe G = (X, E) tel que E = Ex, \ E.

Les sommets d’une méme couleur forment un stable, et donc :
7(G) > w(G).
De méme a(G) < 0(G).
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Définition 14: Un graphe G = (X, E) est dit « — par fait (resp.y — par fait) si pour
lui et tous ses sous graphes induits on a :

a(G) = 0(G) (resp.v(G) = w(G)).

En 1970 Lovéasz [51] montre qu’un graphe est a — par fait ssi il est y — par fait. 1l
résoud ainsi la premieére partie d’une conjecture célebre de Berge Gilmore [5].

Soit A(L,C') une matrice telle que VI € L, c € C, A(l,¢c) € {0,1}. considérons les
polyedres définis par :

A(L, C)2(C) > 1,

{ 0 (g a:(C)')( : (16)
A(L,C)z(C) <1,

{ 0 < 2(C) (17)

Définition 15: La matrice A(L, C) est dite idéale, respectivement parfaite, si le polyedre
défini par les inégalités (16), respectivement (17) précédentes a tous ses sommets en-
tiers (et donc 0,1 & cause de second membre 1).

Théoreme 18: [51] Les matrices d’incidence des cliques d’un graphe parfait sont par-
faites.

Remarque 26: [51] Les notions de Matrices parfaites et idéales coincident, bien en-
tendu, pour les matrices, 0,1, totalement unimodulaires.

La situation de ces polyedres (attachés aux matrices parfaites) est curieuse car on
ne sait pas, actuellement, reconnaitre (en temps polynomial) les matrices parfaites.
Ces matrices [15] généralisent les matrices totalement unimodulaires (tous les sous
déterminants valent —1, 0, ou 1) [10] [30], ainsi que les matrices Balancées [6].

En 1978 on avait le méme probleme avec les matrices totalement unimodulaires.
Le théoreme de Seymour [71], et algorithme d’Edmonds et Cunningham [17] ont levé
cette difficulté.

Citons pour finir le travail de Abdellah Ben Rebea [4] qui a caractérisé I'enveloppe
convexe des stables des graphes Quasi Adjoints.

© Investigacién Operativa 1999



60 Maurras, J. F. o Sous les facettes des Polyedres

Définition 16: Soit G = (X, E) un graphe, on appelle Line graph (Graphe adjoint) de
G le graphe G' = (E,H), H ={h = {e,d}, e,d € E, end # 0}.

Définition 17: Soit G = (X, E) un graphe, appelons I'(z) = {y € X, Je € E, e =
{z,y}}. G est dit Presque Biparti [55] [58] si Vz € X, G' = (X \ ['(x), E(X \ I'(z)))
est biparti.

Les graphes Quasi Adjoints sont les complémentaires au sens des arétes des graphes
presque bipartis.

Les graphes adjoints sont quasi adjoints.

Les problemes sur les stables dans ces graphes sont donc une généralisation de
ceux de couplage sur un graphe.

Citons aussi larticle de Vasek Chvétal et Najiba Sbihi [14] dédié & la mémoire
d’Abdellah Ben Rebea.

5.2 Les Résultats dont nous n’avons pas parlé

On n’a pas cité les noms de Gomory [33] [34] et de Bradley [9].

Au début des années 70 un Darticle de Bradley propose de réduire un probléme en
nombres entiers ayant plusieurs contraintes & un probleme d’une seule contrainte. Les
notions de complexité et de réduction sont assez peu familieres a I’époque, et certains
ont pu avoir ’espoir de simplifier le probleme par une telle agrégation. L’article de
Veselov et Shevchenko [72] met un point final & cet essai en montrant que les coeffi-
cients agrégés ont une croissance exponentielle.

On doit ranger dans un registre semblable les résultats de Gomory. Ces travaux
sont précédés par une observation de Dantzig [19] :

Remarque 27: Soit I C C une base optimale d’un programme linéaire. Si la solution
correspondante n’est pas entiere, une solution entiére optimale satisfait nécessairement

I'inégalité :
Z s(i) > 1.
i€O\I

Gomory généralise cette observation en considérant le déterminant de la base et
les coefficients des lignes du tableau des variables hors base, et propose un algorithme
dont il peut prouver loptimalité finie.
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Les performances pratiques de la méthode simplex qui en ont fait son succes
avant méme ’existence de preuves théoriques de son efficacité [8] [69], lui ont laissé
espérer des performances analogues pour cet algorithme dont les performances sont
imprévisibles et souvent mauvaises. Il existe cependant des cas de résultats tres sat-
isfaisants.

Nous n’avons pas parlé de l’algorithme dit LLL [52] qui permet, entre autres, de
retrouver les solutions rationnelles exactes a partir de solutions approchées. Nous
résolvons ce probleme en utilisant une variante de la Méthode Simplex (4).

Nous n’avons parlé qu’indirectement, et dans des cas particuliers, des méthodes
de production de nouvelles inégalités valides et de facettes. Les plus étudiées sont le
lifting, déduire une inégalité & I'ordre n+1 d’une inégalité & I’ordre n, et la composition
d’inégalités, a partir de deux inégalités en produire une troisieme.

5.3 Les Croyances

Les motivations de notre communauté sont & la fois théoriques et pratiques.

Du coté des praticiens, des classes de méthodes heuristiques se sont développées
citons :

1. Le recuit simulé;
2. Les algorithmes Tabu;
3. Les algorithmes génétiques.

Les méthodes exactes ont cependant toujours leurs adeptes et sembles adaptées a
certains types de problemes :

1. Les problemes de flots;
2. Les problemes de multiflots.

Il y a aussi des challenges a relever, avec, par exemple, la taille d’'un tour du
voyageur de commerce. Le record actuel est a plus de 2000 villes ...

Ces méthodes exactes peuvent servir de base a des algorithmes de Branch and
Cut. Pour ceux-ci on a besoin de coupes (Cuts) efficaces. On utilise souvent celles

trouvées dans les résolutions plus ou moins completes des problemes théoriques.

Du coté théorique la croyance qui me semble dominer est que :
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1. La connaissance du polyedre (lié au probléeme combinatoire considéré) rend le
probleme (presque) résolu;

2. Inversement, pour un probleme résolu au moyen d’un algorithme polynomial, le
polyedre correspondant devrait étre connu.

Il n’est pas du tout évident de reconnaitre, lorsqu’on connait sa forme, une inégalité
violée. On peut imaginer que ce probleme soit aussi difficile que celui que 1’on veut
résoudre.

Malgré tous ces obstacles, on feint de croire qu’une connaissance complete du
polyedre du voyageur de commerce impliquerait (P = N'P).

5.4 Les Espoirs

Revenons a ’algorithme de Fourier [31]. Considérons le systéme d’inégalités :
S = {z(C) € R®, A(L,C)~(C) < (L)}
Soit ¢ € C, appelons :
L..={leL,A(l,c) <0},
Lo ={l€eL,A(,c) =0},

Loy ={l€L,A(l,c) > 0}.

Considérons le systéeme S{c} :

A(Leo, C\{cHz(C\ {c}) < b(Leo),

st Vif( N LOC\T }\?M i(LC+’O\{ b (Le )  b(Les) (18)
Le_,C\{c Lot ,C\{c b(Le_ b(Le
(Cowna — T Aae e\ < aarg — anse

Théoreme 19: La restriction de toute solution z(C) de S & C' \ {c} est une solution
de S{¢t. Inversement pour toute solution z(C'\ {c}) de S{¢}, il existe (au moins) une
valeur de z(c) telle que le vecteur z(C) soit solution de S.

La démonstration de ce résultat se fait aisément en considérant une solution par-
ticuliere de St¢} qui ne pourrait exister si intervalle de définition de z(c) était vide.

Remarque 28: L’application répétée de ce procédé fait croitre le nombre d’inégalités
de fagon super exponentielle, et donc non polynomiale.
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C’est ce que l'on vérifie dans [60] oli, entre autres, & partir d’un simplexe de
n? + n + 1 variables, on obtient, apres projections (I’application de la construction
précédente) de n + 1 variables, n"*! facettes.

On peut imaginer une construction inverse.

Les polyedres combinatoires, celui du voyageur de commerce par exemple, ont un
grand nombre de facettes. Celles que I’on connait sont déja en nombre non polynomial.

On peut imaginer qu’il existe un polyedre, dans un espace ayant un certain nombre
de dimensions supplémentaires, dont ce polyedre est la projection. Ce polyedre pour-
rait n’avoir qu’un nombre simplement polynomial d’inégalités. Connaitre ce polyedre
impliquerait que P = N'P.

Je crois savoir qu’il y a quelques résultats de ce type, mais je n’en ai aucune
référence.
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