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Abstract

In this survey we describe some results on combinatorial polyhedra and their applications

in optimization. We begin by recalling the Simplex method, then we give some elementary

properties of polyhedra, particularly the Weyl theorem. We thus introduce the combinatorial

polyhedra, we give the characterization of the convex hull of the independant subsets common

to two matroids on the same set. We thus give the description of the classical approxima-

tion of the travelling salesman polyhedron. We thus describe some interior point methods,

and deduce, in one important practical case, the polynomial equivalence between separation

and optimization on polyhedra. We end this survey noting some other points of view on

combinatorial optimization.

Resum�e

Dans cet article on passe en revue quelques r�esultats sur les poly�edres combinatoires et leurs

applications en optimisation. Nous commen�cons par un rappel de la m�ethode Simplex, nous

donnons alors quelques propri�et�es �el�ementaires des poly�edres, le th�eor�eme de Weyl notam-

ment. Nous introduisons alors les poly�edres combinatoires, nous donnons la caract�erisation

de l'enveloppe convexe des parties libres communes �a deux matro��des sur le même ensemble.

Nous donnons alors la description de l'approximation classique du poly�edre du voyageur de

commerce. Nous d�ecrivons ensuite certaines m�ethodes int�erieures, nous en d�eduisons, dans

un cas particulier important, l'�equivalence polynomiale entre s�eparer un point d'un poly�edre et

optimiser sur celui-ci. Nous terminons cette revue en d�ecrivant un certains nombres d'autres

points de vue sur l'optimisation combinatoire.

1 Introduction

L'�etude des poly�edres est tr�es ancienne. Sans chercher l'exhaustivit�e historique, citons

tout de même Platon [66] et Descartes [21], qui �etudient tout particuli�erement les
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Poly�edres R�eguliers. Plus proches de nous Monge [62], le premier, r�esoud des Pro-

grammes Lin�eaires particuliers, puis Fourier [31], �a la mani�ere de Gauss, r�esoud des

syst�emes d'in�egalit�es, et Euler [29] donne, pour les poly�edres de R3 , l'Identit�e d'Euler,
bien connue de ceux qui �etudient les graphes planaires. L'�etude des poly�edres continue

dans la premi�ere moiti�e de notre si�ecle avec, en particulier, Weyl [74] et Carath�eodory

[12]. Depuis la �n de la seconde guerre mondiale l'�etude des poly�edres est devenue un

des th�emes centraux de la recherche appliqu�ee. Je vais essayer dans cette pr�esentation

d'en donner les (des) raisons.

Je vois essentiellement trois dates et quatre articles :

1. 1949 et l'article de G.B. Dantzig [18] d�ecrivant la m�ethode Simplex;

2. 1965 et les articles de J.R. Edmonds introduisant la complexit�e des algorithmes

[24] et un poly�edre �a sommets 0; 1 [25];

3. 1979 et l'article de L.G. Khachian [44] qui d�ecrit la m�ethode de l'ellipso��de pour

r�esoudre les Programmes Lin�eaires en temps Polynomial.

Ce dernier article avait d'ailleurs �et�e pr�ec�ed�e d'une note E.D.F. de votre servi-

teur suivie d'un article soumis en 1978 [56] [57] [59] qui d�ecrivaient, dans l'esprit de

Khachian, un algorithme polynomial pour r�esoudre les programmes lin�eaires dont la

matrice des contraintes est Totalement Unimodulaire. Dans ces papiers, en partic-

ulier, on s'attachait �a d�ecrire le moyen d'obtenir, en temps polynomial, une solution

exacte �a partir d'une solution approch�ee.

On peut aussi consid�erer les poly�edres dans un autre esprit et �etudier les probl�emes

de :

1. Classi�cation et �enum�eration des poly�edres. �Etude du treillis des faces d'un

poly�edre, de son graphe des arêtes : : :

2. Repr�esentation dans Q , l'espace vectoriel de dimension d sur le corps Q des

rationnels, de poly�edres dont le treillis des faces est donn�e. Un exemple de

Micha Perles [65] montre qu'il existe des poly�edres non repr�esentables dans Q ;

3. Borne sup�erieure, pour un nombre de sommets s et une dimension d'espace d

donn�es : quel est le nombre maximum de facettes d'une classe de poly�edres.

La r�eponse a �et�e donn�ee par P. McMullen [53] qui montre que ce nombre est

celui du poly�edre enveloppe convexe de s points pris sur la courbe (gauche)

(t; t2; : : : ; td). Une preuve d'une g�en�eralisation de ce r�esultat peut être trouv�ee

dans Teissier [73].

Pour tout ces probl�emes, la r�ef�erence est l'ouvrage de B. Gr�unbaum [39] : Convex

Polytopes. L'ouvrage de Bair et Fourneau constitue une bonne r�ef�erence en fran�cais

[2]. Celui de Yemelichev, Kovalev et Krastov [76] �etablit le premier un lien entre ces
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consid�erations th�eoriques sur les poly�edres et la Programmation Combinatoire.

On parle de Poly�edres et de Polytopes. Un poly�edre est l'intersection d'un nombre

�ni de demi-espaces, un polytope est l'enveloppe convexe d'un nombre �ni de points.

On d�emontre que polytopes et poly�edres born�es sont les mêmes objets.

On pourrait consid�erer aussi le probl�eme de la borne sup�erieure pour les polytopes

dont l'ensemble des sommets est un sous ensemble de celui des sommets du cube unit�e.
�A ma connaissance, il n'y a pas de conjecture pour ce probl�eme : : :

2 M�ethode Simplex et Cons�equences

Par d�e�nition, un Programme Lin�eaire se pr�esente sous la forme suivante :

8<
:

max f(C)x(C);

A(L;C)x(C) = b(L);

x(C) � 0:

(1)

Nous utilisons une notation fonctionnelle pour repr�esenter les matrices. Bien qu'un

peu plus lourde, cette notation a, selon nous, de multiples avantages, tant pratiques

que th�eoriques. Ce qui di��erencie un tel probl�eme d'un syst�eme lin�eaire, plus que la

fonction �a maximiser, ce sont les in�egalit�es x(C) � 0.

On suppose toujours que les lignes de A(L;C) sont lin�eairement ind�ependantes.

On peut, moyennant le rajout de variables (non-n�egatives) de valorisations nulles,

transformer tout probl�eme de maximisation (ou minimisation) lin�eaire portant sur un

domaine d�e�ni par des �egalit�es ou des in�egalit�es (au sens large) en un probl�eme de la

forme (1).

D�e�nition 1: On appelle base I un sous ensemble I � C tel que A(L; I) soit carr�ee et

r�eguli�ere.

2.1 Une Transformation �El�ementaire

Soit I une base. On ne change pas l'ensemble des solutions du syst�eme A(L;C)x(C) =

b(L) en multipliant chacun de ses membres, �a gauche, par une matrice r�eguli�ere. En

e�et, un tel produit n'est rien d'autre qu'une succession d'op�eration l�egales, et, comme

multiplier le syst�eme obtenu par la matrice inverse nous redonne le syst�eme initial,
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les deux syst�emes sont �equivalents. Pr�emultiplions donc les deux membres de cette

�egalit�e par A(L; I)�1, on aura :

x(I) = A(L; I)�1 � b(L)�A(L; I)�1 �A(L;C n I)� x(C n I):

Nous avons ainsi exprim�e les variables de base x(I) en fonction des variables hors

base x(C n I). Posons :

�
b(I) = A(L; I)�1 � b(L); (2)

�
A(I; C n I) = A(L; I)�1 �A(L;C n I):

D'o�u :

x(I) = �
b(I)� �

A(I; C n I)� x(C n I):

Utilisons cette �elimination pour exprimer f(C)x(C) en fonction uniquement de

x(C n I) :

f(C)x(C) = f(I)� �
b(I) + (f(C n I)� f(I)� �

A(I; C n I))� x(C n I):

On pose alors :

�
f(C n I) = f(C n I)� f(I)�A(L; I)�1 �A(L;C n I):

Remarque 1: On a autant de formes de la fonction �economique que de bases. Cepen-

dant ces fonctions �economiques ne co��ncident que dans la vari�et�e lin�eaire (l'ensemble

des solutions de) d�e�nie par Ax = b.

D�e�nition 2: On appelle solution (r�ealisable) un vecteur x 2 RC tel que : Ax = b et

x � 0.

D�e�nition 3: On appelle solution r�ealisable de base un vecteur x 2 RC qui est une

solution, et tel qu'il existe une base I telle que x(C n I) = 0.

D�e�nition 4: Consid�erons un syst�eme d'in�egalit�es mises toutes dans le même sens.

On appelle In�egalit�e cons�equence, ou tout simplement Cons�equence de ce syst�eme

une combinaison lin�eaire �a coe�cients non n�egatifs de ces in�egalit�es.
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Th�eor�eme 1: Soit I une base telle que x̂(C) = (�b(I); 0(CnI)) est une solution r�ealisable

de base; si de plus �
f(CnI) � 0, alors pour toute solution x on a f(C)x(C) � f(C)x̂(C).

D�emonstration :

Exprimons f(C)x(C) dans la base I pr�ec�edente (optimale?). On a :

f(C)x(C) = f(I)�b(I) + �
f(C n I)x(C n I);

f(C)x̂(C) = f(I)�b(I):

Leur di��erence, fx̂ � fx, est donc �
f(C n I)(�x(C n I)). Les deux vecteurs de ce

produit sont des vecteurs non-positifs, leur produit est donc lui aussi non-n�egatif.

2.2 Le Petit Programme

Soit �a r�esoudre le programme suivant pour lequel I est une base r�ealisable :

8<
:

maxx(s);

U(I; I)x(I) + �
A(I; s)x(s) = �

b(I);

x(C); x(s) � 0:

(3)

La solution x(I) = �
b(I); x(s) = 0 est donc une solution r�ealisable de base. Les

seules conditions sur x(s) sont x(s) � 0, et celles induites par x(i) � 0;8i 2 I .

La premi�ere de ces conditions n'est pas une borne sup�erieure de x(s). �Ecrivons la

deuxi�eme pour l'indice i :

x(i) = �
b(i)� �

A(i; s)x(s) � 0:

Comme x(s) � 0 et �b(i) � 0, si �
A(i; s) � 0, cette condition est toujours satisfaite.

En cons�equence lorsque �
A(i; s) > 0, on a :

x(s) �
�
b(i)
�
A(i; s)

:

Et donc :

x(s) � min
�A(i;s)>0

(
�
b(i)
�
A(i; s)

):

Lorsque ce minimum existe, il est atteint pour au moins une valeur r de i.

x̂(s) =
�
b(r)
�
A(r; s)

= min
�A(i;s)>0

(
�
b(i)
�
A(i; s)

):

Remarque 2: L'ensemble I 0, I 0 = (I n frg) [ fsg, est une base r�ealisable.
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En e�et, d'une part la matrice (U(I; I n frg); �A(I; s)) est triangulaire (il su�t de

num�eroter r, resp. s, en dernier). Elle est donc carr�ee et r�eguli�ere. D'autre part la

solution correspondante :

x̂(s); x̂(I) = �
b(I)� �

A(I; s)x̂(s);

est une solution r�ealisable de base, car :

x̂(r) = �
b(r) � �

A(r; s)
�
b(r)
�
A(r; s)

= 0:

2.3 L'algorithme du Simplex

On suppose initialement connue une solution r�ealisable de base x, correspondant �a la

base I .

Par le simple rajout de variables auxiliaires de d�epart, on peut avoir, au moyen de

cet algorithme, une telle solution de d�epart. On utilise donc cet algorithme, sur des

donn�ees (un peu) di��erentes, pour trouver cette solution.

Tant que 9 s 2 C n I tel que �
f(s) > 0 faire

R�esoudre le petit programme correspondant;

Si on a une solution infinie : Stop;

Sinon I  (I n frg) [ fsg:

(4)

On a d�ej�a vu lors de l'�etude du petit programme que lorsque l'on ne trouve pas de

r 2 I , alors x(s) peut prendre une valeur +1. Comme f(x) = f(I)�b(I) + �
f(s)x(s),

et que �
f(s) > 0, la fonction �economique prend elle aussi une valeur +1, et notre

fonction est bien maximis�ee par cette valeur.

Th�eor�eme 2: Si les x(r) rencontr�es au cours de l'algorithme sont tous positifs, alors cet

algorithme s'arrête au bout d'un nombre �ni d'it�erations avec une solution optimale

de notre probl�eme.

D�emonstration

Appelons It la base de l'it�eration t de notre algorithme. Les valeurs des fonc-

tions �economiques des it�erations t et t + 1, di��erent, exprim�ees dans la base It, de
�
f(s)x(s). Le fait de repasser dans le "tant que" de notre algorithme implique �

f(s) > 0,

l'hypoth�ese du th�eor�eme pr�ec�edent implique x(s) > 0. On a donc �
f(s)x(s) > 0, et en

notant xt la solution (r�ealisable de base) de l'it�eration t on a :

f(C)xt(C) < f(C)xt+1(C):
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Remarque 3: On ne peut pas rencontrer deux fois la même base (aux it�erations t et

t+ k).

En e�et, sinon on aurait :

f(C)xt(C) = f(It)�b(It) = f(It+k)�b(It+k) = f(C)xt+k(C):

D'autre part on a :

f(C)xt(C) < f(C)xt+1(C) < : : : < f(C)xt+k(C) (= f(C)xt(C));

c'est une contradiction.

Comme le nombre de bases est �ni (< (
jLj

jCj
)), on ne passe qu'un nombre �ni de

fois dans la boucle "tant que".

Remarque 4: On ne peut sortir de la boucle "tant que" que si sa condition n'est pas

satisfaite. La solution ralisable de base correspondante satifait alors les conditions du

th�eor�eme d'optimalit�e 1, ce qui d�emontre le th�eor�eme.

Un grand nombre d'arguments, dits de non d�eg�en�erescence, permettent de lever

l'hypoth�ese faite dans l'�enonc�e du th�eor�eme 2. Nous ne les d�evelopperons pas ici.

2.4 Sommets et Solutions R�ealisables de Base

D�e�nition 5: Consid�erons, pour i 2 L; jLj < +1, les demi-espaces Di :

Di = fx 2 R
C
; A (i; C )x(C ) � (i)g:

On appelle poly�edre P l'intersection �nie de ces demi-espaces.

P =
\
i2L

Di:

Un point x 2 P est dit int�erieur, si 8i 2 L; A(i; C)x(C) < b(i).

Un point x 2 P est dit point fronti�ere, si 9i 2 L;A(i; C)x(C) = b(i):

Un point x 2 P est dit point extrême, si 8y; z 2 P; x =2]y; z[:

On va tout d'abord lier cette notion de point extrême avec celle de solution

r�ealisable de base.
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Th�eor�eme 3: Soit P = fx(C); A(L;C)x(C) = b(L); x(C) � 0g un poly�edre. L'ensemble

des points extrêmes de P co��ncide avec l'ensemble des solutions r�ealisables de base

distinctes du syst�eme :

�
A(L;C)x(C) = b(L);

x(C) � 0:

Preuve :

Soit (x(I); 0) une solution r�ealisable de base :

x(I) = A(L; I)�1b(L); x(C n I) = 0:

Supposons qu'il existe y � 0 et z � 0 avec A(L;C)y(C) = A(L;C)z(C) = b(L),

et tels que x(C) 2]y; z[,

x(C) = �y + �z; �; � > 0:

Dans la base I on a donc n�ecessairement :

y(C) = (y(I); 0) et z(C) = (z(I); 0):

On a donc x(C) = y(C) = z(C), une contradiction.

Inversement soit x(C) un point extrême, montrons qu'il existe une base Î telle que

x(C n Î) = 0.

Soit I une base quelconque, exprimons x(C) dans cette base. Si x(C nI) = 0, c'est

une solution r�ealisable de base pour cette base I .

Sinon soit j 2 C n I tel que x(j) > 0.

Si x(j) peut �a la fois crô�tre et d�ecrô�tre la solution restant r�ealisable, on trouve

deux solutions dont x(C) est combinaison convexe, ce qui est impossible car x(C)

est point extrême. Dans un des deux sens au moins, tout accroissement implique un

changement de base qui ne modi�e pas la solution. E�ectuons ce changement de base;

il y a alors une variable hors base de plus nulle. Ce proc�ed�e se r�ep�ete sans changer la

solution, tant qu'il y a une variable hors base non nulle.

A la �n on a une base Î telle que x(C) est solution r�ealisable dans cette base. 2

Th�eor�eme 4: Soit P un poly�edre born�e, tout point x(C) de P appartient �a l'enveloppe

convexe de ses points extrêmes et r�eciproquement.
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Preuve :

On consid�ere le poly�edre (born�e) P d�e�ni par les in�egalit�es suivantes :

�
A(L;C)x(C) = b(L);

x(C) � 0:
(5)

Soit X = fx(k; C); k 2 Kg, l'ensemble de ses points extrêmes.

K qui a un nombre d'�el�ements au plus �egal au nombre des bases r�ealisables est,

bien entendu, �ni.

Consid�erons une combinaison convexe x̂(C) de ces points extrêmes :

x̂(C) =
X
k2K

�(k)x(k; C); avec
X
k2K

�(k) = 1; et �(K) � 0:

On a donc :

A(L;C)x̂(C) = b(L); et x̂(C) � 0;

x̂(C) est donc solution de (5).

Inversement, soit x̂(C) une solution de notre syst�eme; nous allons montrer qu'il

existe J � K tel que :

x̂(C) =
X
j2J

�(i)x(j; C); avec
X
j2J

�(j) = 1; et �(J) > 0:

Exprimons x̂(C) dans une base I. Si 8i 2 C n I; x̂(i) = 0, x̂(C) est une solution

r�ealisable de base, et donc le th�eor�eme est d�emontr�e.

Sinon, soit s 2 C n I et x̂(s) > 0.

Consid�erons les deux solutions x̂s(C) et x̂s(C) obtenues en faisant crô�tre, respec-

tivement d�ecrô�tre x̂(s) du maximum possible. Les seules contraintes sur les variables

de base (et sur x̂(s)) �etant les contraintes de non-n�egativit�e, on obtient dans les deux

cas une nouvelle base contenant une variable hors base de plus nulle.

P �etant born�e, ces deux bases existent. Les solutions obtenues peuvent, �eventuel-

lement, être identiques. Les trois points x̂s(C), x̂(C) et x̂
s(C) �etant align�es, x̂(C)

est combinaison convexe des deux autres. Les deux coe�cients de cette combinaison

sont, lorsque les deux points x̂s(C) et x̂
s(C) sont di��erents :

(x̂(s)� x̂s(s))=(x̂
s(s)� x̂s(s)) et (x̂

s(s)� x̂(s))=(x̂s(s)� x̂s(s)):

En r�ep�etant ce proc�ed�e �a partir de x̂s(C) et de x̂
s(C), on va obtenir des solutions

ayant deux variables hors base nulles de plus que x̂(C), et ainsi de suite, pour obtenir
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en�n des solutions r�ealisables de base. x̂(C) sera donc combinaison convexe de : : :

de combinaisons convexes de ces solutions r�ealisables de base, et ce en nombre �ni,

et donc x̂(C) est combinaison convexe de solutions r�ealisables de base, ce qu'il fallait

d�emontrer. 2

On vient de voir que tout point d'un poly�edre born�e est combinaison convexe de

ses points extrêmes. En exprimant le point x̂(C), combinaison convexe de points

extrêmes, comme l'ensemble des solutions d'un Programme lin�eaire en �(K), puis

en remarquant que le nombre de colonnes d'une base d'un tel probl�eme (born�e) est

jCj + 1, on d�emontre le th�eor�eme de Carath�eodory [12]. D�emontrons �a pr�esent le

th�eor�eme de Weyl.

Th�eor�eme 5: L'enveloppe convexe d'un nombre �ni de points est un poly�edre born�e.

Preuve :

Soit x̂(C) solution du syst�eme :

8<
:

�(K)x(K;C) = x̂(C);P
k2K �(k) = 1;

�(K) � 0:

Cet ensemble d'in�egalit�es d�e�nit un poly�edre en � et x̂. Ce poly�edre �etant born�e,

l'algorithme de Fourier Kuhn Motzkin (voir plus loin 5.4), permet d'�eliminer toutes

les variables �, et donc fournit un syst�eme d'in�egalit�es en x̂ auxquelles satisfait tout

x̂ satisfaisant les conditions du syst�eme pr�ec�edent et r�eciproquement. Le th�eor�eme

est donc d�emontr�e. 2

3 Complexit�e et Poly�edres �a sommets 0; 1

En 1965 dans la section Digression de son article Paths, Trees, and Flowers [24],

Jack Edmonds introduit la notion de Complexit�e des Algorithmes. Comme tout le

monde le sait le but de cet article est de d�ecrire un algorithme polynomial pour

trouver un Couplage M maximum dans un graphe G = (X;E).

D�e�nition 6: Un ensemble d'arêtes M � E, est appel�e Couplage, si 8e 6= e
0 2M; e \

e
0 = ;.

En fait, il y d�ecrit un moyen de trouver l'arbre des châ�nes augmentantes ayant

pour origine un sommet insatur�e donn�e.
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Dans cette section, il introduit la notion d'algorithme polynomial. En particulier,

il y justi�e le fait que l'on puisse s'int�eresser au fait qu'un algorithme soit better-than-

�nite.

Deux articles vont suivre [25] [26]. Dans le premier, Jack Edmonds d�ecrit l'envelo-

ppe convexe des fonctions caract�eristiques des Couplages d'un graphe, il d�ecrit donc

un poly�edre dont les sommets ont des coordonn�ees 0; 1; dans le second il introduit,

entre autres la notion de probl�eme NP .

D�e�nition 7: Un probl�eme de d�ecision (tel objet d�ecrit par les donn�ees I a-t-il telle

propri�et�e) est dit NP s'il existe un algorithme polynomial permettant de v�eri�er si

l'objet a bien cette propri�et�e.

Cette simple chronologie nous montre que d�es l'introduction de la notion (formelle)

de complexit�e des algorithmes, Poly�edres Combinatoires et Algorithmes Polynomiaux

sont li�es.

3.1 Les Probl�emes Combinatoires

Comment fait on correspondre un poly�edre �a un probl�eme combinatoire ?

Quels sont les probl�emes combinatoires qui nous int�eressent ?

Il s'agit des probl�emes concernant un sous ensemble F de l'ensemble des parties,

P(E), d'un ensemble �ni E.

�A un �el�ement F 2 F , on fait correspondre sa fonction caract�eristique f 2 f0; 1gE.

8e 2 F; f(e) = 1;8e =2 F; f(e) = 0:

Le poly�edre qui nous int�eresse est l'enveloppe convexe des fonctions f . Pour ces

enveloppes convexes on peut se restreindre �a QE .

Il est trivial de remarquer que les sommets de ce poly�edre P sont en bijection avec

les �el�ements F 2 F .

Dans l'algorithme d�ecrit en [25] qui trouve le couplage M de poids w(M) =P
e2M w(e) maximum, Jack Edmonds utilise intensivement ce poly�edre.

Parmi les r�esultats les plus int�eressants sur les poly�edres combinatoires, il y a

la description de l'enveloppe convexe des parties libres communes �a deux matro��des

d�e�nis sur le même ensemble �ni E.
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3.2 Matro��des

D�e�nition 8: Soit E un ensemble �ni, on appelle matro��de sur E le coupleM = (E;F),

dans lequel F � P(E), et dont les �el�ements, appel�es libres ou ind�ependants, poss�edent

les propri�et�es suivantes :

8e 2 E; feg 2 F ; (sinon on pourrait supprimer ces �el�ements de E); (6)

8F 2 F ; 8F 0 � F; F
0 2 F (h�er�edit�e); (7)

8A � E; 8F; F 0 � A; jF j < jF 0j; F; F 0 2 F ; 9e 2 F 0 n F; F [ feg 2 F

(base incompl�ete):
(8)

La notion de matro��de a �et�e introduite en 1935 par Hasler Whitney [75] pour ax-

iomatiser la notion d'ind�ependance lin�eaire. Le lecteur v�eri�era ais�ement que lorsque

E est l'ensemble des (indices de) colonnes d'une matriceA(L;E) dont les �el�ements sont

d�e�nis sur un corps K, l'ensemble F des sous ensembles F � E libres (lin�eairement

ind�ependants) des colonnes de A(L;C) satisfait la d�e�nition pr�ec�edente. Une ques-

tion importante de cette th�eorie, mais tout �a fait ind�ependante de notre sujet, �etait

celle de l'existence de matro��des qui ne puissent pas être repr�esent�es comme ceux des

libres des colonnes de matrices.

Une r�eponse a�rmative a �et�e donn�ee �a cette question par une construction �a partir

de la con�guration de D�esargues [70]. Voir par exemple J.C. Fournier [32] sur ce sujet.

On consid�ere �a pr�esent deux structures de matro��des sur le même ensemble E,

M1 = (E;F1) et M2 = (E;F2).

Les Arborescences d'un Graphe orient�e G = (X;U) sont un exemple important de

cette structure.

D�e�nition 9: Soit G = (X;U) un graphe orient�e, r 2 X un sommet particulier de G.

Une Arborescence A = (X;U 0) de racine r est un sous graphe de G tel que :

1. A est sans cycle,

2. 8x 2 X; x 6= r; j�+(x)j = 1, (�+(x) = fu 2 U
0
; u = (y; x)g):

Appelons S(X;U) la matrice d'incidence de ce graphe orient�e. Multipli�ee �a droite

par �(U), les lignes de ce produit repr�esentent les lois de conservation du flot �(U)

en les sommets (1i�ere loi de Kirchho�).

Appelons B(X n frg; U) la matrice dont les �el�ements de la ligne x valent :

8u 2 �+(x); B(x; u) = 1; 8u =2 �+(x); B(x; u) = 0:

�A une arborescence on peut faire correspondre deux matro��des sur U :
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1. M1 = (E;F1), F1 = fV � U; S(X;V ) libreg;

2. M2 = (E;F2), F2 = fV � U; B(X;V ) libreg;

Remarque 5: Soit F une partie libre pour chacun des deux matro��des, telle que jF j =

jX j � 1 (elle est maximum).

La partie F correspond �a une arborescence.

Avant de poursuivre l'�etude de l'enveloppe convexe des (fonctions caract�eristiques

des) parties libres communes �a deux structures de matro��des sur E, introduisons une

autre axiomatique des matro��des, l'axiomatique du rang.

3.2.1 L'axiomatique du Rang

Pour A � E; r(A) = maxF�A; F2F(jF j). On appelle r(A) le rang de A.

Th�eor�eme 6: Le troisi�eme axiome de d�e�nition d'un matro��de (8) est �equivalent au

suivant :

8A;B � E; r(A) + r(B) � r(A [ B) + r(A \B): (9)

Preuve :

Montrons que (9) implique (8).

Soient F; F 0 2 F ; jF j < jF 0j. Posons F 0 = (F \ F 0) [G. Par (9) on a :

r(F [G) + r(F 0 [G) � r(F [ F 0 [G) + r((F \ F 0) [G);

et donc :

r(F [G) � r(F [ F 0) � r(F 0);

et comme jF j < jF 0j :

r(F [G) > jF j:

Montrons que cette derni�ere in�egalit�e implique qu'il existe e 2 G tel que F [feg 2

F .

Supposons donc que 8e 2 G; r(F [ feg) � r(F ). Soient e 6= e
0 2 G, par (9) on a :

2r(F ) � r(F [ feg) + r(F [ fe0g) � r(F [ feg [ fe0g) + r(F ); d0o�u :

r(F ) � r(F [ feg [ fe0g):
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On peut recommencer avec e00 6= e; e
0
;2 G, et de proche en proche on obtient :

r(F ) � r(F [G) > jF j;

une contradiction. 2

Inversement montrons que (8) entraine (9).

Preuve :

Supposons que l'on ait (8) et non (9) :

8A � E; 8F; F 0 � A; jF j < jF 0j; F; F 0 2 F ; 9e 2 F 0 n F; F [ feg 2 F ;

et 9A;B � E; r(A) + r(B) < r(A [ B) + r(A \ B):

Soient F , respectivement F 0 deux libres maximaux de A, respectivement B, construits

par (8) �a partir d'un libre maximum G de A \B. On pose :

F = G [H; F 0 = G [H 0
; r(A) = jGj+ jH j; r(B) = jGj+ jH 0j:

On a donc : jF [ F 0j = r(A) + r(B) � r(A \ B):

Montrons que r(A [ B) = jF [ F 0j.

Soit J un libre maximum de A [ B construit �a partir de G. On a :

jJ \ Aj � jF j; jJ \ Bj � jF 0j:

On peut poser J \ A = G [K et J \ B = G [K 0,et donc r(A [ B) � jF [ F 0j, une

contradiction avec l'hypoth�ese faite. 2

3.2.2 Poly�edre des Libres Communs �a deux Matro��des

Th�eor�eme 7: L'enveloppe convexe des fonctions caract�eristiques des parties libres com-

munes aux deux matro��des M1 et M2 est donn�ee par :

�
8A � E;

P
e2A x(e) �Min(r1(A); r2(A));

8e 2 E; x(e) � 0:
(10)
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Preuve :

Soit x(E) un sommet du poly�edre d�e�ni par les in�egalit�es pr�ec�edentes. Appelons I1,

respectivement I2 l'ensemble de ces in�egalit�es satisfaites �a l'�egalit�e en ce point x(E)

pour le matro��de M1, respectivement M2. Consid�erons deux in�egalit�es A et B de I1.

On a : X
e2A

x(e) = r1(A);
X
e2B

x(e) = r1(B):

L'axiome (9) entraine :

r(A [ B) + r(A \ B) �
X
e2A

x(e) +
X
e2B

x(e) = r1(A) + r1(B):

Comme eqrefconv2 reste vrai, on a
P

e2A[B x(e) = r1(A [ B) et
P

e2A\B x(e) =

r1(A \ B), et donc :

X
e2A[B

x(e) +
X

e2A\B

x(e) � r1(A [ B) + r1(A \ B) �
X
e2A

x(e) +
X
e2B

x(e):

On a donc :

X
e2A[B

x(e) +
X

e2A\B

x(e) = r1(A [ B) + r1(A \B);

X
e2A[B

x(e) = r1(A [ B);
X

e2A\B

x(e) = r1(A \ B):

Remarque 6: Ces deux derni�eres �egalit�es sont �equivalentes aux deux premi�eres. De

plus le support (ensemble des coe�cients non nuls) de la seconde est inclus dans celui

de la premi�ere.

Supposons donc que l'on ait pu trouver un syst�eme �equivalent aux k premi�eres

�egalit�es tel que le support de la (j +1)i�eme (nouvelle) �egalit�e soit inclus dans celui de

la j�eme. Montrons que l'on peut en d�eduire un syst�eme poss�edant la même propri�et�e

d'inclusion des supports,�equivalent aux k + 1 premi�eres �egalit�es.

Remarque 7: Soit C cette nouvelle �egalit�e. Supposons que B � A, alors (B [ C) �

(A [ C), de même (B \ C) � (A \ C).

Remarque 8: Soit �a pr�esent A l'�egalit�e au plus grand support, B celle au plus petit,

alors (A \ C) � (B [ C).
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En e�et (A \ C) � C � (B [ C).

�A partir de ce syst�eme (d'�egalit�es) on construit un nouveau syst�eme �equivalent,

par di��erence deux �a deux de deux in�egalit�es cons�ecutives pour obtenir un syst�eme

�equivalent o�u les in�egalit�es ont leurs supports disjoints.

On obtient ainsi deux syst�emes d'�egalit�es �a supports disjoints. Un pour les �egalit�es

correspondant �a chaque matro��de.

Ces deux syst�emes sont ceux de la matrice d'incidence d'un graphe biparti, les

seconds membres sont entiers, la solution x(E) ne peut donc avoir que des coordonn�ees

enti�eres, et donc f0; 1g. 2

3.3 Le Poly�edre du Voyageur de Commerce

Le probl�eme du Voyageur de Commerce est NP-Complet [46]. C'est aussi un probl�eme

de partie libre commune �a trois matro��des sur le même ensemble U .

Soit G = (X;U) un graphe orient�e. Appelons �+(x; F ), respectivement ��(x; F ),

�+(x; F ) = fu 2 F; u = (y; x)g est l'ensemble des arcs de F ayant leur extr�emit�e en

x, ��(x; F ) = fu 2 F; u = (x; y)g est l'ensemble des arcs de F ayant leur origine en

x. Soit T � U un arbre de G [7], appelons arbre �a racine A les sous ensembles d'arcs

de G form�es d'un arbre et d'un arc, A = T [ fug; u =2 T . Sur son ensemble d'arcs U

on va d�e�nir trois matro��des :

M1 = (U;F1); F1 = fF � U; 8x 2 X; j�+(x; F )j � 1g;

M2 = (U;F2); F2 = fF � U; 8x 2 X; j��(x; F )j � 1g;

M3 = (U;F3); F3 = f9A; F � Ag:

On v�eri�e que la d�e�nition du troisi�eme matro��de satisfait l'axiome 8 de d�e�nition

d'un matro��de.

Remarque 9: Les cycles Hamiltoniens, ceux qui permettent de d�e�nir un tour du

voyageur de commerce, c'est �a dire ceux qui passent par chacun des sommets une

fois, correspondent aux parties F , libres communes �a ces trois matro��des, telles que

jF j = jX j.
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Remarque 10: On ne peut toutefois pas en d�eduire que le probl�eme de la partie

libre maximum commune �a trois matro��des d�e�nis sur le même ensemble E est

NP � Complet. Il n'est d'ailleurs pas NP . On ne sait pas donner dans le cas

g�en�eral la complexit�e du probl�eme : Reconnâ�tre si F est dans F .

Remarque 11: Pour les mêmes raisons on n'a rien dit du probl�eme de la partie libre

maximum commune �a deux matro��des d�e�nis sur le même ensemble E.

Revenons au probl�eme du voyageur de commerce sur un graphe G = (X;E) non

orient�e. Dans le probl�eme du voyageur de commerce, non seulement on veut obtenir

un tour, mais le tour le plus court. Pour cela on d�e�nit des longueurs sur les arêtes :

8e 2 E; l(e) 2 Z:

On peut alors consid�erer le graphe complet Kn. On �etudie l'enveloppe convexe P

des fonctions caract�eristiques des cycles Hamiltoniens (CH en bref) du graphe com-

plet.

Nous ne connaissons qu'une approximation de P . Nous n'allons pas ici faire une

�etude compl�ete des facettes connues de ce poly�edre, des ouvrages complets sont con-

sacr�es �a ce sujet [49] [35], mais pr�esenter les premiers r�esultats sur cette enveloppe

convexe [20] [40] [41] [54] [38] [16].

Soit S(X;E) la matrice d'incidence de G :

8e = fx; yg; (ou fy; xg); S(x; e) = 1; 8e = fz; yg; S(x; e) = 0:

Un point x(E) de P est, bien entendu, solution de l'�equation matricielle :

S(X;E)x(E) = 2:

Th�eor�eme 8: [54] [38] Les fonctions caract�eristiques des cycles Hamiltoniens du graphe

complet engendrent la vari�et�e lin�eaire d�e�nie par S(X;E)x(E) = 2:

Preuve :

En d'autre termes il n'y a pas de plus petite vari�et�e lin�eaire contenant tous les CH

du graphe complet.

Supposons donc que l'a�rmation pr�ec�edente ne soit pas vraie. Il existe donc une

sous vari�et�e contenant tous les CH d�e�nie par :

S(X;E)x(E) = 2;

�(E)x(E) = �:
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Identi�ons l'ensemble X des sommets de G et f1; 2; : : : ; ng. Consid�erons le graphe

H = (X;F ) :

F = ff2; 3g; e = f1; ig; 8i 2 Xg:

Remarque 12: La matrice S(X;F ) est carr�ee et r�eguli�ere.

Il su�t pour s'en convaincre de remarquer que la matrice d'incidence d'un cycle

de longueur 3 est r�eguli�ere. Son d�eterminant vaut 2.

On peut donc avoir une �egalit�e �equivalente �a S(X;E)x(E) = 2 en multipliant �a

gauche cette �egalit�e par S(X;F )�1, on obtient une �egalit�e �equivalente �
S(F;E)x(E) =

�.

�
S(F; F ) est une matrice identit�e. On peut ajouter des multiples des lignes de cette

�egalit�e �a l'�egalit�e �(E)x(E) = �, de telle fa�con que 8e 2 F; �(e) = 0. Cette derni�ere

�egalit�e se r�e�ecrit donc (avec les nouvelles valeurs des � et de �) :

0(F )x(F ) + �(E n F )x(E n F ) = �:

Consid�erons les deux cycles Hamiltoniens partageant la même châ�ne entre le som-

met 3 et le sommet i, et respectivement les arêtes :(f3; 1g; f1; 2g; f2; ig), et (f3; 2g; f2; 1g;

f1; ig). Les fonctions caract�eristiques de ces deux CH satisfont cette �egalit�e. �Ecrivons

l'�egalit�e des valeurs de ces fonctions. Nous n'�ecrivons pas la valeur sur les châ�nes

communes. On a :

�f3;1g + �f1;2g + �f2;ig = �f3;2g + �f2;1g + �f1;ig:

On a donc, compte tenu des valeurs des �, �f2;ig = 0.

On recommence en faisant jouer aux sommets 1; 2; i; j les rôles respectifs des som-

mets 3; 1; 2; i, et par le même raisonnement on obtient �fi;jg = 0. On a donc aussi

� = 0.

Il n'y a donc pas de sous vari�et�e propre �a celle d�e�nie par S(X;E)x(E) = 2. 2

On sait donc que notre poly�edre va satisfaire aux conditions du syst�eme suivant :

�
S(X;E)x(E) = 2;

0 � x(E):
(11)

Le poly�edre d�e�ni par ces in�egalit�es a tous ses sommets entiers. En fait les matri-

ces de base se d�ecomposent en blocs de d�eterminant �2.

Les 1-facteurs sont les couplages. Lorsque l'on rajoute la condition x(E) � 1,

les solutions r�ealisables de base ne sont plus enti�eres, le facteur 1=2 (inverse des sous
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d�eterminants) intervient. On doit ajouter des in�egalit�es analogues �a celles du poly�edre

du couplage pour obtenir les 2-facteurs comme solutions.

D�ecrivons �a pr�esent une premi�ere classe de facettes du poly�edre du voyageur de

commerce :

8Y; ; ( Y ( X;

X
e2E(Y )

x(e) � jY j � 1; (12)

on appelle ces in�egalit�es subtour elimination constraints.

Pour d�ecrire la deuxi�eme classe, consid�erons les ensembles, W0, et 8i; 1 � i �

p; Wi et Yi, d�e�nis de la fa�con suivante :

8i; 0 � i � p; Wi � X;

8i > 0; Wi \W0 = fzig;

Yi =Wi n fzig:

Des �egalit�es (11) on peut d�eduire l'in�egalit�e suivante :

X
e2E(W0)

2x(e) +

pX
i=1

X
e2WinYi

x(e) � 2jW0j:

Pour i > 0, �ecrivons les in�egalit�es (12) pour Wi et Yi :

X
e2E(Wi)

x(e) � jWij � 1;
X

e2E(Yi)

x(e) � jWij � 2:

En sommant les in�egalit�es pr�ec�edentes, on obtient :

2
X

e2E(W0)

x(e) + 2

pX
i=1

X
e2Wi;

x(e) � 2jW0j+

pX
i=1

(jWij � 1) +

pX
i=1

(jWij � 2):

Lorsque p est impair la division par 2 du second membre donne une in�egalit�e

valide, mais comme le premier membre est entier on obtient :

X
e2E(W0)

x(e) +

pX
i=1

X
e2Wi;

x(e) � jW0j+

pX
i=1

(jWij � 1)� dp=2e:

Ces nouvelles in�egalit�es sont appel�ees peignes par Chv�atal [13].
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3.4 G�en�eralisation aux Poly�edres de ZC

Dans ce même article Chv�atal [13] g�en�eralise cette op�eration de production d'in�egalit�es

valides.

Soit K un ensemble de points de ZC en position g�en�erale, d�e�ni sur ZC par le

syst�eme A(L;C)x(C) � b(L) �a coe�cients entiers. Soit :

X
l2L

�(l)A(L;C)x(C) �
X
l2L

�(l)b(L); �(l) 2 Z; �(l) � 0:

R�e�ecrivons �(C)x(C) � � cette in�egalit�e.

Supposons que 8c 2 C; �(c)=r = p(c) 2 Z; et que �=r =2 Z.

On obtient alors une nouvelle in�egalit�e valide :

p(C)x(C) � b�=rc:

Il y d�emontre alors le th�eor�eme suivant (voir aussi Schrijver [67]) :

Th�eor�eme 9: Une description par des in�egalit�es de l'enveloppe convexe P des points

de K s'obtient par application, un nombre �ni de fois, de la r�egle de production

pr�ec�edente.

Remarque 13: Le th�eor�eme pr�ec�edent implique que parmi les in�egalit�es produites se

trouvent celles dont les plans supports donnent des facettes. Il peut, bien entendu, y

en avoir beaucoup d'autres.

Citons dans ce contexe Hilbert [42] qui donne le th�eor�eme d'existence d'une base

�nie pour les polynômes arithm�etiques. Citons aussi Jeroslow [43] qui d�ecrit un

th�eor�eme analogue pour le treillis des points �a coordonn�ees enti�eres d'un cône.

3.5 D'autres Poly�edres

SoitG = (X;E) un graphe, les cycles Hamiltoniens sont les plus longs cycles (�el�ementa-

ires) de G. Un autre probl�eme concerne les cocycles (cutset):

!(Y ) = fe 2 E; e = fx; yg; x 2 Y; y 2 X n Y; ou y 2 Y; x 2 X n Y g:

Nous ne d�ecrirons pas ici les r�esultats concernant le poly�edre P de RE , enveloppe
convexe des cocycles, mais nous donnerons simplement une classe d'in�egalit�es valides
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exprimant que tout cocycle rencontre tout cycle en un nombre pair d'arêtes.

Soit E un ensemble �ni, consid�erons les fonctions caract�eristiques des parties F �

E telles que jF j est pair. Soit F l'ensemble de ces parties.

Th�eor�eme 10: L'enveloppe convexe des fonction caract�eristiques des �el�ements de F

est donn�ee par [11] :

�
8S � E; jSj impair;

P
e2S x(e)�

P
e2EnS x(e) � jSj � 1;

0 � x(E) � 1:
(13)

Une classe d'in�egalit�es valides du cutset Polytope s'obtient pour chaque cycle 
 �a

partir des in�egalit�es (13) :

8S � 
; jSj impair;
X
e2S

x(e)�
X

e2EnS

x(e) � jSj � 1:

Ce polytope a �et�e intensivement �etudi�e [3], [23], [22] [50].

Le r�esultat sur les parties paires se g�en�eralise aux partie libres d'un matro��de de

cardinal dans un sous ensemble de N [55].

Terminons cette section par la remarque suivante :

Remarque 14: Les Poly�edres que nous venons de consid�erer ont souvent un nombre

de sommets et de facettes non polynomial dans la dimension de l'espace.

4 Les M�ethodes Int�erieures

Le th�eor�eme de la Dualit�e des Programmes Lin�eaires permet de r�eduire Polynomiale-

ment (Lin�eairement), le probl�eme d'optimisation (1) :

8<
:

max f(C)x(C);

A(L;C)x(C) = b(L);

x(C) � 0;

au probl�eme d'existence de solution suivant :

8>><
>>:

A(L;C)x(C) = b(L);

y(L)A(L;C) � f(C);

f(C)x(C) � y(L)b(L);

x(C) � 0:
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La plupart du temps, on utilise la m�ethode simplex pour trouver une solution aux

probl�emes de cette forme, soit apr�es r�e�ecriture :�
A(L;C)x(C) � b(L);

x(C) � 0:
(14)

�A la �n des ann�ees 70, des algorithmes polynomiaux sont apparus pour r�esoudre

ce type de probl�eme. �Enon�cons tout d'abord un th�eor�eme.

Soit P le poly�edre d�e�ni par le syst�eme pr�ec�edent (14). Pour � > 0 appelons P�
le poly�edre d�e�ni par le syst�eme suivant :�

A(L;C)x(C) � b(L) + �;

x(C) � ��:
(15)

Th�eor�eme 11: Il existe une valeur de � pour que l'a�rmation suivante soit vraie :

(P 6= ;), (P� 6= ;):

Lorsque l'on suppose que les donn�ees sont enti�eres, born�ees par M , que jLj = m

et jCj = n, on peut même donner une valeur �a �, � = 1=�, avec � = 2nM2m
m
m.

La d�emonstration de ce th�eor�eme est polynomialement constructive, c'est �a dire,

qu'a partir d'une solution des in�egalit�es d�e�nissant P�, on construit en n�m �etapes de

la m�ethode simplex 4 une solution r�ealisable de base pour une base I . On d�emontre

que cette base I est aussi r�ealisable de base pour les in�egalit�es d�e�nissant P . On

calcule donc polynomialement [27] la solution correspondant �a cette base I .

Remarque 15: Lorsque le syst�eme d'in�egalit�es d�e�nissant P est connu, on peut se

ramener �a un probl�eme pour lequel le poly�edre P� a un int�erieur non vide.

4.1 R�esolution d'in�egalit�es par Projection

Au d�ebut des ann�ees 50 un algorithme de r�esolution de syst�eme d'in�egalit�es apparâ�t

simultan�ement, dans deux articles de di��erents chercheurs du même institut [1] [63]

: : :

On consid�ere un poly�edre P et un point xi. Lorsque xi =2 P , on construit xi+1 de

la fa�con suivante :

Appelons Dj = fc 2 RC ; A (j; C )(C ) � (j)g, et soit Dj , un demi espace, tel que

xi =2 Dj . Appelons Hj le plan d�e�nissant Dj . Appelons yi la projection orthogonale

de xi sur Hj . On a :

xi+1 = xi + �(yi � xi):
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Th�eor�eme 12: Pour tout � tel que 0 � � < 1, la suite des xi converge vers le poly�edre

P .

En 1954 la notion de complexit�e des algorithmes n'est pas encore d�egag�ee, les

poly�edres sur lesquels les auteurs travaillent sont des poly�edres quelconques de RC ,
ils ne sont pas repr�esent�es, c'est �a dire qu'on ne s'int�eresse pas �a la description de ces

poly�edres, et pas non plus �a la longueur d'�ecriture au moyen d'un alphabet �ni de ces

poly�edres.

Cet algorithme, moyennant l'observation du th�eor�eme 11, rec�ele cependant un

proc�ed�e constructif �ni, et, dans certains cas, polynomial. C'est ce que nous avons

observ�e en [56] [57] [59].

Supposons que le poly�edre P contienne un point �x �a une distance sup�erieure ou

�egale �a � de tous les plans Hj . Notons jyi � xij2 la norme euclidienne du vecteur

joignant les points xi et yi. Rempla�cons la construction pr�ec�edente par :

xi+1 = yi + �(yi � xi)=jyi � xij2:

Soit M une borne sup�erieure de la distance entre x0, l'origine par exemple, et �x.

Appelons di la distance entre xi et �x. Dans ces conditions on a :

Remarque 16: �A chaque it�eration, cette distance di d�ecrô�t au moins de �2=2M .

C'est une application imm�ediate du th�eor�eme de Pythagore.

Remarque 17: Lorsque le poly�edre P poss�ede un tel point �x, en au plus 2M2
=�

2 appli-

cations de la construction pr�ec�edente on obtient un point de P , et donc une solution

de notre syst�eme d'in�egalit�es d�e�nissant P .

Soit S un sys�eme �ni d'in�egalit�es. Par la remarque 11 on peut transformer ce

syst�eme en un syst�eme S�.

1. Ou bien cet algorithme nous donne une solution de S�, et donc par la construc-

tion (polynomiale) de la d�emonstration de 11 une solution de S;

2. Ou bien, au bout de 2M2
=�

2 it�erations, on peut a�rmer que S n'a pas de

solution.

On illustre cette construction sur la �gure 1.

Lorsque �a la foisM et � sont de valeur polynomiale l'algorithme d�ecrit pr�ec�edem-

ment est polynomial. On peut toutefois relâcher la conditionM de valeur polynomiale,

par des techniques de mise �a l'�echelle (scaling) du type de celles d�ecrites dans [28].
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x0

x1

�

x2
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P

Fig. 1: Solution par projections

4.2 R�esolution par suite d'ellipso��des, l'algorithme de Khachiyan

Soit E = (M; c) un ellipso��de. M est une matrice d�e�nie positive, diagonale lorsqu'il

est ramen�e �a ses axes, c est le centre de E. Dans ce cas :

E = fx(C);
X
i2C

x(i)2

a(i; i)
� 1g:

Sinon on a :

E = fx(C); t(x(C) � c(C))M�1(C;C)(x(C) � c(C)) � 1g:

On a une bonne repr�esentation de cet algorithme dans le plan. Dans ce cas el-

lipso��de est remplac�e par ellipse. Comme pour les ellipses, projection de cercles, les

ellipso��des peuvent être obtenus par projection de sph�eres. De plus les projections

respectent les rapports des volumes.

Soit E2 le demi ellipso��de intersection de E et du demi espace Dj . Soit y le point

de contact de E et du plan H
0

j , parall�ele �a Hj , contenu dans Dj . Consid�erons les

ellipso��des contenant E2, s'appuyant sur E \ H
0

j et tangent �a E en y. Ils ont leurs

centres sur la droite c; y.

Soit n = jCj, cet algorithme est bas�e sur la remarque suivante :

Remarque 18: Soit v le volume de E, v0 celui de l'ellipso��deE0, de la famille pr�ec�edente,

et donc contenant E2, de plus petit volume. On a :

v=v
0 � 1 + 1=2n;
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soit v2n le volume de l'ellipso��de obtenu par 2n r�ep�etitions de la construction pr�ec�edente,

on a donc :

v=v2n � e (2; 718281828 : : :):

On voit que le centre ci de l'ellipso��de courant Ei joue ici le rôle du point courant

xi. Lorsque ce point n'appartient pas �a P il y a (au moins) un demi espace Dj qui

nous permet d'e�ectuer la construction de Ei+1. Le facteur e observ�e au bout de

2n it�erations implique la polynomialit�e de cette construction. Cette construction est

illustr�ee sur la �gure 2.

Fig. 2: Solution par ellipso��des

Pour all�eger ici les notations �ecrivons aj et non A(j; C), le premier membre de

l'in�egalit�e non satisfaite par le centre ci. On peut prendre les formules suivantes pour

donner les �el�ements du nouvel ellipso��de :

Mi+1 =
n
2

n
2 � 1

(Mi �
2

n+ 1

Mia
t
jajMi

ajMia
t
j

);

ci+1(C) = ci(C)�
1

n+ 1

Mia
t
jq

ajMia
t
j

:

4.3 S�eparation et Optimisation

D'autres algorithmes polynomiaux ont �et�e propos�es depuis Khachiyan pour r�esoudre

les programmes lin�eaires. Certains sont peut-être mêmes assez e�caces dans la pra-
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tique [45]. Les algorithmes que nous avons cit�es ont cependant des cons�equences

th�eoriques importantes que nous allons �evoquer ici.

D�e�nition 10: On appelle oracle un algorithme qui pour une certaine donn�ee partic-

uli�ere I fournit une solution S. En g�en�eral le corps de l'algorithme n'est pas sp�eci��e.

D�e�nition 11: Un oracle est dit polynomial si l'on suppose que l'algorithme non sp�eci��e

est polynomial. Un tel algorithme peut, et c'est souvent le cas, ne jamais avoir �et�e

d�ecrit.

Soit P un poly�edre dont on sait seulement qu'il existe. Pour �xer les id�ees, P

peut être l'enveloppe convexe des fonctions caract�eristiques des cliques (sous graphes

complets) d'un graphe donn�e G = (X;E).

Soit x(E) un point. Supposons que l'on dispose d'un oracle SEP (s�eparateur) qui

fournisse l'une des deux r�eponses suivantes :

1. le point x(E) est dans P ,

2. le planH = fy(E); h(E)y(E) = bg tel que 8y(E) 2 P; h(E)y(E) � b; h(E)x(E) >

b.

Th�eor�eme 13: [48] [36] [37] [68] Si l'oracle SEP est polynomial, alors il existe un

algorithme polynomial (que l'on sait d�ecrire) pour maximiser une fonction lin�eaire

sur le poly�edre P .

En [61] nous avons donn�e une d�emonstration �el�ementaire de ce r�esultat dans le cas

o�u la r�eponse de l'oracle ne d�epend que du poly�edre. Cette preuve est ind�ependante

de la dimension du poly�edre P (dim(P ) � jCj). Nous allons essayer de l'illustrer ici.

Le point de d�epart est la remarque suivante :

Supposons que notre oracle fournisse une repr�esentation en entiers du plan H de

longueur, en base 10 au plus k.

Remarque 19: Si H est �a une distance de P plus petite que � = 10�10k, alors H est

un hyperplan support de P . C'est �a dire le plan H touche (a une intersection non

vide avec) le poly�edre P .

Preuve :

En toute g�en�eralit�e, on peut supposer que le poly�edre P s'�ecrit au moyen d'in�egalit�es

de longueur d'�ecriture, sous le même format, au plus k. On peut faire la même hy-

poth�ese pour les sommets, quitte, une fois pour toute, �a remplacer k par k2 ou k
3.
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Pour les sommets on dispose aussi du d�enominateur commun q.

Appelons H 0 le plan parall�ele �a H touchant le poly�edre P (le plus proche de H)

au sommet z(E), H 0 = fy(E); h(E)y(E) = b
0g, avec b0 = h(E)z(E), et a , ici, un

d�enominateur q.

Ecrivons b0 = (p; q) et b = (b; 1). On a b� b
0 � �, et donc b = b

0 + �
0, avec �0 � �.

Ecrivons �0 = (r; s), et donc s � 1010k.

On a donc b = (ps� qr; qs).

Remarque 20: Les deux termes de b ne peuvent pas être simpli��es par un facteur t de

longueur plus grande que 5k.

Sinon, q �etant de longueur au plus k, un facteur t0 de longueur 4k divise s. Ce

nombre t0 qui divise s, divise donc qr. Il est premier avec r, il divise donc q. Comme

q est de longueur k au plus, il ne peut pas avoir de diviseur de longueur 5k.

On vient de prouver que le d�enominateur de b est au moins de longueur 5k, une

contradiction.

H est donc un hyperplan support de P . 2

Consid�erons un poly�edre P pour lequel on connâ�t un oracle SEP s�eparateur. Il

est assez facile de montrer le th�eor�eme suivant :

Th�eor�eme 14: On consid�ere l'algorithme de Khachiyan pour lequel le plan Hj est

donn�e par l'oracle SEP polynomial. De deux choses l'une :

1. ou bien au bout d'un nombre polynomial d'appels de SEP on obtient un centre

d'ellipso��de ci appartenant �a P ;

2. ou bien au bout d'un nombre polynomial d'appels de SEP le plan Hj fourni

est �a une distance de P inf�erieure �a 10�10k.

Pour d�eterminer le plan dans ce dernier cas, il su�t de suveiller le d�eplacement du

centre de l'ellipso��de E. Lorsque ce d�eplacement est de valeur inf�erieure �a 10�10k=jCj,

le plan qui a provoqu�e ce d�eplacement est un plan support de P .

La preuve de ce r�esultat se fait simplement par consid�eration de normes ou, dit

plus simplement, en estimant les plus grandes valeurs propres des matrices M .

c
 Investigaci�on Operativa 1999



56 Maurras, J. F. � Sous les facettes des Poly�edres

On se place alors dans le poly�edre P1 = P \H .

Soit alors H 0 un plan s�eparateur d'un point x(C) 2 H est P .

Remarque 21: Il est clair que H 0 \H est un plan s�eparateur, dans la vari�et�e lin�eaire

d�e�nie par le plan H , pour le point x(C) et le poly�edre P1. De plus si l'oracle

fournissant H est polynomial, l'oracle fournissant H 0 \H l'est aussi. Ceci reste vrai

lorsque l'on remplace H par une vari�et�e lin�eaire quelconque.

Une cons�equence de ce r�esultat est :

Th�eor�eme 15: Si P 6= NP, il n'y a pas d'oracle s�eparateur SEP pour le poly�edre du

voyageur de commerce.

4.4 D'optimisation vers S�eparation, Polarit�e

Soit P un poly�edre born�e �a int�erieur non vide contenant l'origine des coordonn�ees en

son int�erieur.

P = fx(C); A(L;C)x(C) � b(L)g:

Dans ce cas b(L) > 0. Soit 1(L), le vecteur indic�e par L dont toutes les com-

posantes valent 1. On a une repr�esentation �equivalente de P par :

P = fx(C); A0(L;C)x(C) � 1(L)g:

Remarque 22: Bien entendu les sommets de P sont les mêmes pour les deux �ecritures,

P est inchang�e.

Soit B(L0; C) la matrice dont les lignes sont (tous) les sommets de P . Soit Q le

poly�edre suivant :

Q = fy(C); B(L0; C)y(C) � 1(L0)g:

Il est facile de montrer :

Th�eor�eme 16: Les sommets de Q sont (toutes) les lignes de A0(L;C). On appelle le

poly�edre Q le polaire de P .

Soit O un oracle polynomial maximisant une fonction lin�eaire sur P , et soit x(C)

un point de l'espace. Par consid�eration du poly�edre polaire on montre aussi :

Th�eor�eme 17: Il y a un algorithme polynomial (que l'on sait construire) pour s�eparer

x(C) et P .
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4.5 Utilisations Pratiques, Relaxations

Consid�erons le programme lin�eaire suivant :

(P )

8<
:

max f(C)x(C);

A(L;C)x(C) � b(L);

x(C) � 0:

Soit I � L, consid�erons le probl�eme :

(PI)

8<
:

max f(C)x(C);

A(I; C)x(C) � b(I);

x(C) � 0:

Remarque 23: Soit �x(C) une solution optimale de PI , si de plus A(L;C)�x(C) � b(L),

�x(C) est solution optimale de P .

Appelons Ji = fl 2 L; A(l; C)x(C) > b(l)g.

Lorsque Ji 6= ;, soit J
0

i 6= ;; J
0

i � Ji.

Soit y(l) la variable d'�ecart de l'in�egalit�e l 2 L.

Appelons Iei = fl 2 Ii; y(l) de base �a l
0
optimumg. Soit Ki � I

e
i . Soit I0 � L. On

r�esoud PI0 . On a alors l'algorithme suivant pour r�esoudre P :

Tant que Ji 6= ; faire

Soit Ii+1 = (Ii nKi) [ J
0

i ;

i i+ 1;

R�esoudre PIi :

Remarque 24: Si les fonctions �economiques d�ecroissent strictement, le nombre de pas-

sages dans la boucle Tant que est �ni.

On peut lever l'hypoth�ese de la remarque pr�ec�edente. Dans la pratique, ce nombre

est en g�en�eral petit. De plus le nombre de contraintes (e�ectivement) prises en compte

est souvent tr�es petit.

Remarque 25: Dans l'algorithme pr�ec�edent, on n'a pas besoin de connâ�tre explicite-

ment toutes les in�egalit�es A(l; C)x(C) � b(l), un Oracle polynomial peut nous les

donner. C'est ce qui est fait pour r�esoudre la relaxation du probl�eme du voyageur de

commerce compos�e des seules contraintes :
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8>><
>>:

max f(C)x(C);

S(L;C)x(C) � b(L);

8Y; ; ( Y ( X;

P
e2E(Y ) x(e) � jY j � 1;

0 � x(C) � 1:

Le probl�eme de reconnâ�tre les in�egalit�es viol�ees se r�eduit ici au probl�eme du 
ot

maximum dans un graphe.

5 Conclusion

5.1 Les poly�edres dont nous n'avons pas parl�e

Nous n'avons parl�e, ni du poly�edre des cliques d'un graphe, ni de celui des stables.

D�e�nition 12: Soit G = (X;E) un graphe, pour Y � X , notons E(Y ) = fe =

fx; yg; x; y 2 Y g.

On appelle clique un sous ensemble de sommets Y tel que :

8x; y 2 Y; 9e 2 E; e = fx; yg;

!(G) =MaxY�X jY j:

On appelle stable un sous ensemble de sommets Y tel que :

E(Y ) = ;;

�(G) =MaxY�X jY j:

Soit Yj ; j 2 J , une partition des sommets en cliques. On d�e�nit �(G) =MinjJ j.

D�e�nition 13: Soit G = (X;E) un graphe, on appelle coloration des sommets de G

une partition des sommets en stables Yi; i 2 I .


(G) =MinjI j:

Soit KX = (X;EKX
) le graphe complet sur X , et soit G = (X;E) un graphe. On

appelle compl�ementaire de G le graphe �
G = (X; �E) tel que �

E = EKX
nE.

Les sommets d'une même couleur forment un stable, et donc :


(G) � !(G):

De même �(G) � �(G).
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D�e�nition 14: Un graphe G = (X;E) est dit � � parfait (resp.
 � parfait) si pour

lui et tous ses sous graphes induits on a :

�(G) = �(G) (resp: 
(G) = !(G)):

En 1970 Lov�asz [51] montre qu'un graphe est �� parfait ssi il est 
� parfait. Il

r�esoud ainsi la premi�ere partie d'une conjecture c�el�ebre de Berge Gilmore [5].

Soit A(L;C) une matrice telle que 8l 2 L; c 2 C; A(l; c) 2 f0; 1g. consid�erons les

poly�edres d�e�nis par :

�
A(L;C)x(C) � 1;

0 � x(C):
(16)

�
A(L;C)x(C) � 1;

0 � x(C):
(17)

D�e�nition 15: La matriceA(L;C) est dite id�eale, respectivement parfaite, si le poly�edre

d�e�ni par les in�egalit�es (16), respectivement (17) pr�ec�edentes a tous ses sommets en-

tiers (et donc 0; 1 �a cause de second membre 1).

Th�eor�eme 18: [51] Les matrices d'incidence des cliques d'un graphe parfait sont par-

faites.

Remarque 26: [51] Les notions de Matrices parfaites et id�eales co��ncident, bien en-

tendu, pour les matrices, 0; 1, totalement unimodulaires.

La situation de ces poly�edres (attach�es aux matrices parfaites) est curieuse car on

ne sait pas, actuellement, reconnâ�tre (en temps polynomial) les matrices parfaites.

Ces matrices [15] g�en�eralisent les matrices totalement unimodulaires (tous les sous

d�eterminants valent �1; 0; ou 1) [10] [30], ainsi que les matrices Balanc�ees [6].

En 1978 on avait le même probl�eme avec les matrices totalement unimodulaires.

Le th�eor�eme de Seymour [71], et l'algorithme d'Edmonds et Cunningham [17] ont lev�e

cette di�cult�e.

Citons pour �nir le travail de Abdellah Ben Rebea [4] qui a caract�eris�e l'enveloppe

convexe des stables des graphes Quasi Adjoints.
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D�e�nition 16: Soit G = (X;E) un graphe, on appelle Line graph (Graphe adjoint) de

G le graphe G0 = (E;H); H = fh = fe; dg; e; d 2 E; e \ d 6= ;g.

D�e�nition 17: Soit G = (X;E) un graphe, appelons �(x) = fy 2 X; 9e 2 E; e =

fx; ygg. G est dit Presque Biparti [55] [58] si 8x 2 X; G0 = (X n �(x); E(X n �(x)))

est biparti.

Les graphes Quasi Adjoints sont les compl�ementaires au sens des arêtes des graphes

presque bipartis.

Les graphes adjoints sont quasi adjoints.

Les probl�emes sur les stables dans ces graphes sont donc une g�en�eralisation de

ceux de couplage sur un graphe.

Citons aussi l'article de Vasek Chv�atal et Najiba Sbihi [14] d�edi�e �a la m�emoire

d'Abdellah Ben Rebea.

5.2 Les R�esultats dont nous n'avons pas parl�e

On n'a pas cit�e les noms de Gomory [33] [34] et de Bradley [9].

Au d�ebut des ann�ees 70 un l'article de Bradley propose de r�eduire un probl�eme en

nombres entiers ayant plusieurs contraintes �a un probl�eme d'une seule contrainte. Les

notions de complexit�e et de r�eduction sont assez peu famili�eres �a l'�epoque, et certains

ont pu avoir l'espoir de simpli�er le probl�eme par une telle agr�egation. L'article de

Veselov et Shevchenko [72] met un point �nal �a cet essai en montrant que les coe�-

cients agr�eg�es ont une croissance exponentielle.

On doit ranger dans un registre semblable les r�esultats de Gomory. Ces travaux

sont pr�ec�ed�es par une observation de Dantzig [19] :

Remarque 27: Soit I � C une base optimale d'un programme lin�eaire. Si la solution

correspondante n'est pas enti�ere, une solution enti�ere optimale satisfait n�ecessairement

l'in�egalit�e : X
i2CnI

s(i) � 1:

Gomory g�en�eralise cette observation en consid�erant le d�eterminant de la base et

les coe�cients des lignes du tableau des variables hors base, et propose un algorithme

dont il peut prouver l'optimalit�e �nie.
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Les performances pratiques de la m�ethode simplex qui en ont fait son succ�es

avant même l'existence de preuves th�eoriques de son e�cacit�e [8] [69], lui ont laiss�e

esp�erer des performances analogues pour cet algorithme dont les performances sont

impr�evisibles et souvent mauvaises. Il existe cependant des cas de r�esultats tr�es sat-

isfaisants.

Nous n'avons pas parl�e de l'algorithme dit LLL [52] qui permet, entre autres, de

retrouver les solutions rationnelles exactes �a partir de solutions approch�ees. Nous

r�esolvons ce probl�eme en utilisant une variante de la M�ethode Simplex (4).

Nous n'avons parl�e qu'indirectement, et dans des cas particuliers, des m�ethodes

de production de nouvelles in�egalit�es valides et de facettes. Les plus �etudi�ees sont le

lifting, d�eduire une in�egalit�e �a l'ordre n+1 d'une in�egalit�e �a l'ordre n, et la composition

d'in�egalit�es, �a partir de deux in�egalit�es en produire une troisi�eme.

5.3 Les Croyances

Les motivations de notre communaut�e sont �a la fois th�eoriques et pratiques.

Du cot�e des praticiens, des classes de m�ethodes heuristiques se sont d�evelopp�ees

citons :

1. Le recuit simul�e;

2. Les algorithmes Tabu;

3. Les algorithmes g�en�etiques.

Les m�ethodes exactes ont cependant toujours leurs adeptes et sembles adapt�ees �a

certains types de probl�emes :

1. Les probl�emes de 
ots;

2. Les probl�emes de multi
ots.

Il y a aussi des challenges �a relever, avec, par exemple, la taille d'un tour du

voyageur de commerce. Le record actuel est �a plus de 2000 villes : : :

Ces m�ethodes exactes peuvent servir de base �a des algorithmes de Branch and

Cut. Pour ceux-ci on a besoin de coupes (Cuts) e�caces. On utilise souvent celles

trouv�ees dans les r�esolutions plus ou moins compl�etes des probl�emes th�eoriques.

Du cot�e th�eorique la croyance qui me semble dominer est que :
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1. La connaissance du poly�edre (li�e au probl�eme combinatoire consid�er�e) rend le

probl�eme (presque) r�esolu;

2. Inversement, pour un probl�eme r�esolu au moyen d'un algorithme polynomial, le

poly�edre correspondant devrait être connu.

Il n'est pas du tout �evident de reconnâ�tre, lorsqu'on connâ�t sa forme, une in�egalit�e

viol�ee. On peut imaginer que ce probl�eme soit aussi di�cile que celui que l'on veut

r�esoudre.

Malgr�e tous ces obstacles, on feint de croire qu'une connaissance compl�ete du

poly�edre du voyageur de commerce impliquerait (P = NP).

5.4 Les Espoirs

Revenons �a l'algorithme de Fourier [31]. Consid�erons le syst�eme d'in�egalit�es :

S = fx(C) 2 RC ; A (L ; C )x(C ) � (L)g:

Soit c 2 C, appelons :

Lc� = fl 2 L;A(l; c) < 0g;

Lc0 = fl 2 L;A(l; c) = 0g;

Lc+ = fl 2 L;A(l; c) > 0g:

Consid�erons le syst�eme Sfcg :

S
fcg

8<
:

A(Lc0; C n fcg)x(C n fcg) � b(Lc0);

8l� 2 Lc�; 8l+ 2 Lc+;

(
A(Lc�;Cnfcg)

A(l+;c)
�

A(Lc+;Cnfcg)

A(l�;c)
)x(C n fcg) �

b(Lc�)

A(l+;c)
�

b(Lc+)

A(l�;c)
:

(18)

Th�eor�eme 19: La restriction de toute solution x(C) de S �a C n fcg est une solution

de Sfcg. Inversement pour toute solution x(C n fcg) de Sfcg, il existe (au moins) une

valeur de x(c) telle que le vecteur x(C) soit solution de S.

La d�emonstration de ce r�esultat se fait ais�ement en consid�erant une solution par-

ticuli�ere de Sfcg qui ne pourrait exister si l'intervalle de d�e�nition de x(c) �etait vide.

Remarque 28: L'application r�ep�et�ee de ce proc�ed�e fait crô�tre le nombre d'in�egalit�es

de fa�con super exponentielle, et donc non polynomiale.
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C'est ce que l'on v�eri�e dans [60] o�u, entre autres, �a partir d'un simplexe de

n
2 + n + 1 variables, on obtient, apr�es projections (l'application de la construction

pr�ec�edente) de n+ 1 variables, nn+1 facettes.

On peut imaginer une construction inverse.

Les poly�edres combinatoires, celui du voyageur de commerce par exemple, ont un

grand nombre de facettes. Celles que l'on connâ�t sont d�ej�a en nombre non polynomial.

On peut imaginer qu'il existe un poly�edre, dans un espace ayant un certain nombre

de dimensions suppl�ementaires, dont ce poly�edre est la projection. Ce poly�edre pour-

rait n'avoir qu'un nombre simplement polynomial d'in�egalit�es. Connâ�tre ce poly�edre

impliquerait que P = NP .

Je crois savoir qu'il y a quelques r�esultats de ce type, mais je n'en ai aucune

r�ef�erence.
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