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RESUMEN

   Se utili za el algoritmo SAGA [Segura, 1996] para aproximar la dinámica inversa de un manipulador
robótico de dos juntas rotacionales. SAGA (Simulated Annealing + Gradiente + Adaptacion) es una
estrategia estocástica para construcción aditi va de una red neuronal artificial del tipo perceptrón bicapa
basada en tres elementos esenciales: a) modificación de los pesos de la red mediante información del
gradiente de la función de costo; b) aceptación o rechazo del cambio propuesto según una técnica de
simulated annealing clásico; y c) crecimiento progresivo de la red neuronal, conforme su estructura resulta
insuficiente, según una estrategia conservadora de adición de unidades a la capa oculta.
   Se reali zan experimentos y se analiza la eficiencia en términos de la relación entre error relativo
promedio -en el conjunto de entrenamiento y en el de testeo-, tamaño de la red y tiempo de cálculo.
   Se destaca la aptitud de la técnica propuesta para reali zar buenas aproximaciones minimizando la
complejidad de la arquitectura de la red y, por ende, la memoria computacional requerida. Asimismo se
discute la evolución del proceso de minimización conforme la superficie de costo va siendo modificada a
medida que la red se agranda.

I  I NTRODUCCION

   Una de las propiedades más popularizadas del Simulated Annealing (SA) clásico y, a la vez, más
frecuentadas en la bibliografía [2][6][10], es su capacidad para obtener en los problemas de optimización
complejos (i.e. dominios de muchas variables y función de costo con muchos mínimos locales y de
gradiente muy alto) buenas aproximaciones "gruesas", es decir, acercamiento a un óptimo o subóptimo en
tiempos razonables. Como contraparte, el SA suele fallar o ser muy lento en el "ajuste fino", es decir la
locali zación precisa del óptimo buscado. Por otro lado, los algoritmos de minimización (optimización)
basados en el gradiente (y en el caso particular de las redes neuronales, el Backpropagation [11]) resultan
casi siempre incapaces de escapar de una zona de mínimo local pero muy adecuados para, ya dentro de la
región deseada, precisar la ubicación del mínimo. Así surge, naturalmente, la idea de un algoritmo híbrido
que cooperativamente las buenas propiedades de ambos enfoques.
   El otro ingrediente que se trata de incluir apunta a la búsqueda de la optimalidad. Son bien conocidas
[3][4] las condiciones mínimas que deben imponerse sobre la estructura de una red neuronal de tipo
feedforward para garantizar su universalidad en tanto aproximadora de funciones continuas. Atento a
ellas, se buscó incorporar a la red propuesta o, mejor dicho, a su estrategia de aprendizaje, un mecanismo
de adición de unidades de procesamiento que hiciera al sistema capaz de obtener estructuras de
complejidad mínima o cuasi-mínima para aproximar con errores aceptables la función objetivo.

II HACIA UNA ESTRUCTURA SIMPLE

   Muchos investigadores han buscado reducir clases amplias de funciones a combinaciones simples de
funciones simples. Uno de los primeros antecedentes es el de Kolmogorov [7] quien, muy alejado del
discurso conexionista, estableció la representabili dad (exacta) de culaquier función continua en muchas
variables por medio de sumas y composiciones de funciones de una variable. Este resultado, así como sus
sucedáneos de unos pocos años después [1][13], puede traducirse, en términos de redes neuronales, como
la demostración de que cualquier función continua puede ser representada como una red neuronal de tres



capas (si bien lo que Kolmogorov se proponía era, en realidad, responder negativamente al tridécimo
problema de Hilbert). Pero estos resultados son presentados de manera por completo no constructiva.
   A partir de entonces, distintos trabajos jalonan este camino. En 1989, dos matemáticos presentan, casi
simultáneamente, demostraciones de que los perceptrones de tres capas (una de entrada, una oculta, una
de salida) con funciones sigmoideas de activación en sus unidades intermedias pueden aproximar con un

error arbitrariamente pequeño, en cualquier métrica L
p
, una función continua arbitraria [3][4].

Enunciamos aquí el resultado en la versión de [4].

TEOREMA (Funahashi)

   Sea φ función monótona creciente y acotada; C ∈R
N
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Este resultado vale, además, para cualquier métrica  L
p

, en particular para la cuadrática.
   Resultados más recientes [5][8] han precisado como condición necesaria y suficiente sobre φ que no sea
un polinomio.
   La red neuronal resultante tendrá la forma que exhibe la figura 1.
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        Fig. 1: la estructura básica de un perceptrón de tres capas (una oculta). Las unidades
             intermedias tienen activación sigmoidea; las de entrada y  las de salida, lineal.

   Nos restringiremos, con evidente conservación de toda generalidad, al caso de una sola variable de
salida (L perceptrones en lugar de uno). Luego, el conjunto { }Wij  de parámetros será simplemente { }ci

   En esto se inspira la idea de obtener, con la estructura más económica posible, aproximaciones de cierta
utili dad. El algoritmo que propondremos reali za, específicamente, una estrategia simple -¿la más simple?-
de agregado de unidades ocultas.

III  EL ALGORITMO

   Se presenta a continuación un esquema del algoritmo SAGA (Simulated Annealing + Gradiente +
Adaptación). Dicha técnica ya ha sido aplicada, con ligeras diferencias, a problemas de calibración de
cámaras de video para robots móviles [9][12].



- Obtener un conjunto de entrenamiento (TRS) y otro de testeo (TES) a partir de f (de una sola variable de
salida).
- Iniciali zar la red al azar /*  c w u U i K j Ni ij i( ), ( ), ( ) ( , ) ,..., ; ,...,0 0 0 01 1 1≈ = =   */

   con una adecuada cantidad inicial
   K de unidades intermedias
- Mientras t <  tmáx /* o bien ETRS > ε  o bien ETES > ε  */
  {
   T ← T(t);                    /* típicamente T(t) = A/log(1+t) * /
   proponer_cambio(W,W*);
   generar p ≈ U(0,1)
   Si exp{ -∆E/T} > p; /* ∆E E W E Wx x= −( * ) ( )  * /

      W ← W*;
   Si no
      rechazos++;
   Si rechazos > tol y K<Kmáx
      agregar(W,K);
   t++;
   }

proponer_cambio(W,W*)
   {
    Elegir x perteneciente a TRS al azar;
    Elegir r ≈ U(0,R); /* R paso máximo fijado heurísticamente * /

    W W r
E W

E W
x

x
*

( )

( )
;← −

∇

∇
/* E Wx ( ) término de la función de error debido a x */

    }

agregar(W,K)
   {
    K++;                       /* crea una nueva unidad oculta * /

    Elegir m entre 1 y K-1;   /* típicamente m tal que Cm  es máximo * /
    u uK m← ;
    w w para j NKj mj← = 1,..., ;

    c cK m
cm= ← 2 ;

    rechazos ← 0;
    }

   Si bien el algoritmo parece altamente parametrizado, debe destacarse que de las experiencias reali zadas
surge que los parámetros relevantes son sólo tres: uno para la curva de enfriamiento del SA (variable
según la elección de dicha curva), el paso máximo R y el valor de tolerancia (tol) que, al ser superado por
el número de rechazos consecutivos, produce la invocación a la rutina de ampliación de la capa oculta de
la red, la que, al tiempo que incrementa en N+2 la dimensión del espacio de los pesos, mantiene el valor
de la función de costo obtenida hasta ese momento.

IV UNA APLICACIÓN

   SAGA fue apli cado en el presente trabajo a la aproximación de la dinámica inversa de un manipulador
robótico de dos grados de libertad. Es decir, dado un esquema de control como el de la figura 2, donde y(t)
es la salida en tiempo t, y* (t) la salida deseada y u(t) la señal de control, se trata de modelar la apli cación
inversa: qué señal de control habría correspondido aplicar para obtener la salida deseada. En el caso del



manipulador, el modelo inverso relaciona aceleraciones 
� �

θ1 y 
� �

θ2 en las juntas con torques τ1 y τ2 a

aplicar (i.e. voltajes en los motores), dadas posiciones angulares  θ1 y θ2 y velocidades 
�

θ1 y 
�

θ2.

                      y* (t)            e(t)                                   u(t)                                          y(t)
                                                    modelo inverso                            planta
                             +
                                 _

     Fig. 2: Esquema de control con modelo inverso

   Si bien se conoce una expresión analíti ca para dicha inversa, dada por las ecuaciones IV.1 y IV.2, estas
ecuaciones no representan modelos exactos de la dinámica inversa de ningún manipulador real, la cual
debería ser modelada a partir de mediciones experimentales sobre la planta. De todas formas, a los efectos
de evaluar la eficiencia del método propuesto, se reali zaron simulaciones computacionales utili zando las
aproximaciones dadas por dichas ecuaciones.
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siendo l i  y mi  la longitud y la masa, respectivamente, del li nk i.

V  EXPERIMENTOS

   Se aplicó SAGA a la función τ τ τ= ( , )1 2  en el dominio de R
6 definido por [ ]θ θ π1 2 0, ,∈ ,
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   La función aproximante, es decir la red neuronal, fue de la forma
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   Exhibimos aquí algunos de los resultados obtenidos para el caso de τ1. La figura 3 muestra la evolución
del error relativo promedio conjuntos de entrenamiento independientes. Se observan buenos resultados
para 300 ejemplos (6.6 %) y para 400 ejemplos (7.4 %). La figura 2 muestra, para los mismos conjuntos,
la evolución del error de entrenamiento a medida que se fueron agregando unidades a la capa oculta.
Fijando un máximo de 30 unidades se llega a las aproximaciones precitadas. Debe destacarse, sin
embargo, que no siempre una mayor cantidad de ejemplos produce mayor error en la aproximación. Por
ejemplo, si hubiesemos decidido que el proceso terminara a las 20000 iteraciones (fig. 1) o en un máximo
de 12-14 unidades ocultas (fig. 2), claramente habría resultado más exitoso para el conjunto de 400
ejemplos. Se destaca, de cualquier forma, la gran economía y simplicidad de la estructura de la red



neuronal resultante. La figura 5 presenta, para el conjunto anterior de 400 ejemplos, y otro de testeo de
1500, la evolución temporal de los errores (siempre relatinçvos y promedio). Aqui se ilustra con claridad
el fenómeno del sobreentrenamiento: a partir de las 50000 iteraciones el error de testeo crece, lo cual
sugiere que la fase útil del proceso se ha cumplido.

CONCLUSIONES

    Se presentó una técnica estocástica para la construcción de RNAs de tipo perceptrón bicapa que permite
obtener buenas aproximaciones de funciones continuas cualesquiera mediante estructuras muy simples y
número mínimo o cuasi-mínimo de unidades de procesamiento.
   La propuesta fue ensayada en el caso de la inversa dinámica de un manipulador robótico de dos grados
de libertad (juntas rotacionales), lo que implicó modelar en forma aproximada una función de seis
variables de entrada y dos de salida. Si bien los resultados obtenidos pueden considerarse muy buenos,
sería recomendable ampliar las experiencias a más grados de libertad, así como a conjuntos (de testeo y de
entrenamiento) de mayor cardinalidad. En cuanto al dominio sobre el que se trabajó, puede considerarse
bastante cercano a un caso de la realidad.
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Técnica de la Universidad de Buenos Aires, que es sostenido con un subsidio de esa institución.
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Fig. 3: Error de entrenamiento (relativo promedio) en funcion del tiempo (miles de iteraciones).
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Fig. 4: error de entrenamiento (relativo promedio) en función del número de unidades ocultas.
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Fig. 5: errores en el entrenamiento y en el testeo en función del tiempo (miles de iteraciones).


