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Resumen

El ndimero de Champernowne 0.123456789101112131415... es el ejemplo mas conocido (y el mas
simple) de un nimero normal en el sentido de Borel: en su expansion fraccionaria expresada en una base
entera todos los digitos aparecen con la misma frecuencia asintdtica, y todos los bloques de digitos de igual
tamafio también aparecen con la misma frecuencia asintética. La velocidad de convergencia de un nimero
a la normalidad se estudia mediante la nocién de discrepancia de la teorfa de distribucién uniforme de
secuencias de ntimeros reales. Gracias a un resultado de Schiffer (Acta Arithmetica 1986), que aplica auna
familia grande de nimeros reales, se sabe cudl es exactamente la velocidad de convergencia a normalidad
del niimero de Champernowne. En este trabajo particularizamos el resultado de Schiffer para el nimero
de Champernowne, pero dando una demostracién discreta y elemental.
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1. Introduccion: Nimeros normales y discrepancia

Hace més de cien afios Emile Borel defini6 la propiedad de normalidad de nimeros reales: un nimero
real es normal en una base entera dada si en su expansion fraccionaria en base b todos los digitos aparecen
con la misma frecuencia asintética y mas atin, todos los bloques de digitos de igual tamafio también tienen
la misma frecuencia asintética.

Borel demostré que casi todos (en el sentido de 1a medida de Lebesgue) los niimeros reales son normales
en todas las bases enteras mayores o iguales que 2. Una linda version de esta demostracion aparece en [6}
Theorem 148].

A Borel le hubiese gustado dar un ejemplo de un nimero normal que sea una de las constantes mate-

maticas como el nimero z, 6 el nimero e, 6 \/E Pero hasta el momento ninguna de esas constantes fue
demostrada normal, en ninguna base. Sigue siendo un problema abierto.
El ejemplo mas conocido de un nimero normal es el nimero de Champernowne

0,123456789101112131415161718192021222324252627...

Se debe a David Champernowne [2] en 1933. La demostracion es elemental y se basa en un conteo riguroso.

Dado que la propiedad de normalidad es una propiedad asintdtica de los segmentos iniciales de su ex-
pansién fraccionaria, si un niimero es normal, entonces converge a la normalidad a cierta velocidad. No
solamente nos interesa saber si un niimero es normal, sino que ademas nos interesa saber a qué veloci-
dad converge a normalidad. Hay muchas preguntas abiertas acerca de la velocidad de convergencia de los
numeros normales, ver [[1]].

Para estudiar la velocidad de convergencia a normalidad se usa la nocion de discrepancia de la teoria de
distribucién uniforme médulo uno. La discrepancia de los segmentos iniciales de una sucesion se expresa
como una funcién del tamaifio del segmento. Una referencia clasica sobre la teoria de distribucién uniforme
de secuencias es [7]], que cuenta con un capitulo dedicado a nimeros normales. Sorprendentemente, casi
todos (en el sentido de la medida de Lebesgue) son normales con la misma velocidad de convergencia:
esencialmente la discrepancia de normalidad de casi todos los nimeros reales estd dada por la ley del loga-
ritmo iterado. Este resultado es la combinacion de [} 8]]. Sin embargo, no se conoce hasta el momento la
maxima velocidad de convergencia a normalidad, es decir, la minima discrepancia de un nimero normal.
Este problema abierto es uno de los que nos motiva a estudiar como se calcula rigurosamente la discrepan-
cia de niimeros definidos mediante construccciones ad hoc. El nimero de Champernowne es el principal
ejemplo de un nimero construido para ser normal. Como veremos mas adelante, la discrepancia del nimero
de Champernowne es mucho mayor que la de casi todos los nimeros, es decir su convergencia a normalidad
es mas lenta.

A partir de un resultado de Schiffer [[11] que aplica en una familia grande de nimeros reales (pero
de medida de Lebesgue cero), se sabe cudl es exactamente la velocidad de convergencia a normalidad
del nimero de Champernowne. Schiffer prueba que para todo polinomio f no constante con coeficientes
racionales, tal que f(n) € N para todo n € N, la velocidad de convergencia de

a:=0,f(DfQ)... f()...,

cuya expansion fraccionaria esta formada por la concatenacion de los valores de f evaluado en los niimeros
naturales, es del orden O(1/ log x). En particular, vale para el nimero de Champernowne, tomando

f(t) = t. Posteriormente, Nakai y Shiokawa en [9] generalizan este resultado para f con coeficientes reales.
Alli, proponen que para todo f no constante con coeficientes reales, tal que f(f) > O para todo ¢ > 0,
entonces la velocidad de convergencia a normalidad de

a :=0,[f(DIfID]...[f(W]...

es del orden O(1/log x). Cabe destacar que esta familia sigue teniendo medida de Lebesgue cero, pues
O(1/log x) es mayor a la ley del logaritmo iterado que cumplen casi todos los ndmeros [3] [4].

En este trabajo particularizamos el resultado de discrepancia de normalidad dado por Schiffer para
el nimero de Champernowne, pero dando una demostracidn discreta y elemental. Nuestra motivacién no
sOlo es dar una prueba sencilla a un resultado que se utiliza frecuentemente, sino también entender las



herramientas y métodos que se pueden usar para calcular discrepancias, con el fin de que se puedan aplicar
después a otros ejemplos, y asi acercarnos a responder grandes preguntas sobre la velocidad de convergencia
a normalidad.



2. El nimero de Champernowne

El ndmero de Champernowne en base 10 es la constante que definié David Champernowne en [2]] para
dar un ejemplo de niimero normal en base 10 en el sentido de Borel. Mas precisamente:

Definicion (Nimero de Champernowne). Llamamos Niimero de Champernowne en base 10 al nimero
¢ :=0,1234567891011121314151617181920212223 ...

cuyos digitos después de la coma se obtienen concatenando de manera ascendente los niimeros naturales.

Observacién. Podemos ver la expansién de Champernowne como la concatenacion de términos (¢;);en»
donde ¢; = i. Por comodidad, al escribir el nimero de Champernowne, vamos a separar estos términos
mediante un espacio: ¢ =0,123...91011...99 100 101 ... 999 1000 ...

Para estudiar la velocidad de convergencia del nimero de Champernowne, necesitamos definir la dis-
crepancia de una sucesion.

Definicion (Discrepancia). Dada una sucesion (x,,),ey € [0, 1), y dado N € N, se define la discrepancia
en los primeros N términos de (x,,),cn COMO

#{ne{l,...,N} : x,E€[a b))}
Dy ((X)nen) ::0<SL<IE<1 . ~ = —(b-a).

La discrepancia mide qué tan equidistribuidos estan los primeros N términos de la sucesion en el inter-
valo [0, 1): Para cada intervalo en el [0, 1), contamos la cantidad de términos que pertenecen al intervalo,
dividimos por los términos observados para obtener la frecuencia, y comparamos esa frecuencia con el
tamaifio del intervalo tomado.

Ahora, para poder usar la nocién de discrepancia para medir la velocidad de convergencia a normalidad,
vamos a definir para cada nimero normal, una sucesién a la que le calcularemos su discrepancia. Cabe
aclarar que en todo el trabajo utilizaremos base 10, pero las definiciones y propiedades son adaptables a
cualquier base entera b.

Definicion. Dado « € [0, 1), definimos la discrepancia de @ como
D(a, N) := Dn((10" T méd 1))

Es decir, si escribimos a « en base 10, « = 0,a; a, a3 ..., entonces estamos utilizando la sucesion
(x,)en> cuyos elementos son:

X = 10°% méd1l = 0,a as ...
x, = 10'a méd1l = 0,a, azay ...
X3 = 10%a méd1 = O0,03a,as...
x, = 10"l méd1 = 0,a, . to ...

La tesis de Wall [3] demuestra que los nimeros normales en base 10 son exactamente aquellos niimeros
a para los cuales la sucesién (10" 'a mod 1),en estd uniformemente distribuida, y esto significa que la
discrepancia de los primeros N términos de la sucesién tiende a 0 cuando N va a infinito. De ahi que la
velocidad de la convergencia a normalidad se estudia a través de la discrepancia.

Se sabe por Gal y Gal [5] la cota superior para la discrepancia de casi todos los nimeros (en el sentido
de Lebesgue). Philipp [[10] da las constantes explicitas, y Fukuyama [4] las afina, obteniendo que para todo
namero real @ > 1, existe una constante Cy tal que para casi todo niimero real a,

_ V/NDy((@"a mod 1),59)
lim sup — =C,

9.
N—oo ylog(log N)



Es decir que para casi todo nimero real « vale

v/log(log N)
VN

Posteriormente, Moran y Pearce [8] obtienen la cota inferior para casi todo nimero. Sin embargo, como
veremos a continuacion, la discrepancia del nimero de Champernowne no obedece ese mismo orden.

D(a,N) =0

Notacién. Tomemos a = c el nimero de Champernowne. Llamamos ¢; al digito niimero i en la expansion
decimal de c.
Por ejemplo, ¢y =0y ¢4 = 1, pues

=0 ) ...=0,123456789 10 11 12 ...
¢ »€1 €2 C3... €10 €1 €12 €13 C14 €5 s 9
1o % 10 12

Luego, definimos (x,,),en = (10"'¢ méd 1),y Entonces,

X, =0,12345 ..
X, =0,23456...

X10=0,101112...
X11 :0,0ll 1213...

Xn = 0’ CnCntl Cnt2 -+

Esta sucesion es la que usaremos a lo largo de los siguientes teoremas y demostraciones para dar una esti-
macién de la discrepancia del nimero de Champernowne. O sea, nuestro objetivo es estimar

D(c,N) := Dy ((xn)neN) :

Durante todo el texto, para hacer las estimaciones, usaremos la notacién de Landau: para f y g funciones
definidas sobre los nimeros reales, y g estrictamente positiva, escribimos f(x) = O(g(x)) si existe una
constante positiva C y un valor x, tal que para todo x > x,, | f(x)| < Cg(x). Y escribimos f(x) = o(g(x))
si para toda constante positiva €, existe x tal que | f(x)| < eg(x) para todo x > x.

Como mencionamos antes, Schiffer [[11, Teoremas 1 y 3] dio el orden exacto de discrepancia de secuen-
cias (10" 'a mod 1),en para una gran familia de nimeros @, que incluyen al niimero de Champernowne.
Alli, Schiffer prueba que para todo polinomio f no constante con coeficientes racionales, tal que f(n) € N
paratodo n € N, la discrepanciade a := 0, f(1)£(2)f(3) ... cumple:

1
1. D(a,N)=0 <logN>’

K

2. Existe una constante K > 0 tal que hay infinitos N para los cuales D(c, N) > e N
0g

Observemos que si aplicamos este resultado de Schiffer al nimero de Champernowne (tomando el po-
linomio f(x) = x) y lo comparamos con la ley del logaritmo iterado de Gal y Gal, se puede notar que la
cota superior de la discrepancia de casi todos los niimeros es menor que la cota inferior de la discrepan-
cia del nimero de Champernowne. Es decir, el niimero de Champernowne converge a normalidad mucho
mas lentamente que casi todo nimero. Nos proponemos aqui particularizar la demostracién de Schiffer al
caso del nimero de Champernowne, y explicitar la constante K de la cota inferior de su discrepancia. A
continuacién, enunciamos los teoremas que buscamos demostrar:



Teorema 1. Sea c el niimero de Champernowne en base 10. Entonces,

B 1
D(c, N)=0 <1ogN>'

Teorema 2. Sea c el niimero de Champernowne en base 10. Entonces, existe una constante K > 0 tal que
hay infinitos N para los cuales

K
D(c,N) > .
@ N) log N

Mds aiin, vale para la constante K = 1/9.

Observacion. El Teorema [2| implica que D(c, N) # o < > como funcién de N. Es decir, que la

log N
estimacion del Teorema I|no se puede mejorar.

Observacion. Estas mismas cotas obtiene Schiffer en [[11] para su gran familia de nimeros, con la diferencia
de que él no explicita la constante K.



3. Definiciones preliminares: Contador de Ocurrencias y normali-
dad

Antes de comenzar con las demostraciones de los teoremas, damos algunas definiciones que usaremos
a lo largo de las mismas.

Sean k € Ny B = (b ... by) un bloque de digitos b; € {0, ...,9} de longitud k. Sea a € [0, 1), cuya
escritura en base decimal es @ = 0, @y a3 .... Seac =0,12...91011... = 0,11 t, ... 19ty tyy ... =
0,c1¢y...c9 €10 €qp €12 €13 --- €l ndmero de Champernowne.

Definicion (Contador de Ocurrencias). Sean N, M € N tales que N < M. Definimos N(B,a, N, M)
como la cantidad de veces que B aparece dentro de (ay @y, ... @y7) como k digitos consecutivos.

Ejemplo. Para entender la definicién anterior, tomemos por ejemplo:
N=5M=20,B=(131)ya= 0,1315%32113131751319%31.

aN apm

Entonces, N(B,a, N, M) = 3.
Teniendo esta funcién contadora de ocurrencias podemos definir formalmente normalidad en base 10.

Definicion (Normalidad). Decimos que a es normal en base 10 si para todo k € N y para todo B bloque
de digitos de longitud k

. N(B,a,1,N) 1

lim —— = —.
N-o N IOk

Analicemos con un poco mas de detalle la definicién de normalidad: Para determinar si un nimero

a € [0, 1) es normal en base 10, deberiamos verificar en primer lugar que todos los digitos desde el 0 hasta
el 9 aparezcan en su expansién decimal con la misma frecuencia asintética de 1/10. Es por eso que en
la definicién de normalidad, para cada N € Ny para cada bloque B de longitud k = 1, observamos los
primeros N digitos de la expansién de a, contamos la cantidad de ocurrencias de B alli, y dividimos por
N, la cantidad de digitos observados, obteniendo la frecuencia de ocurrencias de dicho bloque B. Luego,
pedimos que en el limite esa frecuencia tienda a 1/10. Analogamente, tomando k = 2, deberiamos verificar
que todos los bloques de tamafio 2, desde (0 0) hasta (9 9), ocurran con la misma frecuencia asintética
1/ 10°. En general, necesitariamos que todos los bloques de digitos de igual tamafio k aparezcan con la
misma frecuencia asintética 1/10.

Ahora, para entender como se relaciona la definicién de normalidad con la nocién de discrepancia, y por
qué esta ultima mide la velocidad de convergencia a normalidad, tenemos la siguiente equivalencia probada
por Wall [3]]:

Proposicion. Un niimero real a es normal en base 10 si y sélo si ]\}im D(a, N)=0.
— 00

Algunas ideas para la prueba de esta proposicion se pueden encontrar mas adelante en la demostracién
que presentamos del Teorema 1. De todas formas, a continuacién damos algunas observaciones y ejemplos
para entender la relacion entre el contador de ocurrencias y la discrepancia.

Observacioén. Sea a € [0, 1). Escribamos a = 0.a;a,a3a, ... para denotar su expansion decimal. Si parti-
mos el intervalo [0, 1) en pequefios intervalos de tamaifio 1/10, preguntarse en cual de esos diez intervalos
se ubica @ equivale a determinar quién es a4, el primer digito de su expansién decimal.

1
ae[O,E> < a;=0

e[i 3) — a, =1

10° 10 =

ae[l i) = a 2
10’1 L
9

a e E,l) (:)a1—9



Dejamos un ejemplo para ilustrar:

a=03...

Iz 3
0 10

slo 1
_
S

1 2 3 4 5
0 10 70 710 10

Aqui debemos hacer una aclaracién. Sabemos que los nimeros con desarrollo decimal finito tienen
también un desarrollo decimal infinito que termina con infinitos 9’s. Por ejemplo, @ = 0,3 = 0,2999 ....
Luego, si consideramos el desarrollo infinito, tendriamos que a € [3/10,4/10), pero a; = 2. Por eso,
debemos aclarar que a lo largo de todo el trabajo no vamos a considerar los desarrollos decimales que
terminen con infinitos 9’s; en tales casos, nos quedaremos con el desarrollo finito del niimero.

Siguiendo el razonamiento anterior, si ahora en vez de partir el [0, 1) en 10 interavlos, lo partimos en
100 intervalos de tamafio 1/102, entonces para ubicar a @ necesitamos determinar @) y @, los primeros dos

digitos de su expansién decimal. Por ejemplo,

6[32 33) = =3 ANay=2.

1027 102
a=032...
S
0 o 4o !
102 102
Ahora, veamos qué pasa si en vez de querer ubicar tinicamente a x; = a, buscamos a qué intervalo
pertence x, = 10"'a mod 1, paracadan € {1,..., N}, como hacemos en la definiciéon de discrepancia.

Veamos un ejemplo. Partamos el intervalo [0, 1) en 1000 intervalos de tamaiio 1/ 10% y consideramos

uno de ellos,
325 326
1037103 )
Como x,, = 10" 'a méd 1 =0, a, Gy @,y ..., tENEMOS que

x, €l &< a,=1ANa,;1=3AN0a,,=0 = a=0,a;...2,_13250a,,3....

x,=0325...
bt —— 1
3 325 326 4
10 100 103 10

Es decir, x,, pertenece al intervalo I si y s6lo si hay una ocurrencia del bloque B = (3 2 5) en el digito
nimero n de a. Luego, si tomamos k = 3, la longitud del bloque B, vale

#nell,...,. N} :x,€el}=#ne{l,...,N} . (a, 2, @,.5) =(325)}
=N(B,a,1, N) + O(k),

donde el O(k) proviene de notar que en el segundo término de la cadena de igualdades estamos mirando

las ocurrencias de B desde (a; @, a3) hasta (apy ay,| @n,,); mientras que N(B, a, 1, N) cuenta las ocu-
rrenicas de B desde (@ a, a3), pero hasta (a_, @n_; @ ). Como en el peor de los casos alli podria haber
una diferencia de dos ocurrencias, debemos agregar el O(k), que de todas formas, no sera relevante cuando

hagamos tender N a infinito.

11



Por tltimo, observemos que el primer término de la cadena de igualdades es el cardinal que utilizamos en
la definicion de discrepancia, mientras que el Gltimo término es el contador de ocurrencias que usamos para
la definicién de normalidad. De esta forma, si dividimos ambos términos por N, obtenemos respectivamente
cada frecuencia, y queda en evidencia la relacion entre discrepancia y normalidad.

Seguimos con mas definiciones que usaremos en las demostraciones.

Definiciéon. Decimos que una ocurrencia de B en ¢ es a caballo si B ocurre entre dos o mas términos ¢; de
la expansion de Champernowne.
Notamos N,(B, ¢, N, M) a la cantidad de ocurrencias a caballo de B en (cy ¢y --- Cpr)-

Decimos que una ocurrencia de B en ¢ no es a caballo, si B ocurre dentro de un solo término ¢; de la
expansién de Champernowne.
Notamos N,,.(B, ¢, N, M) a la cantidad de ocurrencias no a caballo de B en (¢ ¢y g --- Cpr)-

Ejemplo. Tomemos N =1, M =36y B = (1 2). Entonces,
N,.(B,c, N, M) =1, pues

c=0.}2345678910111213 14151617 18 19202122%324...
XN M
N.(B,c,N,M) =2, pues
c=0.%234567891011 121314151617 18 19202122%324....
XN XM

Observacion. N(B,c¢, N,M) =N, .(B,c, N,M)+N.(B,c, N,M)

¢ digitos ¢ digitos
. —~ —~ =
Definiciéon. Dado ¢ € N, vamos a llamar s, a la concatenacién de nimeros (10...0, ..., 9...9 ), formada

por todos los niimeros naturales de # digitos ordenados de forma ascendente (desde 10~ hasta 107 — 1).

Ejemplo. s;, =(123456789)
5, =(101112...9899)
53 = (100 101 ... 998 999)

Definicion. Dado v € N, llamamos T'(v) a la cantidad de digitos en la expansién de Champernowne hasta
el término ¢, = v, es decir la cantidad de digitos del siguiente niimero:
123..91011...99 100 ... 999 1000 ... v.

Ejemplo. Si tomamos v = 11, entonces T'(v) = 13, pues 0. 1234567 89 10 11 tiene 13 digitos en su
expansion decimal.

Notacion. Sea N € N. Tomemos v € N tal que T(v) > N y T(v — 1) < N. Por la definicion anterior,
T (v) es la cantidad de digitos que hay desde 1 hasta v. Luego, v es el nimero natural donde se encuentra el
digito nimero N de la expansiéon de Champernowne (puede ser que el digito nimero N se encuentre en la
mitad de v, y no exactamente en el Gltimo digito de v). Ademas, llamamos » a la cantidad de digitos de v.

Ejemplo. Sitomamos N = 14, entoncesv=12yn=2,puesT(v)=15>NyT(v—-1)=13 < N.
v

| p—
c=0,1234567891011 %2 13...

N

12



4. Teoremall: Cota superior

4.1. Orden del Contador de Ocurrencias

Recordemos el enunciado del Teorema 1:

. 1
Teorema Sea c el niimero de Champernowne en base 10. Entonces, D(c, N) = O <1 N >
0g
Para demostrar el Teorema necesitamos estimar la discrepancia de c. La discrepancia de un segmento
inicial de c es la maxima diferencia entre la cantidad de ocurrencias observadas de un bloque en ese seg-
mento inicial y la cantidad esperada por equifrecuencia de bloques. Por lo tanto, nos interesa encontrar el
orden de N(B, ¢, 1, N) como funcién de N, para luego demostrar el Teorema 1.

A continuacién procedemos a calcular el orden de N(B, ¢, 1, N) en el Lema 1, que enunciaremos, de-
mostraremos y posteriormente, utilizaremos en la demostracién del Teorema 1. Cabe destacar que el esque-
ma que presentamos en la demostracion del Teorema 1 es el mismo que utiliza Schiffer para demostrar la
version general del mismo [[11, Teorema 1]. Sin embargo, la forma en que estimamos el orden de la funcién
contadora de ocurrencias en nuestro Lema 1 es muy distinta a cdmo lo hace Schiffer en [11, Demostracién
del Teorema 1, Lema 1]. Schiffer propone una demostracién compleja, utilizando sumas exponenciales. Al
particularizar el resultado a un solo nimero, pudimos presentar una demostracién elemental, adaptando los
métodos discretos que utiliza Champernowne al probar normalidad. Asf, la prueba de nuestro Lema 1 es una
fusidn de las ideas de Schiffer y las de Champernowne. Schiffer nos aport6 algunos esquemas generales para
estimar la funcién contadora y saber qué cotas estdbamos buscando, mientras que gracias a Champernowne
obtuvimos ideas que nos permitieron demostrar esas cotas y hacer un conteo riguroso de ocurrencias.

Lema 1. Dado N € Ny B bloque de longitud k > 1, entonces
N(B,c,1,N) = 107FN + 0(10"™%),

donde la constante oculta en O(10"%) no depende de la eleccion de B.
Demostracion. Sean N € Ny B = (by, ..., by).

Sabemos que N(B,¢,1, N) =N, .(B,c,1,N)+N.(B,c,1,N).

Para ayudar a la comprension, separaremos la demostracién pasos.

Paso 1: Acotamos primero N,,.(B, ¢, 1, N), las ocurrencias no a caballo.

Para ello, primero debemos dar la siguiente definicion:
Definicion. Dado # € N, llamamos U, (¢, B) a la cantidad de ocurrencias no a caballo de B en s,. En
otras palabras, U,,.(Z, B) es la cantidad de nimeros de ¢ digitos que contienen a B en su escritura.

Mais adelante sumaremos sobre todos los posibles £ para poder obtener todas las ocurrencias no a ca-
ballo.

Paso 1.1: Acotamos U,,.(¢, B).
Probamos a continuacién que vale:

U,.(B,0) <10° %+ (¢ —k)-9-1077%1,

En efecto:
SiZ < k, entonces U,,.(¢, B) = 0, pues no cabe B dentro de un bloque de ¢ digitos.
Si £ > k: Queremos contar la cantidad de nimeros de la forma:

y=%..%xBx .. x
—— —
¢ digitos

donde el asterisco (x) representa cualquier digito posible.
Iremos moviendo la posicién de B y contando en cada caso:
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= Contamos la cantidad de niimeros de la forma

Yo=B % .. %
——
¢ —k digitos

es decir, niimeros de £ digitos que contienen a B en la primera posicion:

Si by = 0: Hay 0 ndmeros de la forma de y,, pues ningdn nimero natural empieza con 0.

Si by # 0: Hay 10°~* ndmeros de la forma de Yo, pues podemos elegir los dltimos £ — k digitos entre
Oyo.

= Contamos la cantidad de nimeros de la forma

yi= * B x..%
—— ——
1 digito ¢—k—1 digitos

es decir, ntimeros de £ digitos que contienen a B en la segunda posicion:

Hay 9 - 10°~%=1" nimeros de la forma Y1
e e
Elijo Elijo los
el primer altimos

digito  £—k—1 digitos
= Contamos la cantidad de nimeros de la forma
Vo= *x%x B x..%

—— ——
2 digitos  £—k—2 digitos

es decir, niimeros de £ digitos que contienen a B en la tercera posicion:

Hay 9 - 10 - 10°~%=2 nmeros de la forma ¥,. Pues:

- 9 es la cantidad de valores que puede tomar el primer digito (entre 1 y 9 porque no puede tomar el
valor 0).

- 10 es la cantidad de valores que puede tomar el segundo digito (entre 0y 9).

- 10”72 es la cantidad de valores que pueden tomar los tltimos # — k — 2 digitos.

= Contamos la cantidad de nimeros de la forma

y3= **%x%x B x.. %
—— ——
3 digitos  £—k—3 digitos

es decir, nimeros de £ digitos que contienen a B en la cuarta posicion:
Hay 9 - 10% - 10°7%=3 niimeros de la forma ¥3.

Siguiendo asi, llegamos a la dltima posicion:
= Contamos la cantidad de nimeros de la forma
Vo = * ...0% B
——
¢ —k digitos

es decir, niimeros de ¢ digitos que contienen a B en la posicion £ — k + 1 :
Hay 9 - 10°~*=! ntmeros de la forma y,_,.

De esta forma, obtenemos que para cada j € {1, ..., — k}, la cantidad de nimeros de la forma y; es
9.107 71,
Por lo tanto,
l—k
Siby =0:U,(B.&)= ) 910/ =& -k)-9.107+".
j=1
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-k
Siby #0: Uye(B,£) = 1075+ 3 910741 =107 + (£ = k) -9 1077,
j=1
Luego, para todo £ > k,
U,.(B,t) < 10" % 4 (£ —k)-9-1077*1,

como queriamos probar, cocnluyendo el Paso 1.1.

Paso 1.2: Escribimos N,,.(B, ¢, 1, N) en funcién de U,,.(B, £).

Recordemos que nuestro objetivo era acotar las ocurrencias no a caballo. Para eso, queremos escribir
N,(B,c,1, N) en funcién de U,,.(B, ¢). Para ello, necesitamos dar la siguiente definicion:

Definicion. Dado v, el niimero natural dentro del cual se realizan los N digitos y n, la cantidad de digitos
de v, llamamos N,,.(B, v) a la cantidad de ocurrencias no a caballo de B en todos los nimeros de n digitos
menores o iguales a v. Es decir, N,,.(B, v) es la cantidad de ocurrencias no a caballo de B dentro de s,

cortado en v: (10”_1, ..., 0). O en otras palabras, N,.(B, v) es la cantidad de niimeros de la forma
y=%..%x Bx ... % cony < v.
—— —
n digitos

Habiendo entendido la Gltima definicién, podemos afirmar que vale la siguiente igualdad:

n—1
Noo(B,c,1,N) = )" U, (B, ) +N,.(B,v) + O(n)
=k

Procedemos a demostrarla:

Para contar las ocurrencias no a caballo de B hasta el digito N (es decir, N,,.(B, ¢, 1, N)), podemos contar
primero las apariciones en s, para cada £ € {1,...,n — 1} (es decir, U,.(B,¢)), y después contar las
apariciones en s, cortandolo en v (es decir, N,,.(B, v)). Por dltimo, el O(n) proviene de restar las posibles
ocurrencias de B dentro de v después del digito niimero N (alo sumo podria haber n—k de esas ocurrencias).
Veamos un ejemplo para ilustrar:

Ejemplo. Sitomamos N = 9523, entonces v = 2658 y n = 4 pues:

1%

—
c=0,1...910...99100...9991000...2658 2658
—— — —————— 1

——
9:1 90-2 900-3 1658-4 N
digitos  digitos digitos digitos

Tomemos B un bloque cualquiera de dos digitos, es decir k = 2.
Luego, para contar las ocurrencias no a caballo hasta N, tenemos

N,.(B,¢c,1,N)=U,.(B,2)+U,.(B,3)+N,.(B,v) + O(n)

ocurrencias ocurrencias ocurrencias ocurrencias
en s, en s3 ens, hastav despuésdecy
porque
S S 53 v
r A ar Al
¢=0,1...910...99100...999 1000 ... 2658 2?58
N

Luego, el procedimiento consiste en primero, contar las ocurrencias en s; (que son 0 porque kK = 2),en s, y
s3; después, contar las ocurrencias desde 1000 hasta 2658; y por tltimo, restar posibles ocurrencias en los
utimos dos digitos de v.
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Sigamos con la demostracién.
Por lo visto recién, para acotar todas las ocurrencias no a caballo, debemos calcular N,,.(B, v).

Paso 1.3: Acotar N, .(B, v).
Sin < k: N,.(B,v) =0, porque, no cabe B dentro de bloques de tamafio n.
Sin>k:
n
Seav := Z 010" =0, ... 0,.
i=1
Dado j € {0,...,n — k}, definimos: a; 1= Z ;1007 =y ... v;
i=1

i=
Nuevamente, iremos moviendo la posicién de B y contando en cada caso:

Dado j € {0, ...,n — k}, llamemos N,.(B, v, j) a la cantidad de niimeros de la forma
yjz*...*B * L.k cony; <v
——

j digitos  n—k—j digitos

Entonces,
Si j = 0: Queremos contar la cantidad de nimeros de la forma

Yo = B % .- x
——
n—k digitos

Observamos que nuevamente, si b; = 0, entonces N,.(B, v, j) = 0, pues no hay nimeros que empiecen
con un cero a la izquierda. Ahora, si b; # 0, debemos separar en casos, pues N,,.(B, v, j) va a depender de
quién es By quién es v.

= SiB>v ... N, (B,v,j) =0, pues yy > v.
m SiB=v...0: N,.(B,v, j) = U4y ..U, + 1, pues los tltimos n — k digitos de y, los podemos
elegirentre Oy v, ... v,

» Si B <uv...0: N, (B,v,j) = 10"*, pues los tltimos n — k digitos de y, pueden tomar cualquier
valor desde 0 hasta 9...9 .
——

n—k digitos

Por lo tanto, N,,.(B, v,0) < 10",

Sil<j<n-k:

J
Noe(B.v,j)=(a; — 10071 +0,) 10"/ =107% <Z 010" — 10! 4 ojlo"—f>
——————Elijo los tiltimos i=1

Elijo los primeros n—k—j digitos

Jj digitos
donde 0 < ¢; < 1.
Pasamos a detallar un poco mejor por qué vale la primera igualdad:
Para que y; sea efectivamente menor o igual que v, los primeros j digitos los debemos elegir dentro de
(10j '1, ...,a;). Ahora, depende de los valores de By v, si estamos tomando a ; inclusive o exclusive.
Damos ejemplos para ilustrar:

Ejemplo. B=(31),n=4,0v=2325yj=1.
Entonces, N,.(B,v,)= 2 - 10 =@2-10"1+0)10*> 1 conp, =1.
Elijo el Elijo el

primer digito cuarto digito
entre ly2 entre0y9

En este caso, estamos tomando a ;= 2 inclusive.
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Ejemplo. B=(31),n=4,0=2305y,j=1.
Entonces, N,.(B,v, 1) = 1 . 10 =2-10""+ 91)104_2_1 con 0; = 0.
ed ed
El primer Elijo el

digito s6lo  cuarto digito
puedeser I entre0y9

En este caso, estamos tomando a ;= 2 exclusive.

Ejemplo. B=(31),n=4,v=2315yj=1.

Entonces,
N.B.o,)= 10 + 6
b e
Si el primer Si el primer
digito es 1, digito es 2,
elijo el cuarto elijo el cuarto
digitoentre 0y 9  digitoentre 0y 5
=©2-10"H10*"2"1 + (10*27 1 - 4)
= = 1071042 41042711 - o)
=@2-10"1 9104271,
4
conf;=1-—.
! 10

Ahora, habiendo calculado N,.(B, v), llamamos M a la cantidad de digitos desde 10" hasta v, es
decir, la cantidad de digitos en s, hasta el nimero v. Luego,

n
M=n(w-10""+1)=n <2 0,10 — 10" + 1> .
i=1

Llamamos L ala cantidad de digitos desde 1 hasta 10" 1- 1, es decir, la cantidad de digitos en sy, 55, ..., S,_1-
Luego,

n—1
L=Y)j-9-107"
j=1

Observemos que N = L + M — O(n) pues en el peor caso, N cae en el primer digito de v y tenemos que
restar n — 1.

Ahora,
n—k
Nue(B,v) = Y N,o(B, 0, )
j=0
n—k j
<10m* 4107 (Z > v10m =10 4 ejlo"—f)
j=0 i=1
n—k j n—k j
=107k (Z D@10 =10+ Y 9j10"—f) +0(10"%)
j=0 i=1 j=0 i=1
n—k j n—k 1
-k _()y _ n—1 10m—F —k1nn L1 n—k

<10 < (n—k+ 110 +ZZU,10 >+1o 10 Z’mf +0(10"75)
j=0 i=1 j=0
n—k j

=107* (—(n —k+ DI Ul-10”_i> + 0(10") + 0(10"7%)
j=0 i=1
n—k

<107k (—(n —k+ D10+ Z 010" (n—k —i+ 1)> + 0(10"7%) (1)
j=1

< 107%M + 0(10"7%) )
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Veamos por qué valen las dltimas dos desigualdades:
(1) vale pues:

n—k j 0 1 n—k
DD 00 = Y 010" 4 Y v 100 LY w10
j=0 i=1 i=1 i=1 i=1
_ n—1 n—1 n—2 n—1 n—(n—k)
= 10"7) + (110" + 0, 10" ) + ... + (110" + ... + v, 10 )
n—k
=) 010" (n—k—i+1)
i=1
(2) vale pues:

n—k n
—(n—k+ D10+ Y 010" (n— k=i +1) < —nl0" + 10" (k= 1)+ 1 ) 0,107 < M +0(10")
j=1 i=1

como queriamos.
Por lo tanto, podemos acotar todas las ocurrencias no a caballo, concluyendo el Paso 1:

n—1
Noo(B,c,1,N) = Y U, .(B,£) +N,.(B,v) - O(n)
=k
n—1
<Y 100k + (@ =k)-9-1077% 1 + 107 M + 0(10"%),
F=k 3

donde la constante oculta dentro de O(10" %) no depende de B.
Paso 2: Acotamos ahora N.(B, ¢, 1, N), la cantidad de ocurrencias a caballo.
Observemos primero que si k = 1, no hay ocurrencias a caballo de B, por eso pedimos k > 1.
Ahora, de la misma forma en que hicimos para las ocurrencias no a cabllo, definimos:

Definicion. dado # € N, llamamos U, (B, ¢) a la cantidad de ocurrencias a caballo en s,. Es decir, U,.(B, ¢)
es la cantidad de ocurrencias a caballo en (10...0,..., 9...9).
~—— S~——

¢ digitos ¢ digitos

Observamos que
n

N.(B.c,1,N) < Y U.(B,£)+ On).
¢=1
Esto vale porque estamos considerando que en el peor de los casos N se realiza en el Gltimo digito de v y
v=10"-1= 9...9, es decir el tltimo nimero en s,. En tal caso, deberiamos sumar cada U,(B, ¢) hasta

n digitos
¢ = n. Ademas, el O(n) proviene de sumar todas las ocurrencias a caballo que podrian aparecer entre dos
(o mas) s,. A lo sumo hay kn de esas ocurrencias (k ocurrencias por cada s, ), luego podemos acotarlas por
una constante que no depende de B.
En conclusion, basta acotar U,(B, ©).

Paso 2.1: Acotamos U,.(B,?).

Si ¢ > k : Observemos primero que al considerar bloques de longitud £ > k, s6lo puede haber
ocurrencias a caballo entre dos bloques, y no més.
Ahora, dado x un ntimero de ¢ digitos, para que haya una ocurrencia a caballo de B entre x y x + 1, los
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altimos digitos de x deben ser (b, ..., by_;) y los primeros digitos de x + 1 deben ser (by_j . ..., by) para
algin j € {1,...,k — 1}. Por lo tanto, x debe ser de la forma

X=by_i1...b *...% b ...b
—j+l1 k 1 k
——

¢ —k digitos

_j~

Ahora, como hay # — k digitos libres, x a lo sumo puede tomar 10° ¥ valores. Luego, para cada

j € {l,...,k—1}, B puede ocurrir a caballo en bloques de longitud £ a lo sumo 107~* veces. Por lo tanto,
k—1
U,(B.?) < 2 10°7% = (k — 1)1077%.
Jj=1

Damos un ejemplo para ilustrar:

Ejemplo. Tomemos £ = 6, B = (1 23 4), k = 4. Entonces, las ocurrencias a caballo de B son:

x x+1
234 xx 1 234 %% 2
34 %% 12 34 %% 13
4 %% 123 4 %% 124

Luego, U,(B,£) =3 - 10%.

Observemos que en el ejemplo anterior vale la igualdad porque estamos considerando un bloque B
con todos digitos distintos. Pero, si B tiene digitos iguales entre si, podriamos estar contando una misma
ocurrencia repetidas veces. Es por eso que conseguimos una cota para U, (B, £) y no una igualdad. Veamos
un ejemplo:

Ejemplo. Tomemos £ =6, B= (111 1), k = 4. Entonces, las ocurrencias a caballo de B son:

x x+1
111 %% 1 111 %% 2
1T %% 11 11 %% 12
I %111 1 %% 112
Luego, U,(B.,£) < 3 - 10%.
Porque si dijéramos que U.(B,?¢) = 3 - 102, estariamos contando, por ejemplo, dos veces a la ocurrencia
que involucraa x = 111011 (una vez en la primer fila y otra vez en la segunda fila).

Si ¢ < k : Para simplificar el trabajo, y como es suficiente para la cota que estamos buscando, vamos
a acotar todas las ocurrencias a caballo de B desde s; hasta s;,_; por la cantidad de digitos que hay desde
s hasta s,_;, es decir la cantidad de digitos en

12...1011...100...999 ... 10%1 -1

| —
=9...9
(Tiene k—1 digitos)

Luego,
k—1
910! i
d
=1 Cantidad de  cantidad

nimeros en s; de
digitos

k—1
2 U(B.O) <
=1

Por lo tanto, podemos acotar todas las ocurrencias a caballo concluyendo el Paso 2:

n k—1
N(B,e, 1, N) < D 107 (k= 1)+ Y 9- 1077 - j + O(n), )
=k j=1
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donde el O(n) que restamos proviene de las ocurrencias a caballo que involucren digitos de v ubicados
después del digito nimero N.

Entonces, utilizando para la segunda desigualdad las cotas obtenidas en (3) (cota del Paso 1) y (4) (cota
del Paso 2), resulta:

N(B,c,1,N)=N,.(B,c,1,N)+N.(B,c,1,N)
n—1 n k-1

< D107 4 9(2 = 1077+ +10"7F + 107K M + 010" F) + Y 107Kk - D+ Y 91077 -

t=k t=k j=1
n—1 n
= D 107 492 = 107 F 7 107K M + ) 1077 (k - 1) + 0(10"7F)
=k =k
n—1
< Z 10775110 + 9¢ — 9k + 10k — 10) + 10" *(k — 1) + 107* M + 0(10"7%)
=k
n—1 1 n—1
=107 Y 1071 9. 2+107% k- = Y 10 + 0(10"%) + 107* M + 010"
gz 0 Ek (10" (10"

_ _ 1 (1-10" 1-10*
<107*L+107% . k- — -

= 10< -9 -9
=10"*L + 010" %) + 107* M + 0(10"%)

=107"*N + 0(10"%).

> + 0108+ 107" M + 0(10"7%)
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4.2. Demostracion del Teoremall]
Utilizamos aqui Gnicamente las ideas de Schiffer, desglosando pasos y detalles que él no explicita.

Demostracion del Teorema 1. Queremos probar que

1
D(c,N)—O(logN>,

es decir que exsite Ny € Ny C > 0 tales que D(c, N) < Cﬁ, paratodo N > N.
0g

Recordemos que habiamos definido
D(c,N) := Dy ((x,)en) -
donde (x,),eny = (10" 1c méd 1),cn-
Para simplificar la notacién, dados 0 < a < b < 1y N € N, llamamos:

#{ne(l,...,N}: x, €[0,b)}

Dy(a,b) := N

—(b-a).

Es decir,
sup |Dy(a,b)| = D(c, N),
0<a<b<1

donde omitimos la ¢ del lado izquierdo ya que en la demostracién sdlo trabajaremos con el nimero de
Champernowne.

Luego, para acotar la discrepancia de ¢ deberfamos tomar supremo de | D (a, b)| sobre todos los inter-
valos [a, b) C [0, 1). Veamos primero que alcanza con probarlo para intervalos de la forma [0, b):
Supongamos que lo tenemos probado para todo intervalo de la forma [0, b), es decir:

#{ne{l,...,N}: e [0,b
sup |Dy(0,5) = sup net boxp el )}—b‘s K s>l
0<b<1 0<b<1 N log N
Entonces,
#{ne{l,...,N} :x,€[0,b)} —#{ne{l,...,N} : x, €[0,a
IDN(a,b)I=’ {ne } [ )}N {ne } [ )}_b+a
#{nef{l,...,N} :x,€[0,b)} #{nefl,...,N} : x,€[0,a)}
< — bl + —a
N N
<2 sup [Dy(0, )l
0<y<l1
K
log N
=L, VN > 1.
log N
K
Luego, basta probar que sup |Dy(0, )| < , VYN>1.
0<b<I log N

Es decir, basta ver que [ Dy (0, b)| = O <ﬁ>, para todo b € [0, 1), donde la constante oculta en la O
og

de Landau no depende de b.
Nuevamente, para ayudar a la comprension separaremos la demostracion en tres pasos.
k
Paso 1: Seank € Nya €[0,1),a =0.a; ...a;, = Y @;107". Sea N € N. Probemos primero que

i=1

_ 107%
D 1070y =
|Dy(a, +1077)] 0<10gN>,
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cuya constante no depende de a.

Al igual que como hicimos anteriormente al analizar la equivalencia de Wall, podemos observemos que
[a, @ + 107%) est4 formado por todos los niimeros en [0, 1) cuyos primeros k digitos después de la coma son

(ay, ..., ;). Luego, si tomamos B := (ay, ..., a;), vale que:
N
#{ne{l,...,N} :xne[a,a+10_k)}= Z 1=N(B,c,1,N) + O(k),
n=1

(CpseesCppp—1)=(@y 5. 0p)

donde, recordemos, c; es el digito nimero i en la expansién de Champernowne y

2

x, = 10"'¢ méd1l = 0,¢,Cpp; Cpya -
Ademas, el O(k) proviene de contar las posibles ocurrencias que podria haber después del digito ¢, y hasta

el digito Cpyp_1-
Luego, usando el Lema|l|en la segunda igualdad, obtenemos:

IDy (@, a+1075)] = %N(B, X1L,N)=10"%+0 (%)’

1 - » k
=110 N+0(—10" )—10 +0<—)
N N N

— |10k 1 K\ _ 10—k k
=10 +O<logN10 ) 10 +0< )‘ 5)

= 0( 1 10—k>,
log N

para N suficientemente grande (pues k esta fijo). Mas adelante tomaremos k y N adecuados. Por otro lado,

—k
) no depende de a.

notemos que por el Lema 1, la constante oculta dentro de O <11 N
og

Veamos en detalle por qué vale la igualdad (5). Sabemos que:

) n
9j10/~! = n10" - 10

n—1 n
D 9jl0 ' =L<N<L+M= +1
Jj=1 j=1 9
donde L era la cantidad de digitos desde s; hasta s,, y M era la cantidad de digitos dentro de s, hasta el
ndmero v.

Veamos que O(10"/N) < O(1/log N). Para ver esto, probemos que para N suficientemente grande

10"/N <2/log N,
que lo podemos escribir
log N <2N /10"

Por un lado, por definicién de N,
log N < n+logn,

y tambien por definiciéon de N

2N>2

10n—1
10 = 107 o F

1
9 "9

((n—l)lO”_l— )Z2<(n—1)—é) 1022<n—1—$)2n+10gn.



Por lo tanto,
logN <n+logn<2N/10"

como querfamos probar.

—k
Asi concluimos el Paso 1: | Dy (a, a + 1079 =0 < 10 >
log N
h
Paso2:Seanh eNyy €[0,1),y =0.y; ...y, = Z yilo_i. Probemos ahora que

i=1

1
Dy (0, =0 ——),
DN (0, 7)] <10gN>

cuya constante no depende de y.
Es decir, en este paso queremos probar el resultado deseado pero sdlo para intervalos cuyos extremos y son
nlimeros con expansién decimal finita.
Seank € {1,...,h}yje€{0,...,7}.
k-1
Definimos 4 ; := ) 7,10~ +j107% =0y .oy J

i=1
k-1

Luego, vale que A ;. = D, 7,107 + (j + D107 = 4, ; + 1075,

i=1

Observamos:
A],() = O s /11’1 == 0,1 N e )'1,}’1 = Oyl
/12’0 = 0}/1 . /12’1 = 07/11 . ).2’},2 = 0.)/1)/2
ﬂh’0=0.y1...yh_1, j’h,lzyl"‘yh—ll’ ﬂh’yh=0.}/1...}/h=y
Luego,
h y—1 1 N h y-1 h -1
— —k
Z Dy (A js A jr1) = N 2 Z )([ik,j,/lk,ﬁ])(xn) - Z Z 10
k=1 j=0 n=1 k=1 j=0 k=1 j=0
1 N h
—k
= ﬁ Z ;([O,Y)(xn) - Z }/kl()
n=1 k=1
1 N
= Z )([o,y)(xn) -7
N n=1
Entonces,
h y—1
DO < Y, D IDN s Ag i)
k=1 j=0
h 71
=2\ D DUy dyy +1075)
k=1 j=0

h
—k
= Z (0] < 10 ) Por el paso 1 (tomando N suficientemente grande)
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Notemos que la constante oculta en O <ﬁ> no depende de y, ni de h, pues
og

h k )
Yo (110 ) o<11 )Zw"so(ll )
= og N ogN ) &~ og N

Paso 3: Sea § € [0, 1), probemos finalmente que | D (0, f)| = O (ﬁ)
0g
Sea N € N. Tomemos A := [log(log N))], es decir N suficientemente grande.
Si p tiene una expansion decimal finita, entonces estamos en el caso del Paso 2 y no hay nada mas que hacer.

De lo contrario, f = 0.6, ... fpfpi1 ----

Tomemos «,y € [0, 1) tales que:

a<p<y,

y—a= 10_h,

al0" e N,

y10" e N.
Es decir,

a:=0p .. .0,y7y:=a+107"
Entonces,
| < | < "
Dy(O0.p) = — ; Zop) =B < ;1 ZopOn) =7 +7 —a=Dy0,)+10

Anélogamente,

N
1 —h
DyO.p) 2 > Kop @) —a+a—y=Dy0.a) 107",

n=1
Luego, Dy (0,a) — 107" < Dy (0, ) < Dy (0,7) + 107",

Por lo tanto,

|Dy (0, B)| < max{|Dy(0,a) — 107", | Dy (0, 7) + 1077]}
< max{|Dy(0, @), |Dy(0,7)|} + 107"

=0 <@> +107" Por el paso 2

-0(y):
log N
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5. Teorema 2k Cota inferior

5.1. Bloques Testigos

Recordemos el enunciado del Teorema 2:

Teorema[2l Sea c el niimero de Champernowne en base 10. Entonces, existe una constante K > 0 tal que

hay infinitos N para los cuales
K
D(c,N) > .
e N) log N

Mads aiin, vale para la constante K = 1/9.

Este teorema nos pide encontrar una cota inferior de la discrepancia. La demostraciéon que damos se
basa en la nocién de que la discrepancia nos dice cudnto difieren la cantidad de ocurrencias de cada bloque
de igual tamafio. Luego, como buscamos una cota inferior, Schiffer nota que basta encontrar solamente dos
bloques testigos, uno cuyas ocurrencias estén en exceso y otro en defecto, para que la diferencia de sus
respectivas ocurrencias nos proporcione la cota buscada.

A continuacion, formalizaremos esta idea en el Lema 2, y luego lo utilizaremos en la demostracion del
Teorema 2

El enunciado y la demostracion del Lema 2 se deben a Schiffer [[11, Lema 2]. Aligual que en el Teorema
1, para la demostracién del Teorema 2 seguimos el esquema que utiliza Schiffer en su versiéon general
y usamos algunas de sus ideas para obtener determinadas cotas, pero siempre fusionandolo con conteos
rigurosos del estilo de Champernowne.

Lema 2. Sea a € [0, 1). Sean B; y B, bloques de igual longitud k. Si existe una constante C > 0 tal que
para infinitos N € N vale

|N(By,a, 1, N) = N(By,a, 1, N)| > C

N
log(N)’

entonces, existe una constante K > 0 tal que para infinitos N € N,

D(N,a) > Tog(N)"

Mads aiin, vale para la constante K = C /3.
A los bloques By y B, que cumplen esta hipotesis los llamaremos bloques testigos.

Demostracion. Sean B; = (by...b;), B, =(d|...d))ya=0.0; 2y a3... € [0, ]).
Llamamos:

k k
Br:=0by...by=) b107 'y p:=0d,..dg=) d]10~
i=1 i=1

I =B, B+ 1075 C0,1) y I, :=[h, f+107%) C [0, D).

Observemos que a € I} < (a; ... a;) = (by, ..., by).
Ya612 — ((xl...ak)z(dl,...,dk).

Sea N € Ntal que N + k — 1 cumple la hipétesis del enunciado, es decir,

N+k-1

N(By,a,1,N + k- 1) = N(By,a, I, N+ k- )| >C—TE—1
[NCBy, o, 1N +k = 1) = N(By, 0, 1, N + k = 1) log(N +k— 1)
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Entonces,

D(N,a) = Dy((10"'a  mbd 1),en)

# I,...,N} : 10! 6d 1
~ sup fnef{l,...,N} :10"'a mb e[a,b)}_(b_a)
0<a<b<1 N
#{ne{l,..,N}:10"! od 1 € I,
s max | ) @ modlel) | o
i=1.2 N
. IN(Bj,a,1,N +k—1) —k
= max -10 6)
i=12 N
IN(By,a, 1, N + k—=1) = N(By,a,1,N + k- 1)|
> (N
2N
C(N+k-1)
2N log(N +k—-1)
S SR
~ 2log(N +k-1)
K
> — 8
2 (o @®)
como queriamos.
Detallamos algunas desigualdades:
(6) Vale pues:
10"'a médle€l, & a,=b/A... A4 =b, = Bjocurreen (a,, ...,%. ;)

Y anidlogamente, vale para B,.

Ademas, para entender los extremos, observemos que: Cuando n = 1, debemos considerar las ocurren-
cias en (a; ... @), por eso arrancamos en 1. Y cuando n = N, debemos considerar las ocurrencias en
(ap, ... @n4r_1), POr eso terminamos en N + k — 1.

(7) Vale pues:

|N(By,a, 1, N +k—1) = N(By,a,1,N + k — 1) 3 l‘N(Bl,a,l,N+k— 1) 1o
2N 2 N
~ <N(B2,a, LN+k-1) 10_k>
N
sl <‘N(Bl,a,l,N+k—1) 1o
2 N
'N(B2,a,1,N+k—1)_10_k>
N
312 . N(Bi,a,l,N+k—1)_10_k
2 =12 N

(8) A continuacidn, explicitamos dos posibles constantes K que sirven para probar esta desigualdad:

¢
2 log(k — 1)

K _ C _ c
log(N) 2 log(N)logk — 1) 2 log(N + k — 1)

Observemos que para utilizar esta constante K; debemos pedir k > 2.

= Tomamos K| =

Entonces,
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= Tomamos K, = C/3.

Observemos que para N suficientemente grande, N + k — 1 < 10N porque k esta fijo. Luego,
C S K C

2log(N +k—1) ~ log(N) 3log(N)

<> 3log(N) >2log(N +k —1).

Y esta tltima desigualdad vale para N suficientemente grande pues:

3log(N) S 3log(N)  3log(N) S 3log(N)
2log(N + k—1) = 21og(10N) ~ 2(1 +log(N)) = 2 +2log(N) ~

La constante K, es la que explicita el enunciado del Lema por ser una constante mas simple. Sin embar-
g0, quisimos mencionar la posible constante K; porque mas adelante, en la demostracién del Teorema 2,
veremos que K| nos permite mejorar la cota. O

5.2. Demostracion del Teorema 2|

Demostracion del Teoremal2l Queremos usar el Lema 2: Sean B, y B, de igual longitud k > 2, definidos
como: B, = (0...0) el bloque de todos ceros, y B; = (1 1 * ... %), donde el asterisco (*) respresenta
cualquier digito entre O y 9.

Aqui nos gustaria hacer una aclaracion sobre la eleccion de k, y de B; y B,, los cuales serdn nuestros
bloques testigos. Como no encontramos un analisis de la misma en Schiffer, nos proponemos responder las
siguientes preguntas una vez terminada la demostracion:

1. Por qué k # 1.
2. Por qué B, se elige como el bloque de todos ceros.
3. Qué otros B podriamos tomar.

4. Coémo cambia la constante K del Teorema 2, si cambiamos los bloques testigos.

Ahora, volviendo a la demostracion, para poder usar el Lema 2, debemos ver que existe una constante
C tal que para infinitos N € N:

N
N(By,c,1,N)=N(B,,c,1,N)| > C———
|N(By, ¢ )= N(By, ¢ )| oz ()

Sea N € N, observemos que:
IN(By, ¢, 1, N) = N(By, ¢, 1, N)| = |me,(Bl,c, 1, N)+N,(By, ¢, 1, N) = (N,o(By, e, 1, N) + N,(By, c, 1, N))|

Calculamos primero N,,.(B;,¢,1,N) = N,.(B,,c, 1, N), es decir la diferencia de las ocurrencias no a
caballo.

Dado Z € N, calculamos U,,.(¢, B;) —U(Z, B,). Recordemos en el Lema 1 definimos U,,.(¢, B;) como
la cantidad de ocurrencias no a caballo de B; en 5, = (10“, e, 107 — 1)=@0...0,...,9...9).
N~~—— N——

¢ digitos ¢ digitos
Al igual que en el Lema 1, mas adelante sumaremos sobre todos los posibles £.

Ahora, utilizando el valor de U,,.(¢Z, B;) que hemos calculado anteriormente, obtenemos que:
Sil<k:U,.(¢,B;)=0,parai =1,2.

Sil > k:

U,(¢,B)=10""F+ (@ —k)-9-10°%1  pues el primer digito de B, es distinto de 0.
U,.(¢,By) = (£ —k)-9-10°7%=1 pues el primer digito de B, es 0.

Por lo tanto,
U, (¢, B))—U,(¢,B,) =100"% V¢ >k )
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Observacion 1. Aca estamos usando que el primer digito de B, es cero y que el de B, es distinto de cero.

Ahora, como vimos en la demostracion del Lema 1, vale que:

n—1

Noe(Biye, 1, N) = Y Uyo(B;, ) + N, (B, v) = O(n)
=k

donde N,,.(B;, v) era la cantidad de ocurrencias no a caballo de B; en todos los nimeros de n digitos (es
decir, en s,) menores o iguales a v.

Luego, para obtener N, .(B;,c,1, N) = N, .(B,,c, 1, N), debemos calcular N,,.(B;,v) — N,.(B,, ).
Volvemos a usar los argumentos utilizados en la demostracién del Lema 1:

Sin < k:N,.(B;,v)=0.

Sin > k: Recordemos que en el Lema 1 tenfamos v = v; ...v,, y paracada j € {0,...,n — k}, tomé-
bamos a;=vy...05,y llamdbamos N,,.(B, v, j) a la cantidad de nimeros de la forma

V= k% B .. cony; <v.
——

Jj digitos n—k—j digitos

Entonces,
Si j = 0: Queremos contar la cantidad de nimeros de la forma

Yo=B; *--x conyy;<v.
——
n—k digitos

Observamos que nuevamente, como el primer digito de B, es cero, N, .(B,,v,0) = 0, es decir no hay
ocurrencias de B, de este tipo. Pero, si podria haber de B (dependera de quién es B; y quién es v). Luego,
usando lo visto en la demostracién del Lema 1, vale:

N,.(B;,0,0) < 10" % y N, .(B,,0,0) = 0.
Si1 < j < n- k: Recordemos que lo que buscamos es N,,.(B;,v) — N,,.(B,, v). Luego, queremos cal-

cular N,,.(By, v, j) = N,.(By, v, j).

Observamos primero que la cantidad de nimeros de la forma y; con los primeros j digitos menores que
a; es igl'lal para B; y B, (pues en tal caso, y; < v sin importar quiénes son B; y B,). Luego, al hacer la
diferencia se cancela.

Por otro lado, si los primeros j digitos de y; son mayores que a;, entonces y; > v tanto para B; como
para B,, asi que esos nimeros no cuentan como ocurrencias a considerar, es decir no suman a N,,.(B;, v, j).

Por altimo, nos queda el caso en el que los primeros j digitos de y; son iguales a a;. Alli, la cantidad
de ocurrencias B, si podria ser distinta a la de B,. Analizamos este caso, con los mismos razonamientos
usados en el Lema 1. Llamemos A ;(B;) a la cantidad de nimeros de la forma

yi=01...0; B % ... % cony; <v.
n—k—j digitos
" SiB; >0 ... Vjy 0 Aj(B;) =0, pues en tal caso y; > v.

" SiB; =0 ... Vjpg o Aj(B;) = Ujipqq --- Uy + 1, pues los ttlimos n — k — j pueden tomar cualquier
valor desde O hasta v; jy ... U,.

m SiB <Uj. Uiyt B(B) = 10"%=/ pues los tltimos #n — k — j pueden tomar cualquier valor
desde O hasta 9...9.
——

n—j—k
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Por lo tanto, A;(B)) < 10"*/ vj e (1,....n—k}.

Asi, concluimos que si tomamos N tal que n > k, tenemos:

n—k n—k
Nnc(B19 U)_Nnc(Bz9 U) = Nnc(Bh v, 0)+z Nnc(Bla U&j)_Nnc(Bz’ U?j) = Nnc(B19 v, O)+Z AJ(BI)_AJ(BQ,)
j=1 j=1
(10)
Observacion. Como B, < By, entonces 0 < A;(B;) < A;(B,). Pues:
Up...0; By s <0 = 0.0 By ke <o
n—k—j n—k—j
digitos digitos
Luego, .
0<A;(B)—A;(By < 10"7F. (11)
Entonces, para todo N tal que n > k,
n—1 n—1
Noe(By, ¢, 1, N) = N,o(By, ¢, 1, N) = D U, (B, ) + N, (B, v) — O(n) - (Z Uy(By,€) + N, (By, v) — O(n))
=k =k
n—1

= Y U,o(B).€) = Uy, o(By. £) + N, (B1, 1) = N, (By. 1) + O(n)
=k

n—1
= 2 10°7% + N, .(B;,v) = N,.(B,,v) + O(n)  Usando <H>
=k

n—1 n—k
= D 10 * 4+ N, (B,v,0)+ ) A;(B)) = A;(B,)+ O(n)  Usando (10)
£=k j=1

n—k

A,(B)) - A;(By) + O(n)
=1

n—1
> Z 1077k +
=k J
n—1 n—k
Z 1077k - Z A;(By) — A;(B)) + O(n)
£=k j=1

n—1 n—k
> Z 10°7% - Y 10"7=* + O(n)  Usando 1»
£=k =1

J
12)

Contamos ahora las ocurrencias a caballo.
Observacion 2. Como B, es el bloque de todos ceros, no tiene ocurrencias a caballo (pues ningiin nimero
empieza con ceros a la izquierda).

Ahora veamos qué pasa con las ocurrencias a caballo de B;. En vez de contar todas las ocurrencias
a caballo de By, nos bastard con contar algunas de ellas para poder obtener la cota buscada y verificar la
hipétesis del Lema 2.

Recordemos que By = (11 s -+ % )=: (b;b, ... by). Luego, definimos para cada & € N,
——
k-2 digitos
¢—k digitos

—~ =
Mf ={m€N . m=b2b3...bk koeee 3k bl zbzlof_l+b310f_2+...+bk10f_k+l+...+b1}

~
¢ digitos
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Es decir, M, es la cantidad de nimeros naturales de ¢ digitos, cuyos primeros k—1 digitos son (b, b ... by),
y su tdltimo digito es b;.

Si¢ <k:#M, =0.
Sit > k:#M, = 107k, pues hay ¢ — k digitos libres.

Observacion 3. Estamos usando que b, # 0, pues si no, estariamos buscando m € N que empieza con un
cero a la izquierda.

Ahora, observemos que por cada elemento de M, tenemos una ocurrencia a caballo de B; entre dos
nimeros de £ digitos. Luego,
U.By,0) > 10°7% v¢ >k (13)

donde, recordemos, U.(By, ¢) era la cantidad de ocurrencias a caballo de B; en s,.

Observacion 4. Estamos usando:

= k # 1, pues sino, no habria ocurrencias a caballo de B;.

= b # 9, pues si no, podria pasar que m = b, 9...9 y entonces m + 1 no tiene de primer digito a b,, y
por ende, no produce una ocurrencia a caballo.

Por lo tanto, para todo N tal que n > k,

N(By,c,1,N) = N(By,c,1,N) =N, (B,¢,1,N) + N.(By,c,1,N) = (N,.(By,c, 1, N) + N.(B,,c,1,N))
= nc(Bl9 c, 1,N) - Nnc(BZ’ c, 19N) + Nc(Bl9 c, 1,N) - Nc(BZs c, l,N)

e
=0

n—1 n—k
> 3 107K =3 10"~ + O(n) + N(By,c,1,N)  Usando ||
=k j=1
n—1 n—k n—1
> 107K = 10" + 0n) + Y U.(By,£)
£=k j=1 I=1

n—1 n—k n—1
> Z 100k — Z 10"k + O(n) + Z 10~ Usando
=k j=1 =k

n—1 n—1
=2 10"F = 310" *+0(m)  Cambio de variable m = n — j
=k m=k

n—1
= > 10°7* + o)
=k
> 10" 4+ O(n)
=1
k+1
1

=C10" donde C := ——
k+1
N

>C
log(N)
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Probemos en detalle la dltima desigualdad:
Observemos primero que, como # es la cantidad de digitos de v, nimero donde se realiza N, entonces:

n—1

n
o910 < N< Y9107

—_—

=1 Cantidad de ~ Cantidad Jj=1
digitos de  de nimeros
cada ndmero ens;
S 100 1
Ademis vale que para todo r € N, Zj L9100 = 107F - 41
= 9 "9
Luego,
n—1 . lon—l . |
N2Q j-9 107 =10""n—1- +5> 107 -1-9)
Jj=1

Por lo tanto 10
log(N) > n—1+log(n — ?)

Entonces,

n .
10 +$)=c j-9-1071>CN
j=1

Clog(N)10" > C (n — 1 +log(n — %)) 10" > C (10"n -

n

Obtuvimos que se cumple la hipétesis del Lema 2]y por ende, vale que para infinitos N € N,

D(N,x) > como se queria.

log

Por tltimo, explicitemos la constante K. En el Lema 2 vimos que podemos tomar K = C /3. Luego, si
tomamos k = 2 (el valor mas chico que puede tomar k), obtenemos:

C 1 1

3 3k+1) 9

Observacion. Respondemos las preguntas hechas al principio de la demostracion:

1. Pedimos k # 1 para que haya ocurrencias a caballo de B; (en la Observacién ).

2. Necesitamos que el primer digito de B, sea cero para que haya una diferencia entre las ocurrencias
no a caballo de By y B, (por la Observaci6n[I)). Ademas, usamos que B, es el bloque de todos ceros
para que no tenga ocurrencias a caballo (en la Observaci6n [2).

3. B debe cumplir que su primer digito sea, por un lado, distinto de 0 para que haya una diferencia entre
las ocurrencias no a caballo de B; y B, (Observacion(I), y por otro lado, que sea distinto de 9 (por la
Observacién[d). Ademas, pedimos que el segundo digito de B; sea distinto de 0 (por la Observacién
[). Cualquier eleccién de B; que cumpla esas condiciones sirve.

4. La constante K s6lo depende de k, la longitud de los bloques. Recordemos que en la demostracién
del Lema 2, dimos dos opciones para la constante K.
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C 1
2log(k — 1) 2(k+ 1)log(k — 1)
1

mos tomar es 3, y quedaria K| =

Opcién I: K| = Luego, el valor mas chico de k que pode-

2-4log2)’

Opcién 2: K, = % = é

De esta forma K| > K, por lo que K; seria mejor cota.

Damos a continuacién un ejemplo de posibles elecciones de k, B; y B, para ilustrar la idea de bloques
testigos con ocurrenicias en exceso y en defecto.

Ejemplo. Tomemos k =2, B; = (1 1)y B, = (0 0), bloques que cumplen las condiciones pedidas en la
observacion anterior. Veamos que B tiene ocurrenicas en exceso y B, en defecto.

En primer lugar, ya sabemos que B, tiene ocurrencias a caballo y B, no, por ser el bloque de todos ceros.
Analicemos, en segundo lugar, las ocurrencias no a caballo de cada bloque. Para eso, hagamos un conteo
riguroso de las ocurrencias no a caballo de By y B, en (1...999) = (s; s, 53), es decir, queremos caluclar
parai =1,2,

3
Y U,.(B.?).
¢=1
(Contamos hasta £ = 3, pero el procedemiento es anilogo para todo ¢).
Caso B;:

= U,.(B;,1) =0, es decir, la cantidad de ocurrencias no a caballo de B, en s; es cero, porque k > 1.
» U,.(B;,2) =1, porque la tnica ocurrencia de B; en s, es (1 1).

= U,.(By,3) = 19 porque hay diez ocurrencias de la forma (1 1 ) y nueve de la forma (x 11).

Por lo tanto,
3
Y U,.(By,£) =20.
=1

Caso B,:

= U, (By,1)=0,porque k > 1.
= U,.(B;,2) =0, porque el término (00) no aparece en la escritura de la expansién de Champernowne.

= U,.(B;,3) =9 porque hay nueve ocurrencias de la forma (x 0 0), pero ninguna de la forma (00 ).

Por lo tanto,

3
D U, (B, £)=09.
=1

Observacion. El enunciado del Teorema 2 pide que la cota valga para infinitos N, debido a que es la nega-
ciénde ser o(1/log N), y esa negacion no requiere cofinitos. Pero, se puede observar que en la demostracion
lo probamos para cofinitos N (en particular, lo Gnico que pedimos a lo largo de la demostracién fue n > k),
como lo hace Schiffer, obteniendo un resultado mas fuerte. Esta fortaleza no esta cuantificada en términos
de discrepancia (la teoria clasica de discrepancia no tiene una definicion para esto).

Notemos ademés que la prueba para infitos N es méas facil: podemos siempre agarrar N conveniente
para que el conteo termine justo en un término de la forma 999 ... 9.
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