UNIVERSIDAD DE BUENOS AIRES
FACULTAD DE INGENIERIA

TESIS

para obtener el titulo de

Ingeniera Electronica
de la Universidad de Buenos Aires

Presentada y defendida por
Melisa Coral HALSBAND

Métodos Eficientes para la
Identificacién de Patrones en
Conjuntos de Senales Discretas

Directora de Tesis: Rosa WACHENCHAUZER
Co-directora de Tesis: Verénica BECHER

desarrollada en el Departamento de Computacion de la Facultad
de Ciencias Exactas y Naturales, Grupo KAPOW

defendida en diciembre de 2010






Agradecimientos






Indice general

. Introducciéon 1
1.1. Motivacion . . . . . . . Lo 2
1.2, Objetivo . . . . . . . . 2
1.3. Antecedentes . . . . . . ..o 3
1.4. Organizacion del Documento . . . . . . .. ... ... ... ..... 4

. Notacion y Definiciones 5
2.1. Definiciones Basicas . . . . . . . ... 5
2.2. Repeticiones Maximales . . . . . ... .. .. ... ... ... 6
2.3. Definiciones Biologicas . . . . . . . ... o Lo 6

. Arreglos de Sufijos 9
3.1. Estructurasde Datos . . . . . . . ... ... ... o 9
3.2. Construccion de Arreglos de Sufijos . . . . . . . ... ... ... 10

3.2.1. Definiciones Preliminares . . . . . .. ... ... ... .... 11
3.2.2. Algoritmo de Construccion de Arreglos de Sufijos . . . . . . . 12
3.3. Maximo Prefijo Comun . . . . . . ... ... .. L o0 13
3.4. Busqueda de Repeticiones Maximales y Supermaximales . . . . . . . 15
3.4.1. Repeticiones Supermaximales . . . . . .. .. ... ... ... 15
3.4.2. Repeticiones Maximales . . . . .. .. ... ... ....... 16

. Algoritmos sobre Conjuntos 19
4.1. Algoritmo Béasico . . . . . . ... Lo 20
4.2. Repeticiones Maximales y Supermaximales Exclusivas . . . . . . .. 21

4.2.1. Analisis . . . . . . L 22
4.2.2. Algoritmo de Repeticiones Maximales y Supermaximales Ex-
clusivas . . . . ..o 23
4.3. Repeticiones Supermaximales en un Conjunto . . . . . . . ... ... 24
4.3.1. Analisis . . . . . . L 24
4.3.2. Supermaximalidad a izquierda . . . ... ..o 25
4.3.3. Supermaximalidad a derecha . . . . . .. ... ... ... .. 26
4.3.4. Algoritmo de Repeticiones Supermaximales en un Conjunto . 27
4.4. Etiquetas Minimales . . . . . . . .. .. ... o oL 28
4.4.1. Analisis . . . . . . 28
4.4.2. Algoritmo de Etiquetas Minimales . . . . .. ... ... ... 30

. Complejidad Computacional 33
5.1. Algoritmo Bésico . . . . . .. ... 34
5.2. Arreglos My N . . . . . 34

5.3. Repeticiones Maximales y Supermaximales Exclusivas . . . . . . .. 36



v Indice general

5.4. Repeticiones Supermaximales en un Conjunto . . . . . . . . .. ... 37
5.5. Etiquetas Minimales . . . . . . . .. . .. ... ... ... ... ... 38
6. Resultados 41
6.1. Tiempos de Ejecuciéon . . . . . . . ..o 41
6.2. Analisis e Interpretaciéon . . . . . ... ..o 43
6.2.1. Repeticiones Supermaximales en un Conjunto . . . . . . . .. 45
6.2.2. Repeticiones Maximales y Supermaximales Exclusivas . . . . 47
6.2.3. Etiquetas Minimales . . . . . . . . ... ... ... ...... 47
7. Conclusiones 53
A. Implementaciones 55
A.1. Construccion del Arreglo de Sufijos . . . . . . ... ... ... .. 55
A.2. Méximo Prefijo Coman . . . . . . ... ... ... ... .. 55
A3, Algoritmo Béasico . . . . . ..o oL 95

A 4. Repeticiones Maximales y Supermaximales Exclusivas y Supermaxi-
males en un Conjunto . . . . . . .. .. ... ... 95
A5, Etiquetas . . . . . L 55

Bibliografia 57



CAPITULO 1

Introduccion

Indice

1.1, MotivaciOm . . v v v v v e o e e e o e e et e e ot
1.2, ODbJetivo . . v v v v v e e e e e e e e e e e e e e e
1.3. Antecedentes . . . . . . . . i i i i it it e e e e e e e e e e

1.4. Organizaciéon del Documento . . ... .. ... ... ... ..

=W NN

Esta tesis se interna en una de las intersecciones que existen entre la Electrénica y
las Ciencias de la Computacion. El procesamiento de seniales discretas cuantizadas o
digitales es para la computacion el tratamiento de cadenas de caracteres, e involucra
areas como la teoria de la informacion, el andlisis de Fourier, el reconocimiento de
patrones, procesos estocasticos y complejidad computacional.

Ademas, es el producto de un trabajo fuertemente interdisciplinario entre estas
ciencias duras y la -no siempre fluida- relacién con la biologia. La mayor parte
de los datos a procesar y analizar provienen de avances técnicos recientes en la
capacidad de analizar la informacién genética de los seres vivos, y el tratamiento
de esta informacién requiere métodos adecuados a ella. Parte del trabajo realizado
consistio en la traduccién de necesidades abstractas formuladas desde el punto de
vista de la genémica a definiciones cuyo cumplimiento pudiese ser comprobado y la
correctitud de los métodos demostrada.

Una vez delineados los problemas, se proponen, describen y demuestran distintos
métodos para el tratamiento de senales digitales o cadenas de simbolos atendiendo a
los requerimientos que se derivan de las caracteristicas de la entrada. Los criterios de
diseno utilizados fueron formulados en base a distintos desafios técnicos: a diferencia
de la mayor parte de los enfoques de procesamiento de cadenas de ADN, basados en
métodos heuristicos, en este trabajo se exige el hallazgo de resultados exhaustivos,
sin comprometer la tratabilidad de los problemas. Por otro lado, se asumira identidad
de secuencias s6lo en los casos en los que el ajuste es perfecto, sin contemplar indices
de similitud o coincidencias inexactos.

Los algoritmos presentados en esta tesis forman parte del trabajo que el
grupo KAPOW realiza en el marco del proyecto binacional MINCyT-MICINN
AR009,"Dindmica de Homogeneizacion de genomas eucariotas", 2010-2011, dirigido
por el Dr. Hernan Dopazo del Centro de Investigaciones Pricipe Felipe de Valencia,
Espana, y la Dra. Verdénica Becher.

Desde el punto de vista algoritmico el proyecto consiste en el diseno e imple-
mentacion de una bateria de algoritmos eficientes para el andlisis comparativo de
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secuencias genOmicas intra e inter especies. El objetivo final de este proyecto es po-
ner a prueba la hipétesis neutral de abundancia, y diversidad de elementos biolégicos
repetidos en el genoma eucariotico planteadas por [Venner 2009] y [Brookfield 2005].

1.1. Motivacion

La aparicion y accesibilidad de tecnologias de secuenciacion de ADN de alta tasa
de transferencia ha resultado en un enorme crecimiento de informaciéon genémica y
metagendémica. A medida que més genomas son secuenciados, la eficiencia y escalabi-
lidad de las herramientas para su anélisis se vuelven necesarias. Aunque la capacidad
de procesamiento también ha aumentado, y distintas formas de procesamiento de
alto rendimiento se encuentran disponibles, los abordajes mas directos adolecen de
capacidad para tratar las variantes combinatorias que exigen los problemas.

Los gigantescos volumenes de datos a ser analizados requieren tecnologias ra-
pidas, dado que el costo de analizar los mayores conjuntos de datos actualmente
exceden los costos de generarlos. Entre las funcionalidades necesarias para el anéa-
lisis, una de las herramientas mas costosas computacionalmente es la bisqueda de
patrones o repeticiones dentro de las secuencias. A diferencia de la busqueda o com-
paracion de subsecuencias, que intentan alinear las secuencias local o globalmente,
la busqueda de patrones consiste en la identificacién de subsecuencias que se encuen-
tran repetidas més de una vez en el genoma, o en distintos genomas, y que cumplen
ciertos criterios de maximalidad con respecto a las demas subsecuencias.

1.2. Objetivo

El objeto de la tesis consiste en desarrollar métodos para la identificacion de
repeticiones en genomas o metagenomas considerando conjuntos de secuencias. Es
decir, la busqueda de los fragmentos de ADN que se encuentren repetidos a lo largo
de un conjunto de secuencias de nucleétidos, o aquellos que se encuentran repetidos
en una o més secuencias pero son exclusivas de ellos, y no se encuentran en otro
conjunto de referencia de secuencias. Técnicamente, entendiendo las secuencias de
ADN como conjuntos de senales discretas cuantizadas de longitud arbitraria, los
problemas consisten en identificar patrones dentro de las mismas atendiendo criterios
de maximalidad que acoten el tamano de la salida y atendiendo a requerimientos de
tratabilidad en términos de tiempos de procesamiento y memoria consumida.

Se trataran tres problemas distintos aunque relacionados:

» La busqueda de repeticiones supermazimales de un conjunto de secuencias,
subsecuencias de todos los elementos del conjunto que representan las maximas
subsecuencias presentes en cada elemento del conjunto, es decir que tienen
todos los elementos del conjunto en comin.

» La busqueda de repeticiones mazimales y supermazimales exclusivas de una
secuencia respecto de un conjunto, cadenas repetidas en una cadena fija, lo més



1.3. Antecedentes 3

largas posibles, que no aparecen en ningin elemento del conjunto de referencia.
Representan patrones de la cadena original que son propios o exclusivos de la
misma.

= La busqueda de etiquetas minimales de un conjunto respecto de otro, subcade-
nas lo més cortas posibles que se encuentren en todos los elementos del primer
conjunto y en ninguno del segundo. Este problema toma caracteristicas de los
dos anteriores, aunque buscando cadenas minimales en lugar de maximales: de
esta forma se hallan las subsecuencias mas cortas que de alguna forma “identi-
fican” a todos los elementos del primer conjunto, ya que una etiqueta minimal
ocurre en un elemento si y solo si éste pertenece al primer conjunto.

Estos tres problemas se trataran por separado, pero utilizando estrategias analo-
gas y compartiendo un juego de herramientas comun en su resolucién. Teniendo en
cuenta las magnitudes de las entradas involucradas en las principales motivaciones
de estos problemas, en todos los casos se tomara como principal restricciéon el uso de
memoria, y en segundo lugar, la eficiencia en el consumo de recursos de procesador.

Ademas del analisis biologico sobre las repeticiones encontradas, el calculo de
indicadores estadisticos sobre los resultados obtenidos pueden interpretarse como
indices de similitud o diferencias entre genomas o familias de especies y complejidad
de la informacién contenida por las secuencias.

Mas alla de la motivacion biotecnoldgica, dada la abstraccién y generalidad del
problema, existen otros campos del conocimiento en los que los métodos desarrolla-
dos pueden ser de utilidad. Actualmente no existen herramientas para el tratamiento
de estos problemas en forma eficiente para grandes volumenes de datos.

1.3. Antecedentes

En la comparacion de Sahal et al. (2008) aparece una lista de los buscadores de
repeticiones para genomas. Mas alla de los métodos heuristicos y basados en bases
de datos como RepeatMasker (2009), los métodos existentes utilizan las longitudes
de las repeticiones como pardmetros en cada pasada, y tienen una performance po-
bre en términos de tiempo y memoria; més ain, los métodos exaustivos producen
salidas de tamano inmanejable (cuadratico). Es posible hallar referencias a los méto-
dos utilizados por diferentes autores y los resultados obtenidos en RepBase Update
(http://www.girinst.org/, [Jurka 2003]).

En el ano 2009 el grupo Kapow desarrollé métodos novedosos para la busqueda
de repeticiones exactas. En Becher et al., 2009 [Becher 2009] se presenta un algorit-
mo que computa todas las repeticiones perfectas en entradas de hasta 500 millones
de bases de nucledtidos utilizando 8 GB de memoria. Este esta basado en la cons-
truccion de arreglos de sufijos y en un procedimiento novedoso para extraer todas
las repeticiones perfectas en la entrada, sin restricciones sobre la distancia entre las
mismas o en su longitud. Para entradas de tamano n, la complejidad computacional
del algoritmo es O(n logn) y requiere espacio lineal.
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1.4. Organizacién del Documento

El trabajo estd organizado presentando los tres algoritmos propuestos en forma
constructiva. El Capitulo 2 describe la nomenclatura utilizada a lo largo de la tesis
y propone las definiciones necesarias para el planteo de los problemas. Ademaés,
introduce brevemente la nomenclatura bioinformatica que seré utilizada en la mayor
parte de las pruebas. En el Capitulo 3 se presentan algunas estructuras de datos y
herramientas que se utilizaran extensivamente a lo largo del trabajo, argumentando
su necesidad y describiendo los mecanismos de construcciéon. Los problemas centrales
a resolver se proponen en el Capitulo 4, donde se analizan resoluciones algoritmicas
y se demuestra su correccion. En el Capitulo 5 se calcula el uso de recursos en tiempo
y memoria de los métodos propuestos, asi como las magnitudes de la informacion
de salida. Finalmente, en el Capitulo 6 se documentan los experimentos realizados
de medicién de tiempos y un andlisis preliminar sobre los resultados obtenidos en
las pruebas sobre genomas de distintas especies animales.

Se incluye en el Anexo A el codigo fuente de los algoritmos implementados.
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2.1. Definiciones Basicas

Se denomina alfabeto a un conjunto finito ¥ de simbolos con un orden lexico-
grafico definido. Una sefial discreta o cadena w es una secuencia de simbolos de X.
En esta tesis trabajaremos tnicamente con cadenas finitas, es decir, con secuencias
finitas de simbolos de . Se denomina >* al conjunto de todas las cadenas finitas
sobre 2.

La cantidad de simbolos que componen una cadena w se denomina la longitud
de la cadena y se representa como |w|. Las posiciones de cada simbolo en una cadena
w se numeran de 1 a |w|, denotando wli] el simbolo en la posicién i-ésima de w.

Se dice que una cadena w precede lexicogrificamente a una cadena w si en la
primera posicién en la que las cadenas difieren, el simbolo en w precede al corres-
pondiente en u. En general, para evitar ambigiiedades en el orden de las cadenas,
agregaremos al final de cada cadena un simbolo $ no perteneciente al alfabeto, de
modo que una cadena w = w[l|w[2]...w[|w|] quedara como w$ = w[1|w[2]...w[|w|]$,
incrementando en uno la longitud de la cadena. Como convencién se considerard al
simbolo $ como lexicograficamente inferior a todos los simbolos del alfabeto.

Si w = w(l|w[2]...w[|w|], entonces u = wlilw[i + 1]...w[j] es la subcadena de w
que comienza en la posicion ¢ y termina en la posicion j de w, con i > 1y j < |w|.
Se dice que u ocurre en la posicion ¢ de w y se abrevia como u = w[i...j]. Si u es
una subcadena de w, w es una extension de uw. Si u es una subcadena de w y u
es distinto de w, se dice que u es una subcadena propia, y que w es una extension
propia de u.

Observacion 1. Si u ocurre en w, y w ocurre en v, entonces u ocurre en v. Es
decir, la relacion de ocurrencia en cadenas es transitiva.

Un prefijo de w es una cadena inicial u = wll...i] de w, y se dice que w es una
extension a derecha de u. Si u # w, u es un prefijo propio de w. Anélogamente, un
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sufijo de w es una cadena final u = w[j...|w|] de w y w es una extension a izquierda
de u. Si u # w, u es un sufijo propio de w. En este documento nos referiremos al
Jj-ésimo sufijo de w como w; = wlj...|w|].

Observacion 2. Dada una cadena w, una subcadena de w es el prefijo de un sufijo
de w.

Dado un conjunto W de cadenas, se dice que w ocurre en el conjunto W si w
ocurre en alguna de las cadenas de W.

2.2. Repeticiones Maximales

Siguiendo a Gusfield |Gusfield 1997|, definimos repeticiones en una cadena:

Definicion 1 (Repeticiones maximales [Gusfield 1997|). Una repeticién maximal u
en una cadena w es una subcadena que ocurre mds de una vez en w, y tal que todas
SuS ertensiones propias ocurren Menos VECes que U en w.

Definicion 2 (Repeticiones supermaximales |Gusfield 1997]). Una repeticion su-
permaximal en una cadena w es una subcadena que ocurre mds de una vez en w, y
tal que todas sus extensiones propias ocurren a lo sumo una sola vez en w.

Ejemplo 1 (Repeticiones maximales y supermaximales). La cadena catarata tiene
como repeticion mazimal a ata que tiene dos ocurrencias en las posiciones 2 y 6,
y también a a ya que tiene 4 ocurrencias, mds que cualquiera de sus extensiones
propias. La dnica repeticion supermazximal de catarata es ata, ya que sus otras
repeticiones tienen exrtensiones propias que ocurren mds de una vez.

Observacion 3. Toda repeticion supermazimal de una cadena w también es repe-
ticton mazimal de w.

2.3. Definiciones Biolbogicas

Dado que la principal aplicaciéon de los métodos descriptos es en el andlisis de
secuencias de ADN, enumeramos a continuacién algunas nociones bésicas de la dis-
ciplina.

El genoma de un organismo es la totalidad de informacién hereditaria que posee
dicho organismo. La informacion del genoma se organiza en estructuras denominadas
cromosomas: la cantidad de cromosomas es caracteristica de cada especie.

En la mayor parte de las especies, la informacioén en los cromosomas se codifi-
ca en una macromolécula de nombre dcido desozxirribonucleico, o ADN. El ADN se
conforma como una secuencia de nucledtidos, cada uno de los cuales contiene una
base nitrogenada -un compuesto organico aromatico nitrogenado. Las bases nitro-
genadas del ADN son cuatro: Adenina, Guanina, Timina y Citosina, abreviadas A,
G, T, C respectivamente. Cada base nitrogenada tiene una base complementaria (se
complementan A con T, y C con G), de manera que al aparearse una secuencia de
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nucledtidos con una secuencia complementaria, se da forma a la geometria de doble
hélice que caracteriza el ADN. Los pares de bases nitrogenadas apareadas componen
la unidad bésica de informacién genética -anéloga al bit en informéatica-, y se abrevia
bp (base pair en inglés).

La secuenciacion de una molécula de ADN consiste en la obtenciéon a través de
métodos bioquimicos del orden de los nucledtidos en dicha secuencia. La longitud
de la secuencia, es decir el tamano de la senal, se mide en miltiplos de la unidad
bésica de informacion, el par de bases o bp: de esta manera 1 Kbp son mil pares de
bases, 1 Mbp son un millén de pares y 1 Gbp son mil millones de pares de bases.

A modo de ejemplo, el genoma humano mide alrededor de 3,2 Gbp, divididos en
sus 23 cromosomas.

Adenina
Base nitrogenada

Timina

Guanina

Gitosina

Figura 2.1: Representacion esquemética de una cadena de ADN
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3.1. Estructuras de Datos

Como demuestra Gusfield [Gusfield 1997|, la estructura de datos mas eficiente
en términos asintéticos para tratar este tipo de problemas es el drbol de sufijos: los
arboles de sufijos (en inglés llamados suffiz trees) pueden construirse en tiempo lineal
en la longitud de la cadena y requieren espacio en memoria también proporcional al
largo de las cadenas a procesar. La resolucion de los problemas planteados utilizando
arboles de sufijos es posible y relativamente intuitiva, pero queda fuera del alcance
de esta tesis.

La principal dificultad que se presenta al trabajar con arboles de sufijos cuando
las entradas consisten en grandes volimenes de datos son las elevadas constantes
asociadas a la construccién de los mismos. En especial, los requerimientos de me-
moria se vuelven prohibitivos cuando las magnitudes de los datos ingresados son
comparables a la cantidad de memoria disponible.

Para atender esta limitacién en funcién de las necesidades de procesamiento de
cadenas en forma integra para entradas significativas, como la secuencia formada
por un cromosoma de largo en el orden de las gigabases, se requiere un enfoque
algoritmico que contemple una mayor economia en los recursos de espacio de alma-
cenamiento, atin al costo de comprometer ligeramente los tiempos de ejecucion.

Las estructuras propuestas para cumplir esta funcién son los arreglos de sufijos,
arreglos de enteros que representan el orden lexicografico de todos los sufijos de
una cadena. Los arreglos de sufijos son estructuras méas sencillas que los arboles
de sufijos que mantienen algunas de sus propiedades y carecen de otras. Para una
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descripcion més detallada y fundamentacién de las ventajas del uso de arreglos
de sufijos, ver [Puglisi 2007]. Seguimos la implementacién propuesta por Larsson y
Sadakane [Larsson 2007].

Una estructura complementaria de los arreglos de sufijos son los arreglos de
mdximo prefijo comin. A través de éstos, es posible realizar muchas de las funcio-
nalidades de los arboles de sufijos sobre los arreglos de sufijos. Para la construccion
de los arreglos de méximo prefijo comun seguimos la implementacion de Kasai et al.
[Kasai 2001].

3.2. Construcciéon de Arreglos de Sufijos

Definicion 3 (Arreglo de Sufijos [Larsson 2007]). Dada una cadena w = w|l....|w—
1]]$ terminada en un caracter $ no perteneciente al alfabeto, el arreglo de sufijos de
w es un arreglo de nimeros I, que consiste en la permutacion de los nimeros enteros
[1,2,...,|w|], que cumple la condicion: I,[i] precede a IL,[j] si y sdlo si w; precede
lexicogrdficamente a w;.

Ejemplo 2 (Arreglo de Sufijos). Los sufijos de la palabra yarara$ estin se ordenan
lezicogrdficamente de la siguiente forma:

1 0 1 2 8 4 5 6
r a r a §

I, w;

$

a$
ara$
arara$
ra$

rara$

O N R = W Ot O

yarara$

Cada sufijo se representa con el numero de la izquierda, que identifica la posicion
en la que el sufijo empieza.

En otras palabras, el arreglo de sufijos de una cadena w indica el orden en que
se deben recorrer los sufijos de w de modo que estén lexicograficamente ordenados,
es decir que el problema de construir un arreglo de sufijos de una cadena w consiste
en encontrar el orden lexicogréfico de todos sus sufijos.

Segun se describe en el articulo citado [Larsson 2007|, la construccion de los
arreglos de sufijos se puede realizar en forma eficiente segin el algoritmo descripto
a continuacion.
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3.2.1. Definiciones Preliminares

Definiciéon 4 (h—orden). Se dice que los sufijos de w estdn h—ordenados si estdn
ordenados considerando el orden lexicogrdfico de sus primeros h simbolos.

Ejemplo 3 (h—orden). El siguiente conjunto de sufijos de la palabra yarara$

$

a$
arara$
ara$
rara$

ra$

S =N W = Ot Oy

yarara$

estd 1—ordenado y 2—ordenado, pero no 3—ordenado, 4—, 5—, 6— o T—ordenado.

Observacion 4. Los sufijos de una cadena w estdn ordenados si y sdlo si estdn
|w|—ordenados.

Definiciéon 5 (Grupo de sufijos h—ordenados). Dado un conjunto de sufijos de una
cadena w que estin h—ordenados, se denomina grupo' a un subconjunto de sufijos
que comparte los primeros h simbolos.

Observacion 5. En un conjunto h—ordenado, todos los elementos de cada grupo
son contiguos.

Proposicion 1. Las posiciones en el arreglo de sufijos de los elementos de un grupo
en un conjunto h—ordenado serdn siempre posiciones dentro del mismo grupo. En
particular, si un grupo en un conjunto h—ordenado tiene un solo elemento, la posi-
cion de ese sufijo en el conjunto h—ordenado es la misma que tendrd en el arreglo
de sufijos.

Demostracion. Si el conjunto estd h—ordenado, todos los elementos que difieren en
los primeros h elementos mantendran el mismo orden relativo en el arreglo de sufijos.
Por definicién, si dos elementos estdn en distintos grupos, tienen alguna diferencia
en sus primeros h elementos, por lo que al ordenar completamente el conjunto de
sufijos, cada elemento podra tnicamente cambiar de posicién a una posicién en su
mismo grupo. O

El ordenamiento de cadenas ternario |Bentley 1997] es un método de ordena-
miento de cadenas basado en el i—ordenamiento de las cadenas en forma incremental
para i entre 1 y |w|, a través del siguiente algoritmo:

1. Inicialmente, las cadenas estan —trivialmente— 0— ordenadas (h = 0), y forman
un Gnico grupo.

1Sin relacién alguna con los grupos como estructuras algebraicas.



12 Capitulo 3. Arreglos de Sufijos

2. Cada grupo con més de un elemento es (h 4+ 1)—ordenado internamente con
el algoritmo quicksort ternario? utilizando como clave para ordenar el (h +
1)—eésimo simbolo de cada sufijo. Los elementos que en cada llamada coinciden
con el pivote conformarén un nuevo grupo en el conjunto (h + 1)—ordenado.

3. Si h = |w|, o todos los grupos son unitarios, el conjunto esta ordenado. En
caso contrario, se incrementa h y se vuelve al paso 2.

Este algoritmo permite el ordenamiento de cualquier conjunto de cadenas en
a lo sumo n pasadas, siendo n la longitud de la cadena maés larga. La cantidad de
pasadas se puede reducir a una cantidad proporcional al logaritmo de n a través de la
siguiente observacién, que explota el hecho de que en cada paso de h—ordenamiento,
todos los sufijos tienen a su vez, todos sus sufijos h—ordenados.

Observacion 6 ([Manber 1993]). Si dado un conjunto h—ordenado, se ordena ca-
da uno de sus grupos utilizando como clave, para cada sufijo w;, la posicion en el
h—orden del sufijo w;1p, el conjunto queda 2h—ordenado.

Es decir, dado un grupo que comparte los primeros h simbolos, en lugar de
realizar una pasada ordenando de acuerdo al (h + 1)—ésimo simbolo, es posible
utilizar como clave el segundo bloque de h simbolos. Esto 2h—ordena el conjunto
ya que los (h 4 1)—ésimos simbolos de cada cadena fueron h—ordenados en el paso
anterior, puesto que son sufijos de la misma cadena.

3.2.2. Algoritmo de Construccién de Arreglos de Sufijos

El algoritmo de construccion de los arreglos de sufijos consiste en la aplicacion
de la tdltima observaciéon al algoritmo de ordenamiento de cadenas ternario: en lu-
gar de realizar |w| pasadas de h—ordenamiento, incrementando h en cada una, la
observacion 6 permite realizar [logs(|w|)]| pasadas de h—ordenamiento, duplicando
el valor de h en cada una.

La estructura general del algoritmo quedaria como sigue:

1. Se 1—ordenan los sufijos utilizando quicksort ternario como en el algoritmo
anterior, o algin método equivalente (h = 1).

2. Cada grupo de méas de un elemento es 2h—ordenado internamente con el al-
goritmo quicksort ternario utilizando como clave para ordenar la posiciéon del
(h + 1)—ésimo simbolo de cada sufijo (en caso de no existir, el sufijo ya se
encontrard en un grupo unitario, en su posicion final).

3. Si h = [logy(Jw|)], o todos los grupos son unitarios, el conjunto esta ordenado.
En caso contrario, se duplica h y se vuelve al paso 2.

2El quicksort ternario difiere del quicksort convencional en el hecho de que compara los elementos
con el pivote si son mayores, menores, o iguales, y ubica a los elementos iguales al pivote en el
medio del arreglo, junto a él. Su complejidad asintética coincide con el quicksort convencional, pero
para entradas con muchas repeticiones, es mas performante.
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Sin embargo, utilizar la como clave para ordenar la posicion del 2h—ésimo sim-
bolo introduce dos dificultades: como cada posiciéon es tnica, no hay empates con el
pivote, con lo que no es posible reconocer los limites de los grupos correspondientes
al 2h—orden. Por otro lado, no son conocidas a priori las posiciones de cada sufijo,
por lo que se deberia realizar una busqueda lineal en el arreglo I,,, lo que volveria
el algoritmo bastante ineficiente.

Para resolver esto, se introduce un nuevo arreglo V,,, de longitud |w|, que también
se ird actualizando en cada paso del algoritmo. V,,[i] guardara para cada iteracion,
el nidmero de grupo en el que se encuentra el sufijo que comienza en la posiciéon ¢, y
se utilizara como clave en las comparaciones en lugar de las posiciones de los sufijos.
El nimero de un grupo en un conjunto h—ordenado es la tltima posicién en el
arreglo de sufijos en el que hay un elemento de ese grupo. Con esta modificacién, el
algoritmo puede acceder en tiempo constante al nimero de grupo de cada sufijo, y se
garantiza que los grupos que queden igualados al pivote en cada paso del quicksort
ternario formaran un nuevo grupo 2h—ordenado.

Al final del proceso, cada sufijo forma un grupo |w|—ordenado, por lo que su
ntmero de grupo sera la posiciéon de dicho sufijo en el arreglo de sufijos I,,. Por lo
tanto, al concluir el algoritmo, el arreglo V,, contendra la permutacién inversa de
I,,, de modo tal que V,,[I,[i]] = i para todo i entre 1y |w|.

La descripcion del algoritmo mas detallada, asi como su demostracién y optimi-
zacion pueden encontrarse en |Larsson 2007].

3.3. Maximo Prefijo Comun

Para dar cuenta de las similitudes entre distintas subcadenas de una cadena w
es de utilidad conocer el maximo prefijo comin entre dos sufijos cualesquiera de w.
Para calcularlos, se define el arreglo de mdzimo prefijo comin (LCP,, de Longest
Common Prefiz en inglés) de w.

Definicién 6 (Maximo Prefijo Comun). La longitud del mdzimo prefijo comin
lep(w, s) entre dos cadenas w, s es la longitud del prefijo mds largo de w que también
es prefijo de w.

Definicion 7 (Arreglo de Méximo Prefijo Comun). El arreglo de mdzimo prefijo
comin LCP, de una cadena w con un arreglo de sufijos asociado I, es un arreglo
de enteros de longitud |w| — 1 que contiene en cada posicion i el mdzimo prefijo
comiin entre los sufijos wr, ;) y W, [i+1), €s decir lep(wr, [ Wi, [i+1])-

Ejemplo 4 (lep(+,-)). Por ejemplo,
lep(yarara, mara) = 0,
lep(yarara, yaguarete) = 2,
lep(mara, marana) = 4.

Ejemplo 5 (LCP,). El arreglo LCP,, de la cadena w = yarara es:
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LCP, W
$

a$
ara$
arara$

ra$

SO N O W = O

rara$

O[\D)-lkF—‘COCﬂ@éN

yarara$

Para la construccion del arreglo LCP,, seguimos el algoritmo propuesto por
[Kasai 2001]. Este se vale de las siguientes observaciones:

Observaciéon 7. Dado que el orden lexicogrifico de los sufijos de w represen-
tado por el arreglo de sufijos I, mantiene juntos a los sufijos que tienen pre-
fijos similares, para cualquier par de sufijos w;, w;, se cumple: lep(w;,w;) =
min(LCP,i], LCP,[i + 1],..., LCP,[j — 1]).

A partir de esta observacion se deduce que si se conoce el valor de una lep(w;, wj)
entre dos sufijos w;, w; de w, todos los valores que haya en el arreglos LCP,, entre
los indices 7 y j — 1 seran necesariamente mayores o iguales a lep(w;, wy).

Observacion 8. Si lep(w;, wyj) > 1 y I,[i] < I,[j], entonces I,[i + 1] < I,[j + 1].

Es decir, si dos sufijos w;, w; de w tienen un prefijo comtn de longitud al menos
1y w; precede lexicograficamente a wj, entonces respectivos sufijos siguientes w;41
y wj4+1 mantendrén el orden lexicografico. Dado que comparten el primer simbolo,
éste no afectard el orden lexicogréafico de los sufijos siguientes.

Observacion 9. Si lep(w;, w;) > 1, entonces lep(wirr, wiv1) = lep(wi, wy) — 1

Para sufijos que tienen un prefijo comin de longitud no nula, sus respectivos su-
fijos siguientes tendran un valor de lcp uno menor, ya que la operaciéon es equivalente
a borrar el primer simbolo de cada sufijo.

De estas observaciones se deduce lo siguiente: si el valor de LC P,,[V,,[i]] es mayor
a 1, entonces el valor de LC'P,,[V,,[i+1]] sera al menos LC P, [Vy,[i]] —1. Por lo tanto,
si se conoce el valor de LC' P, [V,,[i]], para calcular el valor de LC P, [V,,[i+1]] bastara
con comparar los simbolos a partir del LC P, [V,,[i]]—ésimo entre w; 1 y el siguiente
elemento en el arreglo de sufijos. Para aprovechar al méaximo esta propiedad basta
con calcular y asignar los valores de LC P, recorriendo la cadena en el orden original
con i de 1 a |w|. De esta manera, siempre se conoceré el valor de LC'P,[V,,[i]] antes
de calcular LC P, [Vy,[i + 1]].

El arreglo LC'P,, se calcula entonces con el siguiente algoritmo:

1. Se asigna un valor h de lcp acumulado en 1.
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2. Para cada sufijo de la cadena w;, con i desde la posicion 1 hasta |w| — 1, se
calcula su valor de LC P,[V[i]] comparando desde el h—ésimo simbolo con el
sufijo wy;)41. Por cada simbolo que coincide, se incrementa h. Después de
asignar el valor de LC'P, se decrementa h si es mayor a 1.

Una descripciéon mas precisa, su demostracion y aplicaciones de la construcciéon
del arreglo LC P, se pueden encontrar en [Kasai 2001].

3.4. Busqueda de Repeticiones Maximales y Superma-
ximales

Una solucion eficiente a los problemas de la biasqueda exhaustiva de repeticiones
maximales y supermaximales de una cadena w (Definiciones 1 y 2) se propone en
[Becher 2009]. Se agregan las siguientes definiciones.

Definicion 8 (Repeticiones maximales a izquierda (respectivamente derecha)). Una
repeticion maximal a izquierda (respectivamente derecha) u en una cadena w es una
subcadena que ocurre mds de una vez en w, y tal que todas sus extensiones propias
a izquierda (respectivamente derecha) ocurren menos veces que u en w.

Definicion 9 (Repeticiones supermaximales (respectivamente derecha)). Una re-
peticion supermaximal a izquierda (repectivamente derecha) en una cadena w es
una subcadena que ocurre mds de una vez en w, y tal que todas sus extensiones
propias a izquierda (respectivamente derecha) ocurren a lo sumo una sola vez en w.

Observacion 10. Una repeticion u de w es maximal (respectivamente supermati-
mal) si 1y solo si es mazimal (respectivamente supermazimal) a izquierda y a derecha.

3.4.1. Repeticiones Supermaximales

Sean una cadena w, su arreglo de sufijos I, y su arreglo de maximo prefijo
comun LCP,. Si u es una repeticién supermaximal de w con m ocurrencias, por
la Observacion 2 deben existir exactamente n sufijos {wg,, Wy, ..., w, } de w que
tienen a u como prefijo. Dado que lep(wy,, wy;) > |u| Vi, y por la Observacion 7,
todos los sufijos {wk,, wk,, ..., Wk, } deben ser consecutivos en el arreglo de sufijos
Iy

Ademas, todos los valores del arreglo LC P, entre los sufijos {wg, , wg,, ..., wg, }
deben ser exactamente |u|, ya que todos tienen a u como prefijo, y si hubiese un
valor mayor, existiria una cadena u’ extension propia de u a derecha que ocurrirfa
mas de una vez en w, lo que contradice la hipétesis de que u es una repeticion
supermaximal.

Entonces, dado un conjunto de sufijos {wy, , w,, ..., wg, } consecutivos en I,, con
igual valor |u| de LCP,, (tales que LCP[ki] = LCP[k1] = ... = LCP[kp—1] = |u|),
se evaliia la condicién de supermaximalidad como sigue: La supermaximalidad a
derecha consiste en que no existan otras repeticiones v’ de w que sean extensiones
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propias de u a derecha. Si existiesen tales u/, por la Observacion 7, alguna de ellas
deberia ser adyacente a wg, o a wy, . Por lo tanto, basta con verificar que los valores
de LCP,lk1 — 1] y LCP,[ky,| sean menores a |u|. En otras palabras, una subcadena
u de w es supermaximal a derecha si es el prefijo de un sufijo que se encuentra en
un maximo local del arreglo LC P, y su longitud es dicho valor de LCP,,.

Una repeticion de w es supermaximal a izquierda si no hay extensiones propias a
derecha u' que ocurran més de una vez en w. Para comprobar la supermaximalidad a
izquierda, basta verificar las posiciones anteriores de todos los sufijos w[ki —1], w[ka—
1], ..., w[k,—1] y comprobar si hay coincidencias. Si son todos distintos, la repeticion
es supermaximal a izquierda. Esto puede hacerse a través un arreglo de longitud |X|
en el que se asigna a cada posiciéon un simbolo del alfabeto, marcando las posiciones
que ocurren como anteriores a cada sufijo.

Entonces, para calcular las repeticiones supermaximales de w se sigue el siguiente
algoritmo:

1. Se calculan los arreglos de sufijos I,, y de méxima subcadena comin LCP,,
de w.

2. Para cada maximo local de LC'P,, si no hay coincidencias entre todos los
simbolos anteriores a los sufijos {wg,, Wy, ..., Wk, } que comprende el maxi-
mo local, se reporta como un intervalo de I, en el que hay una repeticiéon
supermaximal de longitud LCP[V [k;]].

3.4.2. Repeticiones Maximales

Al igual que en el caso de las repeticiones supermaximales, para buscar repeti-
ciones maximales en una cadena w se calculan los arreglos de sufijos I, y de maximo
prefio comun LCP,,. Si u es una repeticién maximal de w con n ocurrencias, por
la Observacion 2 deben existir exactamente n sufijos {wg, , wg,, ..., wg, } de w que
tienen a u como prefijo. Dado que lep(wy,;, wx;) > |u|Vi,j y por la Observacion 7,
todos los sufijos {wg,, wk,, ..., Wk, } deben ser consecutivos en el arreglo de sufijos
L.

Todos los valores de LC P, de estos sufijos seran, naturalmente, mayores o iguales
a |ul, y al menos uno de ellos debe ser igual a |u|, ya que en caso contrario habria
una extension propia a derecha u’ de u con la misma cantidad de ocurrencias en w.
En otras palabras, toda repeticiéon u de w con n ocurrencias serd maximal a derecha
si y sOlo si es el prefijo de todos los sufijos en un intervalo de I, donde el minimo
valor del arreglo LC'P,, en ese intervalo coincida con |ul.

Dado el intervalo de sufijos en I, en los que ocurre una cadena u tales que el
minimo valor de LC'P,, es |u|, la maximalidad a izquierda de u puede comprobarse
facilmente: si existe una extension propia a izquierda de u que ocurre la misma can-
tidad n de veces que u, entonces todos los simbolos anteriores a {wg, , Wiy, ..., Wk, }
en w deben coincidir. En ese caso, los sufijos {wg, -1, Wky—1, ..., Wk, —1} deberan ser
también consecutivos en [, ya que si hubiese un sufijo intermedio w;, entonces w;1
deberia tener como prefijo a u con lo que estaria en el intervalo {wg, , Wiy, ..., Wk, }-
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En caso contrario, o bien los simbolos anteriores a wg, y wg, serdn distintos o entre
W, ¥ Wk, habrad menos de n elementos: entonces, u serd maximal a izquierda a
menos que w(ky — 1] = wlk, — 1] y V]k, — 1] = V[k1 — 1] = n.

Para hallar las repeticiones maximales de w se recorren las longitudes ! de las
subcadenas en forma ascendente entre 1 (o la minima longitud que se quiera consi-
derar) obteniendo todos los méximos intervalos de I, que tienen al menos [ simbolos
en comun, y se verifican las condiciones de maximalidad. Para hallar los maximos
intervalos que comparten [ simbolos en forma eficiente se utiliza una estructura de
arbol binario completo en el que las hojas representan las posiciones de I, en el que
se implementan los métodos mdximo menor que y minimo mayor que, que requieren
una cantidad de operaciones logaritmica respecto de la longitud de w.

El algoritmo para la bisqueda de repeticiones maximales queda como sigue:

1. Se calculan los arreglos de sufijos I, y de méaxima subcadena comin LCP,,
de w. Se fija una minima longitud de las repeticiones a detectar en [.

2. Se buscan todos los méaximos intervalos de sufijos {wg, , Wk, ..., Wk, } que tienen
prefijos en comun de al menos [ simbolos, y tales que exista algin ¢ entre 1
y n — 1 tal que LCP,[k;] = l. Para cada uno, si se verifican las condiciones
de maximalidad a izquierda, se reporta como un intervalo de I, en el que hay
una repeticion supermaximal de longitud LCP[V [k;]].

3. Se incrementa ! y se vuelve al paso 2.

Para una descripciéon mas detallada de los algoritmos, calculo de complejidad
computacional y requerimientos de espacio de almacenamiento, ver [Becher 2009].
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La resolucion de problemas sobre conjuntos de cadenas introduce una dificultad
relacionada con los recursos de espacio en memoria necesarios para relacionar to-
dos los elementos de los conjuntos. En [Babenko 2008|, Maxim Babenko y Tatiana
Starikovskaya resuelven con un elegante método un problema similar a uno de los
que trataremos en este capitulo, la bisqueda de repeticiones supermaximales en un
conjunto. Sin embargo, el algoritmo requiere poder procesar todos los elementos del
conjunto en forma simultdnea por lo que todas las cadenas deben encontrarse simul-
taneamente accesibles en memoria. Esto puede ser excesivamente demandante si las
cadenas de la entrada son largas, y especialmente si los conjuntos a procesar tienen
muchos elementos.

En funcién de esta limitacion se propone en la seccion 4.1 un algoritmo bésico
que crea una estructura que permite trabajar con una cantidad acotada de cadenas a
la vez, almacenando la informacion relevante. Esta estructura seré utilizada luego en
las secciones 4.3, 4.2 y 4.4 para resolver los problemas de repeticiones supermazimales
en un conjunto, repeticiones maximales y supermaximales exclusivas, y el calculo de
etiquetas minimales respectivamente.
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4.1. Algoritmo Basico

Para poder trabajar con una cantidad arbitraria de cadenas en un conjunto,
procesando de a una a la vez, definiremos un arreglo que servird para conservar la
informaciéon de una cadena s respecto de una cadena base w.

Definicion 10 (Arreglo de Maxima Subcadena Comun). Dadas dos cadenas w y s,
se define como arreglo de méxima subcadena comun a un arreglo mygs de longitud
|w| que cumple, para cada i entre 1 y |w|, que mg,[Vi[i]] contiene la longitud del
prefijo mds largo de w; que es subcadena de s, donde Vy[i| es la permutacidn inversa
del arreglo de sufijos I, de w.

Ejemplo 6 (Arreglo de Maxima Subcadena Comun). Para las cadenas w = yarara
y s = catarata, el arreglo de mdzima subcadena comin m,gs es como sigue (se
subrayan las subcadenas de s):

Myss Wi

rara$

S NN W W~ O
Q
3
)
3
)
&»

yarara$

Notar que el arreglo m,gs; se encuentra indexado por el orden correspondiente
al arreglo de sufijos, y no por el orden original de los sufijos en la cadena.

Dado que una subcadena de s es un prefijo de un sufijo de s, el elemento ¢—ésimo
del arreglo de méxima subcadena comiin m,g, entre w y s puede calcularse como
myss[V[i]] = | lep(ws, s5).

El arreglo de maxima subcadena comun entre w y s se construye a partir del arreglo
de sufijos y el arreglo LC'P,g, de la concatenacion de ambas cadenas w$s con el
separador $ entre ambos, un simbolo que no se encuentra en el alfabeto (y que
también es distinto del simbolo que se agrega al final de la concatenacion, implicito
en adelante).

Proposicion 2. Si I,g, es el arreglo de sufijos de w$s y LCP,g, es el arreglo de
mdzimo prefijo comin de I,g,, para cada posicion i entre 1 y |w|, myg,[i] puede
calcularse como el mdzimo entre lep(ws, Sant) Y lep(wy, Ssig), donde Sant Y Ssig SON
los sufijos de s mds cercanos a (w$s); hacia atrds y hacia adelante respectivamente
en el arreglo de sufijos de w$s.

Notar que todos los sufijos de s coinciden con algun sufijo de w$s, y que todos
los sufijos de w son prefijos de algun sufijo de w$s, por lo que a todos los fines
préacticos w; coincide con (w$s);.
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Demostracion. Por la observacion 7, los valores de lep entre dos sufijos de una cadena
son mondtonos decrecientes a medida que los sufijos se alejan en el arreglo de sufijos.
Por lo tanto, el maximo sufijo comun entre w; y cualquier sufijo de s estard entre
los dos sufijos de s més proximos a w; en el arreglo de sufijos. O

También por la observacion 7, para calcular el valor de lep(w, Sant) ¥ lep(wi, Ssig)
basta con calcular el minimo valor de LC P, 4, entre los intervalos correspondientes,
es decir, si Sgnt = (W$s); y Ssig = (ws)y,

lep(wi, Sant) = min(LC Pyg,[V'[j]], LC Pygs[V[7] + 1], ..., LC Pygs[V[i] — 1])

lep(wi, ssig) = min(LCPygs[V[i]], LCPygs[V]i] + 1, ..., LC P, [V [k] — 1])

Por lo tanto,

mw$s[v[iﬂ = méx( min(LCPw$s[V[j]]v LCowBs[V[j] + 1]7 ey LCPw$s [V[Z] - 1])7
min(LC P, 4,[V[i]], LCPygs[V[i] + 1], ..., LC P4, [V [k] — 1]))
(4.1)

Entonces, el arreglo m,gs se puede construir recorriendo el arreglo de sufijos
I, de la cadena w$s y su respectivo arreglo de maximo prefijo comun LCO P, g, y
actualizando para cada posicién de I,,g, que corresponda a un sufijo de w el valor
de myg5[V]i]] a través de la formula 4.1. Esto se puede implementar realizando dos
pasadas (una descendente y otra ascendente) que vayan calculando los minimos de
los intervalos entre posiciones que correspondan a sufijos de s y asignen el mayor
valor de las dos pasadas, como se ilustra en el Algoritmo 1.

La pertenencia de cada sufijo de w$s a w o a s puede verificarse en el arreglo de
sufijos [,¢s en forma inmediata segin la siguiente observacion:

Observacion 11. Un sufijo de la concatenacion w$s en la posicion i del arreglo de
sufijos Igs es un indice de w si y solo si Ig.]i] < |wl|, y es un indice de s si y sdlo
st Lygslt] > |w].

4.2. Repeticiones Maximales y Supermaximales Exclu-
sivas

El primer problema a resolver es el de la biisqueda de repeticiones mazimales y
supermazimales de una cadena respecto de un conjunto. Las mismas se definen como
sigue:

Definiciéon 11 (Repeticiones maximales exclusivas respecto de un conjunto). Da-
dos un conjunto de cadenas W y una cadena w, una repeticion maximal exclusiva
de w respecto del conjunto W es una repeticion mazimal de w que no ocurre en
ningun elemento de W,



22 Capitulo 4. Algoritmos sobre Conjuntos

Algoritmo 1 maxima subcadena comun (Entrada: cadena w, cadena s Sa-
lida: arreglo m)

Se inicializa el arreglo m[l..|w|] en 0
I := arreglo de sufijos de w$s
LCP := arreglo de méximo prefijo comtin de w$s
para todo ¢ desde 2 a |w$s| — 1 tal que I[i] es un indice de w hacer
si I[i — 1] es un indice de w entonces
m[I[i]] := min(m[I[i — 1]], LCP[i — 1])
en otro caso
—1I[i — 1] es un indice en s—
ml[[[i]] := LCP[i — 1]
para todo ¢ desde |w$s| — 2 a 1 tal que I[i] es un indice de w hacer
si I[i 4 1] es un indice de w entonces
acc = min(ace, LCP[i]))
en otro caso
—I[i+ 1] es un indice de s—
acc := LCPYi

m[I[i]] := méx(m[I[i]], acc)

Definiciéon 12 (Repeticiones supermaximales exclusivas respecto de un conjunto).

Dados un conjunto de cadenas X y una cadena w, una repeticién supermaximal
exclusiva de w respecto del conjunto X es una repeticion supermazimal de w que
no ocurre en ningun elemento de X.

Ejemplo 7 (Repeticiones maximales y supermaximales). Dados los conjuntos X =
{yarara, mara, tararira, arafia} yY = {loro, gata}, y la cadena w = catarata, w
no tiene repeticiones mazximales ni supermazximales exclusivas respecto de Y, ya que
todas sus repeticiones mazximales y supermazimales ocurren en algin elemento de Y .
La 1inica repeticion supermazximal exclusiva de w respecto de X es ata, que también
es la unica repeticion mazimal exclusiva, dado que la otra repeticion mazimal de w
ocurre en algun elemento de X.

4.2.1. Analisis

Las repeticiones maximales y supermaximales de una cadena w respecto de un
conjunto X son, de todas las repeticiones maximales o supermaximales de w, aque-
llas que no ocurren en X. Para obtenerlas, se calculan primero las repeticiones ma-
ximales y supermaximales de w utilizando el algoritmo descripto en |Becher 2009],
y se reportaran aquellas que no ocurran en X.

Realizar una basqueda de cada repeticiéon en el conjunto X podria resultar muy
costoso —aun implementado en forma eficiente— ya que el recorrido de la totalidad de
repeticiones maximales de una cadena w crece, a lo sumo, cuadraticamente con la
longitud de w [Becher 2009]. Por lo tanto, se construira un arreglo M que funcionara
como un filtro de las ocurrencias en X . El arreglo M se define, a partir de los arreglos
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de maxima subcadena comiin m,g, entre w y todos los elementos x de X, sin que sea
necesario almacenar los arreglos m,,g, més que temporalmente: s6lo se mantendran
los valores maximos de cada posicién.

Definicion 13. Dada una cadena w y un conjunto de cadenas X, se define el arreglo
M de longitud |w| que cumple para cada posicidn i,

M(i] = gleajz'{ Mz (1]

Dado que se recorren todos los arreglos m,g, para cada z € X, el arreglo M
representa, para cada posicién ¢ de w, la longitud del prefijo més largo de w; que
ocurre en algun elemento de X. El arreglo M puede obtenerse facilmente iterando
sobre todos los arreglos m,,g, y manteniendo para cada posicién siempre el méximo
valor.

Una vez construido el arreglo M, para cada repeticién v maximal o supermaxi-
mal de w, se chequea si ésta ocurre o no en X. Si u es una repeticién maximal o
supermaximal que ocurre en la posicién ¢ de w, y ademéas ocurre en X, habr algun
elemento x para el cual mg,[i] > |r|, por lo que M[i] > |r|. Por el contrario, si u no
ocurre en X, todos los m,,g,[i] serdan menores que la longitud de la repeticion u. Por
lo tanto, para comprobar si w es una repeticién maximal o supermaximal exclusiva
con respecto a X basta con comparar la longitud de u con el valor del arreglo M en
la posicién de alguna de sus ocurrencias.

4.2.2. Algoritmo de Repeticiones Maximales y Supermaximales
Exclusivas

De acuerdo a lo desarrollado en la seccién anterior, queda demostrado que las
repeticiones maximales y supermaximales de una cadena w respecto de un conjunto
X pueden obtenerse a partir de los Algoritmos 2 y 3.

Algoritmo 2 maximales_exclusivas (Entrada: cadena w, conjunto de cadenas
X))
Se inicializa el arreglo M|[1..|w|] en 0
para todo =z € X hacer
m :=méxima_subcadena comun(w,z)
para i := 1 a |w| hacer
M]i] := méx(M|i], m[i])
para todo u repeticién maximal de w hacer

— Obtenido mediante el algoritmo findmaxr —
1 := primera ocurrencia de u en w
si |u| > M]Ji] entonces

reportar u
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Algoritmo 3 supermaximales exclusivas (Entrada: cadena w, conjunto de
cadenas X )

Se inicializa el arreglo M|[1..|w|] en 0
para todo x € X hacer
m :=méxima_subcadena comun(w,z)
para i := 1 a |w| hacer
MTi] :== méx(M|i], m[i])
para todo u repeticién maximal de w hacer
— Obtenido mediante el algoritmo findsmaxr —
1 := primera ocurrencia de u en w
si |u| > M[i] entonces
reportar u

4.3. Repeticiones Supermaximales en un Conjunto

Al tratar con conjuntos de cadenas, puede ser de interés conocer qué subcadenas
son comunes a todos los elementos del conjunto, con algtn criterio de maximalidad.
Para esto, se propone la siguiente definicién de repeticiones supermazimales en un
conjunto:

Definiciéon 14 (Repeticiones supermaximales en un conjunto). Dado un conjunto
de cadenas W, una repeticiéon supermaximal en el conjunto es una cadena u que
ocurre en todos los elementos de W, y tal que ninguna de sus extensiones propias
ocurre también en todos los elementos de W.

Ejemplo 8 (Repeticiones supermaximales en conjuntos). Si W =
{ya’r‘a’r‘as, maras, tarariras, a,'r'a,ﬁa,s} las repeticiones supermazimales de W
son ara y as. U = {loro, gata} no tiene cadenas supermazimales.

4.3.1. Analisis

Para calcular las repeticiones maximales en un conjunto W se elige un elemento w
de W (convenientemente, uno de minima longitud), que sera tomado como cadena
base, y se lo excluird del conjunto trabajando en adelante con el conjunto X =
W\ {w}. A continuacién se construird un arreglo N, dual al arreglo M definido
en el problema anterior, también a partir de los arreglos de méxima subcadena
comin Mg, de de w y cada uno de los demas elementos x de X, pero en este caso
reteniendo los valores minimos:

Definicién 15. Dada una cadena w y un conjunto de cadenas X, se define el arreglo
N de longitud |w| que cumple para cada posicion i,

Nli] = Izlél)lfl Mo [1]

Manteniendo el minimo valor de cada posicién de los arreglos de maxima sub-
cadena se garantiza que los prefijos de w; de longitud menor o igual a N[i] ocurren
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en todos los elementos de W, y que cualquier prefijo de w; de longitud mayor a
N[i] no ocurrird en algin elemento de W. En otras palabras, para cada posicion 1,
wli...i + N[V]i]] — 1] es el prefijo de w; mas largo que ocurre en todos los elementos
de W.

Por otro lado, si v es una repeticiéon supermaximal de W, u debe ocurrir en todos
los elementos de W, y en particular ocurrira en alguna posicién ¢ de w. Por definicion
de repeticion supermaximal, para cada = € X se debera cumplir que mg,[i] > |w|,
ya que w es un prefijo de w;, y también ocurre en x. Como esto debe cumplirse para
todo x de X, se deriva que

— 1S
N[k] gélg(l mw$x[z] = ‘u|

Lema 1. Si uw es una repeticion supermazimal de W tal que u es prefijo de w;,
entonces se cumple que N[i] = |ul.

Demostracion. Ni] > |u| qued6 demostrado en el parrafo anterior. Para demostrar
que el minimo efectivamente se alcanza en el menor de los m,g,[i], se supondra que
N[i] > |u|, es decir que para todo = € X, myg,[i] > |u|. En tal caso, habra una
extension propia a derecha u' de w que es un prefijo de w; y para todo x € X, o’
ocurre en x, lo que contradice la hipo6tesis de que u era una repeticién supermaximal.

O

Con esto podemos afirmar que para toda repeticion supermaximal u de W habra
una posicion ¢ de w tal que u = wli...i+N[V[i]]—1], pero no que todas las subcadenas
wli...t + N[V[i]] — 1] seran repeticiones supermaximales de W ya que pueden existir
extensiones a derecha en otras posiciones o extensiones a izquierda que también
ocurran en todos los elementos de W.

Para abordar estas cuestiones en mas detalle, utilizaremos las siguientes defini-
ciones:

Definicion 16 (Repeticiones supermaximales a izquierda (respectivamente derecha)
en un conjunto). Dado un conjunto de cadenas W, una repeticion supermaximal a
izquierda (respectivamente derecha) en el conjunto es una cadena u que ocurre en
todos los elementos de W, y tal que ninguna de sus extensiones propias a izquierda
(respectivamente derecha) ocurre también en todos los elementos de W .

Observacion 12. Una cadena u es una repeticion supermazimal en un conjunto W
sty solo si es repeticion supermazimal a izquierda y a derecha en el conjunto W.

4.3.2. Supermaximalidad a izquierda

Sean W un conjunto de cadenas, w € W una cadena de longitud minima que se
toma como base, y X = W \ w. Si u es una repeticion supermaximal a izquierda de
W que ocurre en la posicién ¢ de w, ninguna de sus extensiones propias a izquierda
debe ocurrir en todos los elementos de X. Por lo tanto, el prefijo més largo de
w;—1 que ocurre en todas las cadenas de W debe tener longitud menor o igual a
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|u|. Ademés, si u ocurre en w en otra posicion 7', también deberd cumplirse que el
prefijo més largo de wy_1 que ocurre en todas las cadenas de W debe tener longitud
menor o igual a |ul.

Reciprocamente, si para todas las ocurrencias ¢ de una subcadena w de w, se
cumple N[V [i — 1]] < N[Vi]], entonces no hay ninguna extension a izquierda de u
en w que ademas ocurra en todos los elementos de W.

Lema 2 (Supermaximalidad a izquierda). Sean W un conjunto de cadenas, w € W
una cadena de longitud minima que se toma como base, y X = W\w. Una subcadena
u de w es supermazimal a wzquierda en W si y sélo si para todas las posiciones i de
w en las que ocurre u se cumple que N[V [i —1]] < N[V[i]].

4.3.3. Supermaximalidad a derecha

La supermaximalidad de una subcadena u en W no es tan inmediata, y requiere
definir una particion del arreglo de sufijos de w en intervalos representativos de una
unica subcadena. Si I, es el arreglo de sufijos de w, LC'P,, es el arreglo de maximos
prefijos comunes de I, y V,, es la permutacién inversa de I, definimos la siguiente
particiéon en intervalos:

Definicion 17. Dada una cadena w, w; y w; estardn en el mismo intervalo si y sélo
si N[VI[i]] = N[V[jl], y min(LCP[V[i]], LCP[V]i] +1],..., LCP[V[]]]) = N[Vi]].

Esta particiéon agrupa a todos los sufijos que comparten el mismo valor de N,
y cuyo valor de LC'P es mayor o igual al valor de N: es decir, agrupa a todos los
sufijos que tienen los mismos mdximos prefijos que ocurren en todos los elementos
de X y que son contiguos en el arreglo de sufijos I,,. La igual longitud entre prefijos
queda garantizada por el igual indice en el arreglo N, y la identidad entre prefijos es
asegurada por la condicién de superar al valor de N en el arreglo LC'P. Dado que
los prefijos de longitud N[V[i]] son iguales en todos los elementos del intervalo, se
puede asociar dicho prefijo wli...i + N[V[i]] — 1] a cada intervalo.

La condicién de supermaximalidad a derecha puede analizarse de la siguiente
forma: si un prefijo u de w; de longitud N[V[i]] no es supermaximal a derecha, debe
existir una extension propia a derecha u’ de u, de longitud |u/| > |u| que sea prefijo
de otro sufijo wj, y cuyo valor N[V[j]] debe superar a N[i]. Como u es prefijo de v/,
por la observacion 7 todos los valores de LC'P entre V[i] y V[j] deben ser mayores
o iguales a |u|, es decir, todos los sufijos entre V[i] y V[j] tendran como prefijo a .
En particular, si w; pertenece al intervalo [I,1'], LCP[l —1] o LCP[l'] (dependiendo
de la ubicacion de j) seran mayores o iguales a |u'.

! En realidad, LCP[l — 1] o LCP[l'] deberan ser estrictamente iguales a |u|. Suponiendo sin
pérdida de generalidad que V[i] < V[j], debe cumplirse LCP[l'] = |u| ya que en caso contrario wy
tendria més simbolos que |u| en comtn con un intervalo que tiene asociado un N[V[j]] > N[V [i]]
(esta desigualdad se cumple por la definicion 17 bajo la condicién de que el valor de LC P supera
al de N). Esto implicaria que el sufijo wy tendria al menos |u| + 1 simbolos en comiin con el sufijo
wrv[]41]- Necesariamente, wy tendria que tener entonces un valor asociado N[I'] > |u|, lo que
contradice la hipoétesis.

Sin embargo, esta observacién no es relevante en el algoritmo.
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Reciprocamente, si en los dos intervalos adyacentes al de w; se cumple que para
cualquier sufijo wy, del intervalo lep(w;, wy) < |u| = N[V]i]], entonces u debera ser
necesariamente supermaximal a derecha, pues no hay otros sufijos que tengan a u
de prefijo (éstos deberian ser contiguos en el arreglo de sufijos). También por la
observacion 7, los valores lep(w;, wy) para los intervalos adyacentes al intervalo [1,l']
al que pertenece w; seran menores o iguales a los valores del arreglo LOP[l — 1] y
LCP[l']. Arribamos entonces a la condicion necesaria y suficiente de maximalidad
a derecha:

Lema 3 (Supermaximalidad a derecha). Sean W un conjunto de cadenas, w € W
una cadena de longitud minima que se toma como base, y X = W\w. Una subcadena
u de w es supermazimal a derecha en W si y sdlo si es el prefijo de longitud N[V [i]]
de un sufijo w; que se encuentre en un intervalo [I,1'] tal que LOP[l — 1] < |u| y

LCP[l'] < |ul.
4.3.4. Algoritmo de Repeticiones Supermaximales en un Conjunto

A partir de las definiciones y condiciones desarrolladas se propone el Algoritmo
4 para hallar las repeticiones supermaximales de un conjunto W.

Algoritmo 4 supermaximales conjunto (Entrada: conjunto de cadenas W)

w:= una cadena de longitud minima de W
X =W\ {w} —se remueve w de W-—
Se inicializa el arreglo N[1..|w|] en |w]
para todo z € X hacer
m :=méxima_subcadena comun(w,z)
para i := 1 a |w| hacer
Ni] :== min(N[i], m[d])
I := arreglo de sufijos de w
V' := permutacién inversa de [
LCP := arreglo de méximo prefijo comun de [
para todo intervalo [[,!'] de acuerdo a la definiciéon 17 hacer
si(l=10LCP[l—-1] < NJ[l])y
(I" = |w| o LCP[l'] < N[l']) entonces
si para todo i in [I,1'], (i =1 or N[i — 1] < N[i]) entonces
reportar w[I[i]...I[i] + N[i] — 1]

El chequeo de la definicién de intervalo puede hacerse en forma inmediata reco-
rriendo los valores de LC'P y N en el sentido del arreglo de sufijos y evaluando las
condiciones necesarias.

Teorema 1 (Supermaximalidad en Conjuntos). El Algoritmo 4 calcula todas las
repeticiones supermaximales en un conjunto W.

Demostracion. El Lema 1 asegura que todas las repeticiones supermaximales serdn
prefijo de algun sufijo w; de w, de longitud N[V[i]]. El algoritmo verifica la condicion
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de supermaximalidad a derecha derivada en el Lema 3 y luego chequea la superma-
ximalidad a izquierda de acuerdo al Lema 2 en cada intervalo. Queda asegurado que
en todo intervalo para el que se evaliie esta condicién estaran todas las ocurrencias
de la subcadena evaluada, ya que sélo se chequean los intervalos que representan
cadenas supermaximales a derecha. O

4.4. Etiquetas Minimales

Al superponer los dos problemas anteriores, sin las exigencias de maximalidad,
se delimita el problema de busqueda de las etiquetas de un conjunto de cadenas con
respecto a otro:

Definicion 18 (Etiquetas). Dados dos conjuntos de cadenas U y W, una etiqueta
de U con respecto a W es una cadena que ocurre en todos los elementos de U, y no
ocurre en mingun elemento de W,

En especial, se hara énfasis en un criterio de minimalidad para las etiquetas:

Definicion 19 (Etiquetas Minimales). Dados dos conjuntos de cadenas U y W,
una etiqueta minimal de U con respecto a W es una etiqueta de U con respecto a
W tal que ninguna de sus subcadenas propias es etiqueta de U con respecto a W.

Ejemplo 9 (Etiquetas y FEtiquetas Minimales). Dados los conjuntos W =
{yarara, mara, tararira, arafia} y U = {loro, gata}, las etiquetas de W respec-
to de U son ar, ra y ara. De éstas, ar y ra son etiquetas minimales de W respecto

de U.

El problema de etiquetas minimales se puede interpretar como la biisqueda de
todas las subcadenas minimales que representan o caracterizan a los elementos del
primer conjunto (por ocurrir en todos sus elementos) en contraposicion al segundo.

4.4.1. Analisis

Para resolver el problema de etiquetas minimales, en primer lugar serd necesario
contar con una representacion de todas las cadenas que ocurren en todos los elemen-
tos del primer conjunto W. Para esto se procederd en forma similar a la resolucién
de las repeticiones supermaximales del conjunto: de igual manera que en la secciéon
4.3.1 se elige un elemento de longitud minima del conjunto w, y se define un nuevo
conjunto que lo excluye X = W \ w. Sobre w y X se define el arreglo N (Definicion
15), que representa la longitud del prefijo més largo de cada sufijo de w que ocurre
en todos los elementos de X. En otras palabras, para toda posicién ¢ de w, todo
prefijo w(i...i +n — 1] de w; de longitud n < N[V[i]] ocurrira en todos los elementos
de W.

Por otro lado, para almacenar informacién sobre las subcadenas de w que ocurren
en el conjunto U, también se construira un arreglo M (Definiciéon 13) sobre w y U,
que representa la longitud del maximo prefijo de cada sufijo de w que ocurre en algin
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elemento de U. Este arreglo también puede interpretarse como sigue: el prefijo de

w; de longitud M[V[i]] + 1, es decir w[i...i + M[V[i]] + 1], es el prefijo de w; mas

corto que no ocurre en ningin u de U. Por lo tanto, para cada posicién ¢ de w, todo

prefijo wi...t + n — 1] de w; de longitud n > M[V[i]] no ocurrira en ningtin u € U.
A partir de estas derivaciones se infiere el siguiente lema:

Lema 4 (Etiquetas). Si para una posicion i de w se cumple que M[V[i]] < N[V[i]],
en i comienzan exactamente N[V [i]] — M[V[i]] etiquetas de longitudes M[V[i]] +
1, MV[i]] +2,..., N[V[i]]. Si por el contrario M[V[i]] > N[V[i]], entonces en i no
comienza ninguna etiqueta.

Demostracion. Por definicion de N todos los prefijos de w; de longitud menor o
igual a N[V[i]] ocurriran en todos los elementos de W. Por definicion de M, todos
los prefijos de w; de longitud mayor a M[V[i]] no ocurriran en ningin elemento de
U. Por lo tanto, por definicion de etiqueta, todos los prefijos de w; de longitud mayor
a M[Vi]] y menor o igual a N[V[i]] seran etiquetas de W con respecto a U. Para
ver que en ¢ no comienza ninguna otra etiqueta basta ver que todo prefijo de w; de
longitud menor o igual a M[V[i]] ocurrird por definicion de M en algin elemento
de U. En forma similar, todo prefijo de w; de longitud mayor a N[V[i]] no ocurrira
en algun elemento de W, por lo que no serd una etiqueta. Por lo tanto, si el valor
de M[V[i]] es mayor o igual a N[V[i]], no habra ninguna etiqueta que comience en
la posicién ¢ de w. O

Sin profundizar mucho en las exigencias de minimalidad, a partir de la definicion
de etiquetas minimales y del lema anterior puede hacerse la siguiente observacion:

Observacion 13. Si en la posicion © de w comienza una etiqueta minimal de W
respecto de U, ésta es de longitud a lo sumo M[V[i]] + 1.

Esta condicién es necesaria pero no suficiente para que una subcadena de w sea
etiqueta minimal de W con respecto a U. Utilizaremos definiciones de minimalidad
a izquierda y a derecha andalogas a las utilizadas en el problema de repeticiones
supermaximales en un conjunto:

Definiciéon 20 (Etiquetas minimales a izquierda (respectivamente derecha)). Da-
dos dos conjuntos de cadenas U y W, una etiqueta minimal a izquierda (respecti-
vamente derecha) de U con respecto a W es una etiqueta de U con respecto a W tal
que ninguno de sus sufijos propios (prefijos propios) es etiqueta de U con respecto a

w.

A continuacion, se enuncian las condiciones suficientes de minimalidad a derecha
y necesarias y suficientes de minimalidad a izquierda para etiquetas de un conjunto
W respecto de otro U.

Lema 5 (Minimalidad a derecha). Si en una posicion i de w comienza al menos
una etiqueta, la subcadena wli...i + M[V[i]]] es una etiqueta minimal a derecha.
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Demostracion. Supongamos que, por el contrario, la subcadena v = wli...i+M[V[i]]]
no es minimal a derecha. Esto querrfa decir que existe un prefijo propio v’ de u que
también es etiqueta de W respecto de U. Dado que u’ es prefijo de u, también lo
serd de w;, por lo que serd una etiqueta que ocurre en la posicién ¢ de w. Pero segin
el Lema 4, si una etiqueta ocurre en la posicién 7, su longitud debe ser al menos
M|[V[i]] + 1, lo que contradice la hipotesis. O

Lema 6 (Minimalidad a izquierda). Una etiqueta uw = wli...i + M[V[i]] que ocurre
en una posicion i de w es minimal a izquierda si y solo si M[V[i]] < M[V]i + 1]].

Demostracion. Si u = wli...i + M[V]i]]] es minimal a izquierda, ninguno de sus
sufijos propios sera también etiqueta de W respecto de U. En especial, v’ = w[i +
1...i+ M[V[i]]] no debe ser etiqueta de W respecto de U. Dado que u es etiqueta de
W respecto de U, u ocurre en todos los elementos de W, y al ser v’ subcadena de u,
también ocurre v’ en todos los elementos de v/, por la transitividad de la ocurrencia
(Observacion 1). Por lo tanto, si v/ no es etiqueta de W respecto de U se debera a
que ' ocurre en algtin elemento de U. Esto implica que |[v/| < M[V]i + 1]]. Ya que
u’ es una cadena un simbolo mas corta que u, |[u'| = M[V]i]].

Reciprocamente, si v no es minimal a izquierda, debe cumplirse que alguno de
sus sufijos propios u’ sea también etiqueta de W respecto de U. Por la transitividad
de la relacion de ocurrencia, todos los sufijos de u ocurrirédn en todos los elementos de
W, ya que u es una etiqueta. Por la misma razon, si u’ no ocurre en ningiin elemento
de U, todas sus extensiones a izquierda tampoco ocurriran. Por lo tanto, todos los
sufijos de u que sean extensiones a izquierda de u’ serdn también etiquetas de W
respecto de U. En particular, v’ = w[i+ 1...i + M[V[i]]], de longitud |u"| = M[V[i]]
debera ser también etiqueta de W respecto de U. Por el Lema 4, si u” es etiqueta,
entonces debe cumplirse que M[V[i + 1]] < |[u”| = M[V]i]]. O

4.4.2. Algoritmo de Etiquetas Minimales

Para hallar todas las etiquetas minimales de un conjunto de cadenas W respecto
de otro U se calculan los arreglos N respecto de w y X = W \ w, y M respecto
de w y U. Luego, podrian verificarse las condiciones necesarias y suficientes obte-
nidas en la seccién anterior para cada sufijo w; de w de longitud M[V[i]] + 1. Sin
embargo, ademés de la correcta deteccion de etiquetas minimales, serd importante
que el algoritmo reporte una sola vez cada etiqueta, aunque ésta tenga mas de una
ocurrencia.

Por la Observacion 7, todas las ocurrencias de la misma etiqueta w estardn
juntas en el arreglo de sufijos I, de w, y tendran valores de LC'P asociados menores
o iguales a |u|. Por lo tanto, para evitar la repeticion de etiquetas, basta descartar
aquellas etiquetas u que ocurran en posiciones ¢ tales que los valores LCP[V[i] — 1]
sean mayores o iguales a |ul.

A partir de las definiciones y condiciones desarrolladas se propone el Algoritmo

5 para hallar las etiquetas minimales de un conjunto de cadenas W respecto de otro
U:
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Algoritmo 5 etiquetas minimales (Entrada: conjunto de cadenas W, conjunto
de cadenas U)
w:= una cadena de longitud minima de W
X =W\ {w} —se remueve w de W—
Se inicializa el arreglo N[1..|w|] en |w]
para todo x € X hacer
m :=méxima_subcadena comun(w,z)
para i := 1 a |w| hacer
N[i] :== min(N[i], m[d])
Se inicializa el arreglo M|[1..|w|] en 0
para todo z € U hacer
m :=méxima_subcadena comun(w,z)
para i := 1 a |w| hacer
M]i] := méx(M|i], m[i])
I := arreglo de sufijos de w
V := permutacion inversa de [

LCP := arreglo de méximo prefijo comin de [
para i := 1 a |w| hacer
si M[V[i]] < N[V[il] y
(VIi] = Jw| o M[V]i]] < M[V[i] +1]) y
(V[i] =10 LCP[V[i] — 1] < M[V]i]]) entonces
reportar wli...i + M[V[i]]]

Teorema 2 (Etiquetas Minimales). El Algoritmo 5 calcula todas las etiquetas mi-
nimales de un conjunto de cadenas W respecto de otro U.

Demostracion. Inmediato de los Lemas 4, 5 y 6. O






CAPITULO 5

Complejidad Computacional

Indice
5.1. Algoritmo Bésico. . . . . ... ... .. .. o oo oL 34
5.2, Arreglos My N . . i i i i i i ittt it ettt oot a oo 34
5.3. Repeticiones Maximales y Supermaximales Exclusivas . . . 36
5.4. Repeticiones Supermaximales en un Conjunto . . . ... .. 37
5.5. Etiquetas Minimales. . . . .. ... ... .. ... ... 38

Dado que la principal motivacién de los algoritmos desarrollados surge del proce-
samiento de senales genéticas, que suelen ser entradas de magnitudes significativas
respecto de la memoria disponible en las computadoras utilizadas en el procesa-
miento de las mismas, es imperativo el calculo de la memoria necesaria para el
procesamiento de cada uno de los algoritmos propuestos. Asimismo, el tamano de la
entrada es suficientemente grande como para que —por ejemplo— un tiempo de ejecu-
cion proporcional al cuadrado del mismo vuelva el problema intratable en términos
practicos.

Para evaluar el comportamiento asintético de los algoritmos utilizaremos la no-
tacion de Landau, conocida como O grande (O).

Definiciéon 21 (O grande (O)). Dadas dos funciones f : N - Ny g: N — N, se
dice que f(n) es O(g(n)) o f(n) € O(g(n)) siy solo si existen constantes ng € N y
k € RT tales que k |g(n)| > |f(n)| Yn > ng.

Esta notacién significa que para valores suficientemente altos de n, la funcion f
no crecera mas que como un miltiplo de la funcién g.

También utilizaremos en forma automaética, y sin demostracion, las siguientes
propiedades:

keR, f(n) € Og(n)) =k f(n) € Og(n))
fi(n) € O(g1(n)), fa(n) € Oga(n)) = fi(n) + fa(n) € max(O(g1(n)), O(g2(n)))
fi(n) € O(g1(n)), f2(n) € O(g2(n)) = fi(n) f2(n) € O(gi(n) g2(n))

Como se acostumbra en la bibliografia de algoritmos, se expresard la compleji-

n n

n n

dad computacional asumiendo que los valores enteros se pueden almacenar en una
unidad de memoria, y que las adiciones y productos entre enteros se realizan en
tiempo constante (O(1)). Estas presunciones resultan razonables para las magnitu-
des consideradas en los casos de interés, que involucran valores enteros que entran
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en los tamanos de palabra de los procesadores actuales. Si bien los algoritmos son es-
calables para entradas de cualquier tamano, los resultados obtenidos en esta seccién
seran validos soélo si el tamano de la entrada se mantiene dentro de las cantidades
representables por una palabra del procesador. En otro caso, se deberd incorporar
un factor logaritmico asociado a todas las operaciones entre enteros.

Para los algoritmos propuestos, calcularemos los recursos asociados necesarios
en tiempo y memoria en funcién del tamafio de la entrada. Como se verd adelante,
ninguno de los algoritmos requerird mas que O(m) memoria ni correrd en més de
O(nlogm) tiempo, siendo n el tamano total de la entrada, y m la longitud de la
cadena mas larga.

En los analisis lo largo del capitulo se trabajara siempre con logaritmos en ba-
se 2 salvo indicaciéon explicita (esto en cualquier caso no modifica los resultados
asintoticos obtenidos).

5.1. Algoritmo Bésico

Proposicion 3. Dadas dos cadenas w y s, el algoritmo maéaxi-
ma_subcadena comun (Algoritmo 1) puede computarse en tiempo O(nlogn) y
requiere (|w| + |s| +1)(2 B+ log |A]) + |w| B+ O(1) bits de memoria —complejidad
espacial lineal—, donde n = |w| + |s| y B es el tamario de palabra del procesador.

Demostracion. El algoritmo méxima subcadena comin tiene esencialmente
dos partes: la construcciéon del arreglo de sufijos I, v su arreglo de méximo pre-
fijo comun LCP, g asociado a dos cadenas w y s, y el recorrido de dichos arreglos
para construir el arreglo de maxima subcadena comin m,g,. La construccion del
arreglo de sufijos toma O(nlogn) tiempo |Larsson 2007], y el arreglo de maximo
prefijo comin, O(n) [Kasai 2001]. El calculo de la maxima subcadena comun my,,g,
se compone de dos recorridos de los arreglos I,,¢s y LC P, g, en los que solo se reali-
zan operaciones que toman tiempo constante (en particular es constante el tiempo
requerido por el chequeo de pertenencia a cada sufijo por la Observacion 11), por lo
que esta parte toma tiempo O(n). Por lo tanto, el algoritmo se ejecuta en O(nlogn)
tiempo en total.

En cuanto al calculo de memoria necesaria, la entrada del algoritmo insume
(lw|+]s|) log|A] bits. El arreglo de sufijos I,,g, y el arreglo de méximo prefijo comiin
LCP,g, requieren |w$s| P memoria cada uno, y la salida, el arreglo m,,g,, ocupa
|w| B. Més alla de una cantidad constante de variables auxiliares, no se utilizan otras
estructuras por lo que el espacio total requerido es de (|w|+ |s|+1)(2 P+ log |A|) +
|w| B4 O(1) bits. O

5.2. Arreglos M y N

Proposicion 4. Dados una cadena w y un conjunto de cadenas X,

1. La construccion del arreglo M de w respecto de X insume O(nlogm) tiempo,
y requiere m (2 B4 log|A|) + 2 |w| B+ O(1) bits, donde n = |w| + >, . x ||
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(es decir, el tamario de la entrada) y m = max{|z| : x € X U{w}} (la longitud
de la cadena mds larga).

2. Los mismos requerimientos de tiempo y memoria Son necesarios para la cons-
truccion del arreglo N de w respecto de X.

Demostracion. Los arreglos M o N y el arreglo de maxima subcadena comuin m,g,;
(uno solo, ya que cada m,g, sobrescribe al siguiente una vez que se actualiza el
valor de M o N) requieren cada uno |w| B bits. De acuerdo a la Proposicion 3,
cada calculo de arreglo de méaxima subcadena comin m,g, utiliza temporalmente
un espacio de (|w|+ |z|)(2 B+ log|.A|), ademas de espacio constante para variables
locales. La construccion de los arreglos M y N s6lo acumula los valores méaximos
o minimos, no utilizando estructuras adicionales, por lo que el espacio en memoria
requerido en total es (m + |w|) (2 B + log|A|) + 2 |w| B+ O(1) bits, donde m es la
longitud de la cadena mas larga en la entrada.

El tiempo requerido para construir los arreglos M y N estd dominado por los
tiempos de construccion de los arreglos de maxima subcadena comin m,g, para w
con cada x € X. Estos suman O()__ . x (Jw|+|z]) log(|w| + |z|)). Estudiaremos cada
uno por separado:

En el caso del arreglo N, la eleccion de la cadena w como una de minima longitud
garantiza que |w| < |z| Vo € X, por lo que el valor total de la expresion es

D (wl +lal)log(jw] + Jz]) < ) 2lz|log(2fz]) < ) 2|z|log(2m)
rzeX zeX zeX
< 2log(2m) Z |z| < 2log(2m) n € O(nlogm)
zeX

Para el caso del arreglo M, la cadena w no puede elegirse y por lo tanto ésta
podria ser méas larga que muchas cadenas de X, lo que podria aumentar la cota
superior del tiempo de ejecucién. Para evitar esto, se calculara el algoritmo sobre
la cadena w y una variante X’ del conjunto de cadenas X, construido como sigue:
Originalmente, X’ = X. Luego si dos elementos x;, ; de X' tienen longitud menor
a m/2, éstos son reemplazados en X’ por la concatenacion de ambos z;$z; con un
simbolo $ fuera del alfabeto como separador, realizando esta operacion hasta que
no haya mas de un elemento de longitud menor a m/2.

Dado que el arreglo M representa la longitud del prefijo mas largo de cada sufijo
de w que ocurre en algin elemento de X, puede verse que es equivalente calcular w
respecto de X que w respecto de X’ (ya que las tnicas diferencias seran originadas
por separadores fuera del alfabeto, apareceran en X’ las mismas subacadenas de w
que en X). Por construccion de X', ninguno de sus elementos tendra longitud mayor
a m, y salvo a lo sumo uno de ellos, longitud mayor o igual a m/2, por lo que la
cantidad de elementos | X'| de X’ sera tal que N_T‘w‘ < X' < YoR

Puede observarse también que Yy |z| < | X|4+ > oy lz] < 2> cx |z, ya
que X’ consiste unicamente de cadenas de X concatenadas (el agregado de tamarfio
se debera unicamente a los simbolos anadidos en la concatenacion).



36 Capitulo 5. Complejidad Computacional

Entonces, el tiempo requerido por el algoritmo seréd

n
> (hul + ) low((ul + Ja)) < X [2mlog(2m) < oz 2mlog(2m)
zeX’

= 4nlog(2m) € O(nlogm)

O]

5.3. Repeticiones Maximales y Supermaximales Exclu-
sivas

Primero probaremos que el tamano de la salida de este problema se puede re-
presentar en espacio lineal, pues el tiempo de ejecucién deberd ser suficiente para
generar la salida al mismo. Para eso utilizaremos el siguiente teorema:

Teorema 3 (|Becher 2009]|). Para cualquier cadena w, el conjunto de todas las repe-
ticiones mazimales y todas sus ocurrencias pueden representarse en espacio O(|w)).

Demostracion. Cada repeticion maximal u de w se representa como una terna de
enteros: las posiciones inicial y final en el arreglo de sufijos I, en las que ocurre
u, vy la longitud de u, es decir que para cada repeticién maximal el espacio utiliza-
do en representarla es constante independientemente de su longitud o cantidad de
ocurrencias. En cada iteracién del algoritmo de busqueda de repeticiones maximales
descripto en la seccion 3.4.2 y en |Becher 2009] se inhibe al menos una posicion del
arreglo de sufijos I, aquella que tiene el minimo valor de LC P, y define la longitud
de la repeticion. Por lo tanto, hay a lo sumo |w| repeticiones maximales, cada una de
las cuales se representa en espacio constante, con lo que para representar el conjunto
de todas las repeticiones maximales y sus ocurrencias basta con O(|w|) bits. O

Proposicion 5. El conjunto de repeticiones maximales o supermazimales de w con
respecto a un conjunto de cadenas X y todas sus ocurrencias en w pueden represen-
tarse en O(|w|) bits.

Demostracion. Por las Definiciones 11 y 12, el conjunto de repeticiones maximales
exclusivas es un subconjunto de las repeticiones de w, y el conjunto de repeticio-
nes supermaximales exclusivas es a su vez un subconjunto de éste. Por el teorema
anterior, estas son representables en espacio O(|w]). O

Teorema 4. FEl cdlculo de las repeticiones mazimales o supermazimales de una cade-
na w respecto de un conjunto X a través de los Algoritmos 2 y 3 requiere O(nlogm)
tiempo de ejecucion y O(m) memoria, donde n =) _x|z| y m = max{|z| : v €
X}. Precisamente, requerird (m + |w|) (2 B+log|A|) + 2 |w| B+ O(1) bits.

Demostracion. Los Algoritmos 2 y 3 consisten en el calculo del arreglo M y el filtrado
de las repeticiones maximales o supermaximales que ocurren en algin elemento de
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X. El célculo del arreglo M toma O(nlogm) tiempo y utiliza O(m) bits de memoria,
como se prueba en la Proposiciéon 4. Veremos que la construccién de este arreglo
domina el resto del algoritmo de busqueda de repeticiones.

Una vez calculado el arreglo M se computan las repeticiones maximales o super-
maximales de la cadena w. Estos algoritmos toman ambos O(|w|log |w]|) tiempo de
ejecucion, como se demuestra en los Teoremas 15 y 23 de [Becher 2009], y utilizan
O(m) espacio. El chequeo de ocurrencia o no en X se realiza en tiempo constante
para cada ocurrencia, por lo que el tiempo total del filtrado es O(Jw|log|w|), que
queda subsumido en el paso anterior.

Durante el filtrado, ademas del espacio requerido por el algoritmo de busqueda
de repeticiones en w Unicamente es necesario el espacio para almacenar el arreglo
M de tamano |w|, por lo que el espacio necesario sigue siendo lineal en m. La can-
tidad exacta de memoria necesaria surgird del maximo de las cantidades necesarias
para la construccion del arreglo M y para el filtrado, operaciones que se realizan
secuencialmente. Estos requerimientos, en bits, son:

Repeticiones maximales: |lw|(4 B +log |A| +2) + O(1)

(Teorema 15, [Becher 2009])

Repeticiones supermaximales: |w|(3 B+ log|A| + 2) + |A] + O(1)
(Teorema 23, |Becher 2009])

Arreglo M: (m+|wl) (2B +1og|A])+2 |w| B+ O(1)
(Proposicion 4)

Teniendo en cuenta que m > |w| y asumiendo que |w| > | 4], en todos los casos
resulta el mayor requerimiento de memoria el necesario para la construccion del

arreglo M. O

5.4. Repeticiones Supermaximales en un Conjunto

Al igual que en la seccion anterior, requeriremos que el tamano de la salida de este
problema no supere los objetivos de complejidad temporal, por lo que demostraremos
que todas las repeticiones supermaximales de un conjunto de cadenas W puede
representarse en espacio lineal en la longitud del elemento mas corto de W.

Proposicion 6. El conjunto de repeticiones supermazimales de un conjunto de ca-
denas W puede representarse en O(|w|) bits, donde w es una cadena de minima

longitud de W.

Demostracion. Todas las repeticiones supermaximales de W deben ocurrir en todos
sus elementos. En especial, deben ocurrir todas en una cadena de longitud minima w.
Dado que no puede haber una cadena supermaximal de W que sea subcadena propia
de otra, en cada posiciéon ¢ de w ocurrird a lo sumo una repeticién supermaximal
de W. Como para representar la repeticiéon supermaximal basta con una posicion
en w y su longitud, pueden representarse todas las repeticiones supermaximales de
W reproduciendo la cadena w, y a lo sumo |w| pares posicion-longitud, es decir que
basta con O(|w|) espacio para representar la salida. O
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Teorema 5. El cdlculo de las repeticiones supermazimales de un conjunto W a
través del Algoritmo 4 requiere O(nlogm) tiempo de ejecucion y O(m) memoria,
donde n = Yy || y m = méx{|z| : * € W}. Precisamente, requerird (m +
lw|) (2 B+log|A])+2 |w| B4+O(1) bits, donde w es una cadena de minima longitud
de W.

Demostracion. Sea w un elemento de minima longitud de Wy X = W\ w, como en
el Algoritmo 4. El algoritmo se ejecuta en la adicién de tiempos de la construccion
de las estructuras N, I, y LCP,, sumado a lo que toma el ciclo que evalua las
condiciones de maximalidad en los intervalos definidos.

Segiin se demuestra en la Proposicion 4, el tiempo de corrida del célculo del
arreglo N es O(nlogm). Este comportamiento asintético domina los tiempos nece-
sarios para la construccion de I, (O(Jw|log |wl)), y LC P, (O(Jw|)). El ultimo ciclo
verifica una cantidad fija de condiciones que requieren tiempo constante una sola
vez para cada posicion de w, por lo que el mismo se ejecuta en tiempo lineal en |w|,
con lo que el tiempo total de ejecucion del algoritmo es O(nlogm).

La memoria necesaria para la ejecucion del Algoritmo 4 serd la maxima entre las
necesarias para la construccion de las estructura N, m (2 B+log|A|)+2 |w| B+O(1)
bits por la Proposicién 4 y el espacio necesario para almacenar los arreglos N, I,
LCP y el contenido de w, es decir |w|(3 B + log|.A|). La primera es claramente
mayor, y es O(m).

O

5.5. Etiquetas Minimales

Nuevamente, comenzaremos por demostrar que el espacio en memoria ocupado
por la salida no superaré los objetivos de complejidad temporal del algoritmo.

Proposicion 7. El conjunto de etiquetas minimales de un conjunto de cadenas W
con respecto a otro conjunto de cadenas U puede representarse en O(|w|) bits, donde
w es una cadena de minima longitud de W,

Demostracion. Todas las cadenas minimales de W deben ocurrir en todos sus ele-
mentos. En especial, deben ocurrir todas en una cadena de longitud minima w.
Debido a las exigencias de minimalidad, no puede haber una etiqueta minimal de
W que sea extensién propia de otra, por lo que en cada posiciéon ¢ de w ocurrird
a lo sumo una etiqueta minimal de W. Como para representar la repeticiéon super-
maximal basta con una posicién 7 en w y su longitud, pueden representarse todas
las repeticiones supermaximales de W reproduciendo la cadena w, y a lo sumo |w|
pares posicion-longitud, es decir que basta con O(|w]|) espacio para representar la
salida. O

Teorema 6. El cdlculo de las etiquetas minimales de un conjunto W respecto de
otro conjunto de cadenas U a través del Algoritmo 5 requiere O(nlogm) tiempo de
ejecucion y O(m) memoria, donde n =)y || + D ,cp 2] y m = méx{|z|: z €
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W UU}. Precisamente, requerird (m + |w|) (2 B+ log|A|) + 2 |w| B+ O(1) bits,
donde w es una cadena de minima longitud de W .

Demostracion. Sea w un elemento de minima longitud de Wy X = W\ w, como en
el Algoritmo 5. El algoritmo se ejecuta en la adicién de tiempos de la construccion
de las estructuras N de W, M de w respecto de U, I, y LCP,,, sumado a lo que
toma el ciclo que evaliia si en cada posicién comienza una etiqueta, y las condiciones
de minimalidad y unicidad en w.

Segiin se demuestra en la Proposicion 4, los tiempos de corrida de célculo de
los arreglos M y N son O(n'logm’) y O(n” logm”) respectivamente considerando
n = |wl+ > cplzl, M = méx{|z| : + € UU {w}} para la construccion de M,
yn' =3 ewlzl, m" = max{|z| : x € W} para N. Dado que n' +n"” < 2ny
m = max(m’,m"), el tiempo total de la construccion de los arreglos M y N seré
O(nlogm). Este comportamiento asint6tico domina los tiempos necesarios para la
construccion de I, (O(Jw|log|wl|)), y LCP, (O(Jw|)). Cada iteracion del ultimo
ciclo se ejecuta claramente en tiempo constante, por lo que el mismo se ejecuta
en tiempo lineal en |w|, con lo que el tiempo total de ejecucion del algoritmo es
O(nlogm).

La memoria necesaria para la ejecucion del Algoritmo 5 serd la méaxima entre
las necesarias para la construccion de las estructuras N y M, m (2 B+ log|A|) +
2 |w| B+ O(1) bits por la Proposicion 4 y el espacio necesario para almacenar los
arreglos M, N, I,,, LCP y el contenido de w, es decir |w|(4 B+log|.A|). Puede verse
que la primera es mayor, y es O(m).

O
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En este capitulo se evaluaran los métodos descriptos tanto en su eficiencia co-
mo en su capacidad de arrojar informacién atil. En la seccion 6.1 se expresan los
resultados de tiempos de ejecuciéon experimentales para distintos tipos de entradas,
y en la seccidn 6.2 se evaliian algunos resultados obtenidos por los algoritmos sobre
secuencias gendémicas de distintas especies.

Los algoritmos fueron implementados en el lenguaje de programacion C (ANSI
C99) para computadoras de 32 o 64 bits. Se utilizo el compilador GCC version 4.2.4
con optimizacion normal (opciéon -02). Las pruebas fueron ejecutadas sobre uno de
los procesadores de una unidad Intel® Core'™2 Duo E6300, corriendo a 1.86 GHz
con 8 GB de RAM (DDR2-800) sobre el sistema operativo Ubuntu Linux para 64
bits.

6.1. Tiempos de Ejecucién

Para evaluar el desempeno de los algoritmos se realizaron una serie de pruebas
de estrés con distintos tipos de entradas de tamano significativo, incluyendo en-
tradas con lenguaje natural, lenguajes artificiales, casos de borde y naturalmente,
secuencias biologicas. Se describen los conjuntos de archivos utilizados en el Cuadro
6.1.
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Conjunto Descripcién

as Dos archivos con la letra ‘a’ repetida 2 millones de veces y
65536 veces

txts-big Los dos archivos més grandes del Canterbury Corpus’

txts Cuatro archivos de textos del Canterbury Corpus

linux-hs 7043 Encabezados (archivos ‘.h’) del kernel Linux, version
2.6.31

linux-hs 9985 Implementaciones (archivos ‘.c’) del kernel Linux, ver-
sion 2.6.31

HS-genome-big Los cromosomas 1, 2 y 3 del humano, en formato FASTA
(NCBI 36.49)

HS-genome Los 24 cromosomas del humano, en formato FASTA (NCBI
36.49)

 El Canterbury Corpus es una coleccion de textos estandar para mediciones de
algoritmos de compresion. Los utilizamos aqui debido a su longitud aunque
los métodos descriptos en este trabajo se relacionan so6lo indirectamente con
técnicas de compresion.

Cuadro 6.1: Conjuntos de Archivos de Entrada

Para las pruebas, en cada corrida se eligié un elemento como base (la cadena w
en los ejemplos de los capitulos anteriores). En el caso de la busqueda de repeticio-
nes maximales y supermaximales exclusivas, es la cadena en la que se buscan las
repeticiones. En el caso de repeticiones supermaximales en un conjunto, y etiquetas
minimales, la eleccion del elemento base puede afectar significativamente el tiempo
de ejecucion del algoritmo (ver Demostracion de la Proposicion 4), por lo que se
eligieron los elementos de mayor y menor longitud del conjunto para apreciar esta
diferencia. Los tamanos de los conjuntos utilizados y las bases elegidas en cada uno
se detallan en el Cuadro 6.2.

Se ilustran en el Cuadro 6.3 los tiempos de la ejecuciéon de los tres algoritmos
para cada conjunto. En el caso del algoritmo de etiquetas minimales se dividi6 cada
conjunto en dos particiones de similar cantidad de elementos. Se discrimind en las
mediciones el tiempo insumido por cada parte del proceso: construccién de arreglos
de sufijos (suma de todas las construcciones, independientemente del paso en el que
se utilizan), célculo de arreglo LCP, célculo de los arreglos M y N (insumen el mismo
tiempo), busqueda de repeticiones maximales exclusivas, busqueda de repeticiones
supermaximales exclusivas, busqueda de repeticiones supermaximales del conjunto
y etiquetas minimales.

Los resultados de los experimentos se ajustan adecuadamente a las predicciones
tedricas de comportamiento asintético. Las primeras tres columanas del Cuadro 6.3
crecen en forma similar al tamano total del conjunto analizado, mientras que las
ultimas cuatro crecen con el tamano de la base elegida (mucho menor en la mayor
parte de los casos).
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Entrada Conjunto Total del Base Longitud de
Conjunto la Base

(bytes) (bytes)

1 as 2065 536 ab64K.txt 65536
2 as 2 065 536  a2M.txt 2 000 000
3 txts-big 6 520 792  world192.txt 2473 400
4 txts-big 6 520 792 bible.txt 4 047 392
5 txts 6 798 060 asyoulik.txt 125 179
6 txts 6 798 060 bible.txt 4 047 392
7 linux-hs 54 582 944  genapic.h 22
8 linux-hs 54 582 944 med4000 firmware.h 781 415
9 linux-cs 197 594 330 regs.c 32
10 linux-cs 197 594 330 nls_cp949.c 875 265
11  HS-genome-big 2 975 638 422 chr3.actgn 200 851 322
12 HS-genome-big 2 975 638 422 chrl.actgn 252 811 345
13  HS-genome 3139 901 384 chr2l.actgn 48 817 465
14 HS-genome 3 139 901 384 chrl.actgn 252 811 345

Cuadro 6.2: Tamano de las Entradas

En cuanto a las magnitudes, la primera columna concentra un muy alto porcen-
taje de los tiempos totales en todos los casos: es la tinica que representa una parte
del procesamiento que involucra la totalidad de la entrada que no tiene complejidad
lineal sino O(nlogn). En cuanto a las ultimas columnas, la primera, correspondien-
te a la busqueda de repeticiones maximales exclusivas, es claramente la mas lenta,
ya que es la unica otra columna que representa un proceso que de complejidad
O(nlogn).

Finalmente, pueden notarse las diferencias mas contundentes en aquellos con-
juntos de mayor didmetro', como en los conjuntos de archivos del codigo fuente del
kernel Linux. En los casos en los que haya una gran diferencia entre las longitudes de
los elementos de los conjuntos, una eleccién errénea del elemento base puede volver
un problema intratable. Para estos casos se evidencia la necesidad de la eleccién del
elemento de menor longitud en la construccién del arreglo N y la concatenacion de
cadenas para reducir sus diferencias relativas en la construccion del arreglo M.

6.2. Analisis e Interpretaciéon

Sin realizar interpretaciones desde el punto de vista bioldgico, pues excederia el
tema del presente trabajo, se desarrollaron una serie de pruebas sobre un conjunto
de genomas de ocho especies de mamiferos y una aviar. Los genomas utilizados,
extraidos de la base de datos de Ensembl[Ensembl 2009], se listan en el Cuadro 6.4.

1Se define diametro de un conjunto como la mayor diferencia de longitudes entre todos los pares



Capitulo 6. Resultados

Entrada Arreglo de Arreglo Arreglos

Sufijos LCP M/N

1 3.02 0.06 0.01

2 5.33 0.11 0.04

3 8.73 0.81 0.23

4 8.90 0.83 0.29

5 5.45 0.53 0.05

6 16.88 1.59 0.91

7 18.33 2.01 0.20

8 5 421.00 352.39 294.96

9 59.66 6.87 0.66

10 4 987.65 347.68 275.65

11 2 844.43 204.80 85.64

12 3 224.98 222.79 106.63

13 9 552.86 676.26 190.50

14 23 738.29 1 608.39 1 085.60
Entrada Repeticiones Repeticiones Repeticiones Etiquetas
Maximales Supermax.  Supermax. de Minimales

Exclusivas Exclusivas un Conjunto

1 0.03 0.00 0.00 0.00
2 1.22 0.01 0.01 0.01
3 1.10 0.13 0.08 0.06
4 1.66 0.22 0.12 0.09
5 0.03 0.00 0.00 0.00
6 1.77 0.24 0.13 0.10
7 0.00 0.00 0.00 0.00
8 0.29 0.02 0.02 0.02
9 0.00 0.00 0.00 0.00
10 0.23 0.02 0.01 0.01
11 114.28 22.45 19.11 17.34
12 154.73 26.92 24.34 20.85
13 24.40 4.00 2.58 2.13
14 151.85 26.84 21.86 19.07

Cuadro 6.3: Tiempos de Ejecucion de da Proceso (en segundos)
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Especie Nomenclatura binomial Versién del Genoma
Humano Homo sapiens GRCh37
Chimpancé Pan troglodytes CHIMP2.1.52
Macaca Macaca mulatta MMUL_ 1.53

Vaca Bos taurus Btau 4.0.53

Perro Canis familiaris BROADD2.53
Caballo Equus caballus EquCab2.53

Raton Mus musculus NCBIM37.53

Rata Rattus norvegicus RGSC3.4.53

Gallo Gallus gallus WASHUC2.53

Cuadro 6.4: Especies Analizadas

En adelante, trabajaremos con los conjuntos de cromosomas de cada especie
excluyendo en general los cromosomas Y de cada una, ya que suelen ser un orden
de magnitud menores al resto de los cromosomas. La inclusiéon de estos cromoso-
mas no serfia un problema técnico, pero se los omite para obtener resultados mas
significativos, especialmente en la busqueda de repeticiones supermaximales de con-
juntos y etiquetas minimales. Se reproducen a continuacién resultados estadisticos,
observaciones y conclusiones sobre los mismos.

6.2.1. Repeticiones Supermaximales en un Conjunto

Se computaron las repeticiones supermaximales de los siguientes conjuntos:
= Para las nueve especies anteriores, todos los cromosomas

» Todos los cromosomas de los mamiferos (humano, chimpancé, macaca, vaca,
caballo, perro, rata, raton)

» Todos los cromosomas de los primates (humano, chimpancé, macaca)
» Todos los cromosomas de los mamiferos domésticos (vaca, perro, caballo)
» Todos los cromosmas de los roedores (rata, raton)

Se reproducen en el Cuadro 6.5 las longitudes de las repeticiones supermaximales
mas largas encontradas en cada conjunto. Naturalmente, la longitud de la repeticion
supermaximal mas larga de cada conjunto de especies es siempre mayor que la
longitud de la repeticién supermaximal méas larga de cada una de las especies que
componen el conjunto.

Por ejemplo, puede verse que existe una secuencia en todos los cromosomas del
humano (salvo el cromosoma Y) de 294 bp de longitud, mientras que existen frag-
mentos en comun en todos los cromosomas de todos los primates de hasta 156 bp,

de elementos
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Conjunto de cromosomas Maéaxima repeticién supermaximal

mamiferos 47
primates 156
humano 294
chimpancé 290
macaca 368
mamiferos domesticos 47
vaca 382
perro 481
caballo 365
roedores 123
raton 2300
rata 1109
gallo 1)

Cuadro 6.5: Longitud de las repeticiones supermaximales mas largas

poco mas de la mitad. En contraste, tanto en los mamiferos domésticos como en
los roedores, la longitud de la mayor repeticiéon supermaximal méas larga de cada
conjunto es alrededor de diez veces menor a la maxima repeticiéon supermaximal
de cada especie. Si estas relaciones se interpretasen como una medida de simili-
tud entre especies, deberia concluirse que las especies de primates analizadas son
mucho més cercanas entre si que los roedores. Tanto en los conjuntos de roedores
como de mamiferos domésticos, todas las repeticiones supermaximales son microsa-
télites, fragmentos de repeticiones consecutivas o en forma de tdndem de 1 a 6 bp
que se encuentran en todos los organismos eucariotas en regiones generalmente no
codificantes, mientras que la secuencia més larga en comin de todos los primates
corresponde a una parte de un retrotransposén L1. La repeticiéon supermaximal
més larga de los cromosomas del gallo no ocurre en ninguno de los cromosomas de
ninguna de las ocho especies restantes.

Para ilustrar las variaciones de las repeticiones supermaximales en distintos con-
juntos, se grafica en la Figura 6.1 la longitud de la mayor subcadena comin que
comienza en cada posicion del cromosoma 1 del humano (es decir, el valor del arre-
glo N si se toma al cromosoma 1 del humano como base) en distintos conjuntos
anidados: los cromosomas 1 del humano y su homélogo del chimpancé, éstos y el
cromosoma 1 de la macaca, todos los cromosomas de los tres primates, todos los
cromosomas de todos los mamiferos y todos los cromosmas de todos los vertebrados
analizados. En el esquema, cada pixel representa aproximadamente 225 Kbp, de las
que se tomd el mayor valor.
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3137

longitud

I (TR

0
posician
0 225281351
Subcadena comin mas largaen Homo sapiens 1

W Pantroglodytes 1 W Pantroglodytes 1 y Masaca mulatta 1 B todos los primates B todos los mamiteros M todos los vertsbrados

Figura 6.1: Longitud de la méixima subcadena comun del primer cromosma del
humano vs. distintos conjuntos

6.2.2. Repeticiones Maximales y Supermaximales Exclusivas

Se eligié el cromosoma 1 del humano para calcular sus repeticiones supermaxi-
males exclusivas respecto de tres conjuntos: el de los cromosomas 1 del humano y
su homologo del chimpancé, el de todos los cromosomas de todos los primates, y el
de todos los cromosomas de los 9 vertebrados. Se ilustran las cantidades obtenidas
de cada longitud en la Figura 6.2, en escala logaritmica en ambos ejes.

En la figura puede verse que la mayor parte de las repeticiones exclusivas son cor-
tas: menos de 15000 son mayores a 100 bp de las méas de dos millones de repeticiones
supermaximales exclusivas del cromosoma 1 del humano respecto del cromosoma 1
del chimpancé. De éstas, s6lo 325 son mayores a 1000 bp. La cantidad de repeticiones
supermaximales exclusivas respecto de todos los restantes cromosomas del humano
y todos los de los primates es sustancialmente menor: hay alrededor de 130000 de
las cuales 9500 tienen longitud mayor a 100 y las mismas 325 tienen longitud mayor
a 1000. Al buscar repeticiones exclusivas respecto de todos los cromosomas de las 9
especies, las cantidades no se alteran significativamente. Esto sugiere que las repe-
ticiones supermaximales del primer cromosoma del humano que no son exclusivas,
muy probablemente aparecerdn en algin otro cromosoma del humano o de algin
primate. Para todos los cromosomas del humano se observa un comportamiento
cuantitativo similar.

6.2.3. Etiquetas Minimales

Para probar el algoritmo de etiquetas minimales se seleccionaron cuatro frag-
mentos del cromosoma 1 del humano que conforman un conjunto de duplicaciones
segmentales. Las duplicaciones segmentales son secuencias extensas de bases de alta
similitud entre si, y poca cantidad de ocurrencias en el genoma. Tienen la particu-
laridad de formar un porcentaje significativo del genoma del humano, aunque son
bastante mas raras en otras especies de mamiferos. Las duplicaciones segmentales
son de interés para el diagnodstico de enfermedades ya que de acuerdo a su ubicaciéon
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Figura 6.2: Cantidad de repeticiones supermaximales exclusivas del cromosoma 1
del humano respecto de distintos conjuntos

Posicion inicial ~ Posicion final  Longitud (bp)

Copia n° 1 143644525 143771003 126479
Copia n°® 2 144274483 144401745 127263
Copia n° 3 144451746 144526797 75052
Copia n° 4 147832033 147998780 166748

Cuadro 6.6: Conjunto de duplicaciones segmentales del cromosoma 1 del humano

y cantidad de ocurrencias, estas pueden dar lugar a afecciones genéticas. En este ca-
80, se utiliz6 un conjunto de duplicaciones conformado por los segmentos indicados
en el Cuadro 6.6

La suma de las longitudes de los segmentos no llega a las 500 Kbp, mientras
que el resto del genoma supera las 252 Mbp. Estos segmentos, recortados del pri-
mer cromosma del humano, conforman el primer conjunto W del que se calculan
las etiquetas minimales. El conjunto U de referencia esta formado por el conjun-
to diferencia del cromosoma 1 respecto de los elementos de W, es decir, los cinco
segmentos del cromosoma 1 que no forman parte de las duplicaciones segmentales.

A continuacion, se computaron las etiquetas minimales del mismo conjunto W
respecto de la unién del conjunto U con los restantes 22 cromosomas del humano. En
el caso de los primeros conjuntos, se obtienen 8882 etiquetas minimales de longitudes
entre 10 y 86 y una longitud promedio de las etiquetas de 14,9. Al agregar los
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Figura 6.3: Cantidad de etiquetas minimales de un conjunto de duplicaciones seg-
mentales

22 cromosomas al conjunto de referencia, se obtienen 8688 etiquetas minimales de
longitudes entre 11 y 86, con longitud promedio 16,8. Las distribuciones de las
longitudes se ilustran en la Figura 6.3 (no se grafican longitudes mayores a 24 ya
que ninguna tiene mas de 3 etiquetas, y no se llegan a distinguir en la escala).

Al comparar las etiquetas entre ambas corridas puede verse que el numero de
etiquetas no se redujo significativamente a pesar de que se agregaron secuencias
sumando casi 3 Gbp. Las longitudes aumentan ligeramente: un promedio de menos de
dos bases cada etiqueta. Analizando estos datos y el grafico de distribucién se puede
presumir que las etiquetas en general se mantuvieron, aumentando en forma tenue
su longitud, y posiblemente fundiéndose algunas etiquetas cercanas que tuviesen
algo de superposicién en una extension de ambas. Esto indicaria que las etiquetas
halladas efectivamente identifican el primer conjunto de duplicaciones segmentales,
con lo que una busqueda de alguna de las etiquetas en un cromosoma seria un
indicador adecuado de la presencia de dicha duplicaciéon segmental.

A modo de ejemplo final de posibles aplicaciones de este algoritmo, se ejecuto el
algoritmo de etiquetas minimales a un conjunto de textos provenientes de libros de
tres grandes autores de la literatura castellana, listados en el Cuadro 6.7.
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Autor Titulo Tamano (kB)

El Aleph 233

El Hacedor 83

El Informe de Brodie 131

Jorge Luis El L‘ibro de Arena 149

Borges Ficciones 1956 256

Ficciones 267

Historia Universal de la Infamia 121

La Memoria de Shakespeare 95

Seis Problemas para don Isidro Parodi 262

62 Modelo para Armar 512

Bestiario 187

Fantomas contra las Multinacionales o4

Julio Historias de Cronopios y Famas 134

Cortazar Las Armas Secretas 294

Rayuela 1022

Todos los Fuegos el Fuego 288

Un Tal Lucas 181

Cien Anos de Soledad 836

Cronica de una Muerte Anunciada 173

Doce Cuentos Peregrinos 302

El Amor en los Tiempos del Colera 846

Gabriel El Coronel no Tiene quien le Escriba 114

. El Otono del Patriarca 509
Garcia . T

Marquez La Candida Eréndira 92

La Mala Hora 290

Noticia de un Secuestro 578

Ojos de Perro Azul 157

Relato de un Naufrago 175

Vivir para Contarla 1050

Cuadro 6.7: Libros para buscar etiquetas minimales
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Los libros se agruparon por autor, considerando cada libro completo una tnica
secuencia. A continuacién, se corrié el algoritmo de etiquetas minimales para cada
conjunto correspondiente a uno de los autores respecto de la unién de los otros
conjuntos, es decir, se buscaron todas las palabras, partes de palabras o frases que
ocurren al menos una vez en cada uno de los libros del autor, y en ninguno de
los libros de los otros autores. Dado que los libros no forman parte de una historia
comiin, las condiciones planteadas son bastante exigentes. Sin embargo, encontramos
los siguientes resultados:

(X3

= Las etiquetas minimales de los libros de Borges son ‘¢ es fam”, “Isl”,
“‘apoéer’’, ‘1 Fe”’, ‘mite 1 y ““écrif’’. Se comprueba que la palabra
“‘apbcrifo’” ocurre en todos los libros citados de Borges en alguna de sus
terminaciones, y en ninguno de los libros de los otros autores. La subcadena

““Isl” aparece como prefijo de ““Islam’’ e “‘Islandia’.

» Las etiquetas minimales de los libros de Cortézar son ¢‘‘de cuando en’’, ‘‘diota

3y ¢¢ 3y <« 3y <«

»” ““do en cuan’’, ‘‘e cuando en ’’ ‘‘e telef’’ ‘“‘estd ta’’, ‘‘hicas’, ‘‘ndo en
cua’’, ‘o en cuand’’, “‘s chica” y ‘“‘uando en ¢’’. Se ven como caracteristicas
del estilo de Cortazar la construcciéon ‘‘de cuando en cuando”’, la referencia

a ‘“‘chicas’ y la palabra ‘“idiota’’.

s Las etiquetas minimales de los libros de Garcia Marquez son ‘‘Fue una’’, ‘‘a
amarr’’, ‘“marrado’’ y ‘‘ntensa’. Se encuentran formas del verbo ‘‘amarrar’’,
poco utilizado por los autores argentinos, y la palabra ‘‘intensa’’, que més
alla de su ocurrencia en todos los libros de Garcia Marquez, puede resultar
sorprendente su ausencia en los otros autores.






CAPITULO 7

Conclusiones

Se propuso una familia de tres algoritmos para tratar las repeticiones en con-
juntos de cadenas. La motivacion de los mismos surge del anélisis de genomas en
bioinformatica, aunque existen otros campos de aplicaciéon donde los mismos pueden
ser de utilidad. La principal ventaja de los métodos propuestos es la eficiencia obte-
nida en el compromiso de uso de recursos de tiempo y memoria, condicién esencial
para las aplicaciones que requieren procesar grandes volimenes de datos como son
las secuencias de ADN.

En particular, se destaca la propiedad de los métodos de requerir una cantidad
de memoria proporcional a la mas larga de las cadenas de los conjuntos, y de ser
independiente de la cantidad de elementos de cada conjunto. Si todos los elementos
procesados ocupan espacio menor a 1/17 de la memoria disponible, cualquiera de
los algoritmos se podré llevar a cabo en la memoria principal, siendo especialmente
eficiente al permitirse prescindir del acceso a memoria secundaria (swap o memoria
de intercambio). La originalidad de los algoritmos presentados reside en la capacidad
de representar las repeticiones y conjuntos de subcadenas en forma eficiente a través
de estructuras de datos disefiadas a tal fin.
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Implementaciones
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