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Resumen

En este trabajo presentamos una caracterizacion de la clase de los
numeros reales aleatorios que son aproximables desde abajo, llamados
computablemente enumerables (c.e.), a partir del andlisis de la estra-
tegia de demostracion de aleatoriedad de Chaitin.

Damos condiciones necesarias y suficientes para mostrar que la me-
dida asociada a un conjunto de cadenas binarias es un real aleatorio c.e.
Estas condiciones restringen la longitud de las palabras en el conjunto
considerado, con respecto a la longitud de los elementos del dominio
de una maquina autodelimitante universal de referencia.

Los resultados obtenidos permiten deducir el Teorema de Chaitin-
Slaman, que caracteriza a los nimeros reales aleatorios c.e. como las
probabilidades de detencién de maquinas autodelimitantes universales,
usando exclusivamente conceptos de la teoria de funciones recursivas
y de la teoria de la informacién algoritmica.

Abstract

In this work we present a characterization of the class of random
real numbers that can be approximated from below, called computably
enumerable (c.e.), starting from an analysis of Chaitin’s strategy for
proving randomness.

We give necessary and sufficient conditions on sets of binary strings
in order to show that their associated measure is a random c.e. real.
These conditions restrict the length of words in the set under consi-
deration, with respect to the length of elements in the domain of a
reference self-delimiting universal machine.

The results obtained allow us to deduce Chaitin-Slaman Theorem,
that characterizes random c.e. real numbers as halting probabilities
of self-delimiting universal machines, exclusively using concepts from
recursive functions and from algorithmic information theories.
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1 Introduccion

;,Cuando es aleatorio un numero real? La nocién intuitiva de aleatoriedad
remite a la idea de un niimero “no excepcional”, sin ninguna propiedad parti-
cular que lo distinga de otros. Sin embargo, la formalizacién de este concepto
no ha sido trivial. Chaitin (1975), Martin-Lo6f (1966) y Solovay (1975) han
presentado distintas definiciones matematicas de aleatoriedad. En todos los
casos, se define aleatoriedad para una secuencia binaria infinita, y luego se
extiende la definicién a los nimeros reales, mediante la identificacién de cada
numero real con la secuencia binaria infinita correspondiente a su expansién
binaria.

La definicién de aleatoriedad estd basada en la teoria de la computabi-
lidad y surge a partir de dos aproximaciones diferentes. Una de ellas, dada
por la teoria algoritmica de la informacién desarrollada por Chaitin [8], iden-
tifica aleatoriedad con incompresibilidad algoritmica. Formaliza la idea de
que una secuencia aleatoria deberia ser impredecible, deberia carecer de es-
tructura o regularidad. Cualquier patrén o regularidad en una cadena puede
usarse para comprimir la cadena y dar una descripcién algoritmica de menor
longitud a partir de la cual puede reconstruirse la cadena. Entonces, una se-
cuencia infinita es aleatoria si sus segmentos iniciales son algoritmicamente
incompresibles [8]. La otra aproximacién al concepto de aleatoriedad estd
basada en la teoria de la medida constructiva: la idea fundamental en este
caso es que una secuencia aleatoria deberia satisfacer todas las propieda-
des estadisticas de aleatoriedad expresables mediante tests constructivos, es
decir, tests generables mediante un procedimiento efectivo. Esta idea fue
desarrollada por Martin-Lof [14] y Solovay [18]. Las dos caracterizaciones
de aleatoriedad coinciden [10].

De la definicién de Martin-Lof surge que casi todo ntimero real es alea-
torio: el conjunto de los reales aleatorios es un conjunto de medida 1 [10].
En la interpretacion usual de la medida, esto significa que la probabilidad
de que un numero real sea aleatorio es 1, cuando cada digito de su expan-
sién binaria se determina mediante un experimento aleatorio independiente.
Sin embargo, no es facil dar un ejemplo natural de un nimero aleatorio.
Chaitin [10] presenta una familia de nimeros que verifican la propiedad de
aleatoriedad: las probabilidades de detencién de méquinas autodelimitan-
tes universales, conocidas en la literatura como Q-numbers. Los Q-numbers,
ademas de ser aleatorios, tienen la particularidad de ser computablemente
enumerables (c.e.), es decir, pueden ser aproximados desde abajo en forma
recursiva.

Las méquinas autodelimitantes [8] son maquinas de Turing con la propie-
dad de que el conjunto de los programas que se detienen en dichas maquinas
es un conjunto de cadenas binarias libre de prefijos. Cada cadena se in-
terpreta como un programa para la maquina. Un conjunto libre de prefijos
tiene la propiedad de que la medida (en el sentido de Lebesgue) del conjunto



de todas las secuencias infinitas que extienden a cadenas en el conjunto es
un numero real entre 0 y 1. Este valor, por lo tanto, puede interpretarse
como la probabilidad de que una secuencia infinita arbitraria comience con
una cadena que pertenece al conjunto. En otras palabras, la medida del
conjunto de todas las extensiones infinitas de programas en el dominio de
una maquina autodelimitante es la probabilidad de detencion de la maquina.

Recientemente, Slaman y Kucera [13], sobre la base del trabajo de Calude
et al. [6], demostraron que la propiedad reciproca a la probada por Chaitin
también es cierta: todo real aleatorio c.e. es un €)-number. Entonces, este
resultado (conocido como el Teorema de Slaman) y el de Chaitin constituyen,
en conjunto, una caracterizacién de los niimeros reales aleatorios c.e. como
probabilidades de detenciéon de maquinas autodelimitantes universales.

A partir de este fundamental resultado surge la motivacién principal pa-
ra este trabajo: obtener una caracterizacion méas descriptiva de los conjuntos
cuya medida asociada es un ntimero real aleatorio c.e. Dicho de otra manera,
queremos dar condiciones que muestren méas explicitamente cudles conjun-
tos de cadenas binarias pueden ser dominios de maquinas autodelimitantes
universales.

Comenzamos examinando la estrategia desarrollada por Chaitin [8, 10]
para demostrar, dada una maquina autodelimitante universal, que la medida
asociada a su dominio es un niimero real aleatorio y c.e. Una primer cuestién
que surge naturalmente es determinar en qué casos es posible aplicar esta
estrategia. En otras palabras:

Pregunta 1 ;Qué condiciones debe verificar un conjunto de cadenas para
que su medida asociada pueda probarse aleatoria y c.e. mediante la estrategia
de demostracion de Chaitin?

Uno de los resultados del presente trabajo responde a esta pregunta. Es-
tablecemos condiciones suficientes sobre conjuntos de cadenas, que surgen
del analisis de los requisitos necesarios para garantizar la aplicabilidad de
la estrategia de demostracion de Chaitin. Estas condiciones se dan a partir
de la definicién de Chaitin-reduccion: una reducciéon 1 a 1 que restringe la
longitud de las palabras del conjunto considerado en relacién a la longitud
de los programas para una maquina autodelimitante universal fija, que lla-
mamos U. Damos una demostracion generalizada que aplica la estrategia
de Chaitin para probar que la medida asociada a un conjunto A tal que el
dominio de U es Chaitin-reducible a A es un ntimero real aleatorio y c.e.

Una vez que hemos determinado condiciones suficientes para aplicar la
demostracién candnica de Chaitin, podemos interrogarnos acerca de la ne-
cesariedad de dichas condiciones:

Pregunta 2 ;Todo numero real aleatorio y c.e. es la medida de algun con-
junto A tal que el dominio de U es Chaitin-reducible a A?



La respuesta a la Pregunta 2 es afirmativa, y es otro de los resultados
centrales que presentamos. Combinando los resultados que responden a
estas dos primeras preguntas, obtenemos una caracterizacién de los ntimeros
reales aleatorios y c.e.

Analizamos luego las vinculaciones entre nuestra definicién de Chaitin-
reducciones y otros resultados ya conocidos en el contexto de la teoria al-
goritmica de la inforamcién. Uno de ellos es la definicién de strong simu-
lation, dada por Calude et al. [6]. Algunas propiedades de esta relacién
se usaron para probar resultados intermedios a partir de los cuales Slaman
obtuvo su importante resultado. Esto nos lleva a plantearnos:

Pregunta 3 ;Fs posible obtener una caracterizacion de los reales aleatorios
c.e. directamente de la relacion de strong simulation ?

Nuevamente, la respuesta es si, e incluimos esta segunda caracterizacion
como parte de este trabajo. A partir de estas dos caracterizaciones, podemos
decir que un real aleatorio c.e. es la medida asociada a un conjunto que
contiene, para cada programa para la maquina autodelimitante universal U
fijada, una cadena de aproximadamente la misma longitud.

Las definiciones de strong simulation y Chaitin-reducciones son formal-
mente similares, en el sentido de que ambas relaciones establecen restriccio-
nes sobre las longitudes de las palabras en los conjuntos involucrados. Esta
similitud nos sugiere, entonces, investigar la existencia de vinculaciones entre
ambas:

Pregunta 4 ;Qué relacion hay entre la Chaitin-reduccion que definimos y
la reduccion de strong simulation ¢

En este caso, demostramos que una es inversa de la otra. Mas formal-
mente, dados dos conjuntos A y B, A es Chaitin-reducible a B si y sélo si
B simula fuertemente a A.

Una tltima cuestion relacionada con resultados conocidos se refiere al
ya mencionado Teorema de Slaman: “todo ntimero real aleatorio c.e. es la
probabilidad de detencién de una méaquina autodelimitante universal”. En
vistas de las caracterizaciones que presentamos, nos preguntamos:

Pregunta 5 ;FEs posible demostrar el Teorema de Slaman a partir de los
resultados obtenidos?

Si, efectivamente. Damos dos demostraciones de este Teorema, una ba-
sada en Chaitin-reducciones y la otra en strong simulation. Y hacemos notar
que ambas pruebas usan solamente conceptos de la teoria algoritmica de la
informacién. La demostracién original, en cambio, se basa en la teoria de
la medida constructiva y sigue la definicién de aleatoriedad de Martin-Lof,
centrandose en la presentacion de un test constructivo de aleatoriedad.



Finalmente, en la teoria de funciones recursivas, es usual extender los
resultados a niveles arbitrarios en la jerarquia aritmética. Este es también
el caso para nuestro trabajo. Lo concluimos, entonces, enunciando una
version de nuestros resultados relativizada a oraculos dentro de la jerarquia
aritmética. En particular, las demostraciones de aleatoriedad dadas en [11,
2] y [1] para los reales v y f3, respectivamente, son instancias de nuestro
resultado relativizado.

El trabajo estd organizado como sigue: en la Seccién 2 se introduce la
notacién y conceptos tedricos basicos; en la Seccién 3 se presenta la caracte-
rizacién en base a Chaitin-reducciones; la Seccién 4 contiene vinculaciones
con resultados conocidos; en la Seccién b se enuncia la version relativizada
de nuestro trabajo y se muestra su aplicacién para los casos particulares de
los reales a 'y 35 y en la Seccion 6 exponemos conclusiones y continuamos con
la lista de preguntas aqui iniciada, para incluir cuestiones ain no resueltas
referidas a este tema.

2 Preliminares

Comenzamos con algunas definiciones y resultados, tanto para fijar notacién
como para repasar los conceptos basicos que usamos. Se asumen conocidos
los fundamentos de la teoria de funciones recursivas (ver, por ejemplo, los
capitulos iniciales de [15, 16, 17]).

2.1 Definiciones basicas

IN, @ y IR denotan los conjuntos de niimeros naturales, racionales y reales,
respectivamente. Trabajamos con el alfabeto binario ¥ = {0,1}. ¥* es el
conjunto de todas las palabras o cadenas (finitas) sobre el alfabeto 3. ¥“ es
el conjunto de todas las secuencias (infinitas) sobre ¥. ¥°° es el conjunto de
todas las cadenas y secuencias de elementos de Y, es decir, 3°° = ¥* U 3¢,

A es la cadena vacia. Siw € ¥*, |w| indica la longitud de w. Por ejemplo,
Al = 0. Siwv,w € X* vw denota la concatenacién de las palabras v y w.
Siw e X*yx e XY wx es la secuencia infinita formada anteponiendo la
cadena w a la secuencia x.

Fijamos el orden 0 < 1 para los elementos de X, y llamamos orden
cuasilexicogrdfico al orden generado sobre 3*:

A<0<1<00<01<10<11<000<001<010<011...

En base a este orden, definimos la biyeccién recursiva string : IN — X*
de la siguiente manera: string(i) = w sii w es la i-ésima cadena en el orden
cuasilexicografico sobre »*.

Decimos que una palabra v es prefijo de otra palabra w, y lo notamos
v =S w, si existe x € ¥* tal que vz = w. Escribimos v < w si v es un prefijo



propio de w, es decir, si v < w pero v # w (0, equivalentemente, si vz = w
entonces © # A). La relaciéon < induce un orden parcial sobre ¥*.

Si x € 3, la notacion x;, con ¢ € IN, representa el segmento inicial de
x de longitud 4, es decir, x; € ¥* y x; = wsil jw| =1y w < x.

Las secuencias binarias infinitas pueden identificarse con los nimeros
reales en el intervalo [0,1], si se toma cada secuencia como la expansién
binaria de un nimero real. Asi, cada real se corresponde con una secuencia
en Y. Los numeros racionales diddicos, de la forma k27%, para k,i €
IN (y k < 2%, se pueden asociar con dos diferentes secuencias: una que
termina con infinitos 0’s y la otra con infinitos 1’s. Cuando se requiera una
identificacién tunica, preferimos la asociacién con la secuencia terminada con
infinitos 1’s. En base a esta correspondencia, nos referimos indistintamente
a los elementos de IR y a los de .

Sea C C 3¢ un conjunto medible. La medida de Lebesgue, como es
usual, se indica con u(C) y representa la probabilidad de que una secuencia
arbitraria pertenezca a C. Si A C 3*, AX¥ denota el conjunto de secuencias
que tienen un prefijo en A: A¥X* = {wx/w € AAx € ¥¥}. Los conjuntos
AX¥¥, con A C ¥*, son los conjuntos abiertos en la topologia natural sobre
Y% y por lo tanto son medibles. En este caso, decimos que pu(AX%) es la
medida asociada a A. Por ejemplo, si A = {w}, con w € ¥, AXY = {w}X¥
es el conjunto de todas las secuencias que comienzan con w y la medida
asociada a A es p({w}y«) =271,

Para un conjunto A C X*, nos referiremos frecuentemente a la suma
Y wed 21wl La convergencia de esta suma depende del conjunto A consi-
derado. En los casos en que converja, para simplificar notacion, llamamos
m(A) al ntimero real igual al valor de dicha suma: m(A4) = 3,c427 . En
el ejemplo citado, A = {w}, m({w}) = 271 = p({w}zw).

Un conjunto A C ¥* se dice libre de prefijos si ninguna extensién propia
de elementos del conjunto pertenece al conjunto. Es decir, A es libre de
prefijos sii para todo w,x € ¥*, siw € Ay x # A entonces wx ¢ A. Para un
conjunto libre de prefijos es posible expresar convenientemente la medida del
conjunto de todas las secuencias que son extensiones de cadenas en dicho
conjunto: si A C X* es libre de prefijos, entonces 4 21wl converge y
w(A¥¥) = m(A). Notemos que, en el ejemplo que dimos, A = {w} es
libre de prefijos, y por lo tanto debia ser p({w}>*) = m({w}). Ademsds, los
conjuntos libres de prefijos satisfacen la desigualdad de Kraft [12]: si A C ¥*
es libre de prefijos, entonces se cumple que 0 < u(A¥X¥) = m(4) < 1.

Sean A, B conjuntos y f: A — B una funcién. Como es usual, si a € A,
escribimos f(a) | para indicar que f estd definida en a, y f(a) 1 en caso
contrario. El dominio de f es el conjunto Dom(f) = {a € A/f(a) 1}, ¥y
el rango de f es el conjunto Rango(f) = {f(a) € B/f(a) }. Si f,g son
funciones en nimeros naturales, notamos f(n) = g(n) + O(1) si existe una
constante positiva ¢ tal que para todo n, f(n) < g(n) + c.



2.2 Maquinas de Turing, reducciones y oraculos

Una mdquina de Turing es una funcién recursiva parcial M : ¥* — ¥*. El
dominio de M se considera una familia de programas y el valor de M (p),
si existe, es la salida del programa p. Para representar programas que to-
man argumentos para realizar su cémputo, fijamos una biyeccién recur-
siva (,,.) @ X' x ¥* — ¥* y usamos la convenciéon M (pajas...a,) =
M((p,(a1,...{an—1,an))...)).

Una maquina de Turing es universal si puede simular el comportamiento
de cualquier otra maquina de Turing. Es decir, dada una enumeracién fija
M;, con i > 0, de todas las maquinas de Turing, My es universal si existe
una funcién recursiva f : IN x ¥* — 3*, que codifica a cada méaquina en la
enumeracioén, tal que My (f(i,p)) = M;(p). Por ejemplo, la méquina My
dada por My ((string;,p)) = M;(p) es una maquina de Turing universal.

El problema clasico de la teoria de la computabilidad, demostrado al-
goritmicamente insoluble, es el de la detencién de una maquina de Turing
universal: el conjunto K = {z € ¥*/My((z,z)) |} no es computable. El
problema de la detencion es un problema representativo de una clase de pro-
blemas insolubles y constituye una herramienta clave para la demostracién
de numerosos resultados de (in)computabilidad.

Presentamos ahora una clase de relaciones entre conjuntos de cadenas
llamadas reducciones:

Definicion 1 Una relacion <p entre subconjuntos de ¥* es una reduccion
st verifica:
(Refleziva) VA C¥X*(A<gr A)
(Transitiva) YA, B,C CYX*(A<prBAB<prC=A<r(C)

Si Ay B son conjuntos tales que A <p B decimos que A es R-reducible
a B o que <p es una R-reduccion de A en B. Ay B son R-equivalentes,
y lo notamos A =r B, si A <gp By B <r A. Y escribimos A <r B para
indicar que A <p B pero B £ A.

Veamos un ejemplo de este tipo de relaciones: si A, B son conjuntos de
cadenas binarias, A es Turing-reducible a B (A <r B) si el predicado z € A
es recursivo, para cada x € ¥*, cuando se conoce si w € B 6 w ¢ B para
toda cadena w € X*.

Un caso particular de Turing-reducciones que vamos a usar en este tra-
bajo es el siguiente:

Definicién 2 A es 1-reducible a B (A <; B) si eziste una funcion 1-1
recursiva f tal que para todo x, v € A< f(x) € B.

Es fécil ver que tanto <7 como < son reducciones.



El orden parcial <7 da una clasificacion de los conjuntos de cadenas
binarias de acuerdo a su dificultad desde el punto de vista de la computabi-
lidad: si A <p B, entonces B es “mas insoluble” que A. Para el caso de
las 1-reducciones, los conjuntos equivalentes bajo esta relacién reciben una
denominacion particular: si A =1 B se dice que A y B son recursivamente
isomorfos.

Dada una clase de conjuntos y una reduccién <p, podemos considerar a
algunos de ellos como elementos “destacados” dentro de la clase, con respecto
a la reduccién <g:

Definicion 3 Sea W una coleccion de subconjuntos de ¥* y < una reduc-
cion. Un conjunto A € W es R-completo para W si para todo conjunto
BeW, B<grA.

Un conjunto R-completo para W puede interpretarse como un represen-
tante de dicha clase: todos los demas conjuntos en W son R-reduccibles a
él. Un ejemplo de este tipo de conjuntos es el conjunto asociado al problema
de la detencién, K, que es 1-completo para la clase de los conjuntos c.e.

Ante la existencia de problemas que no tienen solucién algoritmica, co-
mo el de la detencién, es natural preguntarse qué funciones (o conjuntos) se
volverian computables si se dispusiera de un procedimiento externo o “caja
negra” capaz de decidirlos. Por supuesto, este procedimiento, que llamare-
mos ordculo, no puede darse por medio de un algoritmo. Como respuesta a
esta cuestion, surge el concepto de computabilidad relativa.

Un ordculo X es un subconjunto de >*. Una méaquina de Turing con
ordculo X es una funcién MX : ¥* — ¥* recursiva parcial dada la funcién

caracteristica de X
1 stweX

=90 swex

Es decir, una maquina de Turing con ordculo X es una méquina a la que se
le proporciona, externamente, la informacion para decidir la pertenencia de
una cadena arbitraria a X. La méquina puede acceder a esta informacién
durante la ejecucion de su computo mediante instrucciones especiales de
consulta al oraculo. Notemos que las maquinas de Turing sin ordculos son un
caso particular de las maquinas con oraculos, donde el oraculo considerado
es el conjunto X = ().

La mayoria de los resultados clasicos de computabilidad pueden relativi-
zarse. Una funcién o un conjunto que pueden computarse en una maquina
con ordculo X se dicen X-recursivos o recursivos relativos a X (y con esta
notacién, A <p B sii A es B-recursivo). Un conjunto que puede enume-
rarse en una maquina con oraculo X se dice X-computablemente enumera-
ble (X-c.e.) o computablemente enumerable en X. Para cada X, existen



magquinas universales M§ , y podemos relativizar el problema de la deten-
cién: KX = {w € * /M ((w, w)) |}.

El problema de la detencién relativizado puede usarse para definir un
operador que permite obtener una jerarquia de problemas cada uno de los
cuales es “mas insoluble” que el precedente:

Definicion 4 Seq X C X*.
1. Elsalto de X, X', es el conjunto

X' = {string;/M;* (string(i)) |,i € IN}

2. El n-ésimo salto de X, X se obtiene iterando el salto n veces:

XO — X, X(n+1) — (X(n))/

Observemos que, con la notacién dada por la definicién anterior, K = ¢/
y, en general, K™ = p(n+1),

El resultado de aplicar el operador de salto a un conjunto X es un con-
junto mas dificil que X desde el punto de vista de la computabilidad: si
X C ¥*, X' es X-c.e. pero no X-recursivo. Y como X es X’-recursivo,
resulta que X <7 X’. Asi, la aplicacién iterada del operador de salto a X
genera una familia de conjuntos cuyo grado de insolubilidad es creciente:

X<TX/<TX”<T...<TX(n) <7 ...

La nocién de computabilidad relativa permite definir otra jerarquia para
clasificar problemas insolubles:

Definicién 5 (Jerarquia aritmética relativa a X) Sea X C X*.
1. (a) ES’X ={A C ¥*/A es X-recursivo}
(b) E?L’j_{l = {A C ¥*/A es B-recursivo para algin B € X}
2. VX = {AC¥*/A e xoX1
3. ALY = 20X A0X
Cuando X = (), usamos la notacién habitual X0, TI? y AY vy estas

clases se conocen como jerarquia aritmética. Por ejemplo, AY es la clase de
conjuntos recursivos y X es la clase de conjuntos c.e.

El siguiente resultado muestra que las clases X0X TI%X v A%X que
hemos definido efectivamente forman una jerarquia:



Teorema 6 (Kleene) Para todon € IN y X C X*:
1. AYX 30X ALY o X

0,X 0,X 0,X 0,X
2. 20X ¢ 20X X c oY

3. 2OX U0 ¢ AYY

La jerarquia aritmética y la generada por la iteracién del operador de
salto estan relacionadas:

Teorema 7 (Post) Para todon € IN:
1. 0™ es 1-completo para X0
2. VACY*, Aexl,, sii Aes0™-c.e.
3. VACY*, Ac AV sii A <p ™)

Este importante resultado nos dice que §(™ es un representante para la
clase X9 con respecto a 1-reducciones. Vamos a usar una notacién abreviada
para estos ordculos destacados: decimos que un conjunto A es n-c.e. (n-
recursivo) si A es )(™-c.e. (§{"-recursivo), que una funcién f es n-recursiva
sif es 0(")_recursiva, y que una maquina M" es una maquina con oraculo

el

2.3 MaAquinas autodelimitantes. Complejidad de largo de
programa

Chaitin [8] define una versién de maquina de Turing en la cual el espacio de
programas es un espacio probabilistico, con todos los simbolos del alfabeto
distribuidos uniformemente. Esta condicién no permite que haya un blanco
al final del programa, ni ninguna otra forma externa de delimitaciéon. Por lo
tanto, el programa debe contener dentro de si mismo la informacién necesaria
para saber donde termina, de manera que la maquina pueda determinar en
qué momento debe detener la lectura de bits del programa. Esto es lo que
significa que una computadora sea “autodelimitante”.

Los conjuntos libres de prefijos satisfacen la propiedad de decodificacion
Unica e instantdnea: si A C ¥* es un conjunto libre de prefijos y x € ¥, en-
tonces es posible detectar si existe w € A tal que w < x, leyendo de izquierda
a derecha los simbolos de x exactamente hasta |w|. En este sentido, el com-
portamiento de una maquina cuyo dominio es un conjunto libre de prefijos
se corresponde con el comportamiento de una maquina autodelimitante:

Definicién 8 (Chaitin [8]) Una méquina autodelimitante es una funcion
recursiva parcial C : X* — ¥* tal que Dom(C) es un conjunto libre de

prefijos.
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Observemos que para una maquina autodelimitante C, pu(Dom/(C)E¥) =
m(Dom(C)), y entonces m(Dom(C)) representa la probabilidad de que C
se detenga cuando su entrada se genera en forma aleatoria.

A excepcion de la restriccién de que su dominio debe ser libre de pre-
fijos, las méquinas autodelimitantes son maquinas de Turing ordinarias, y
tienen exactamente el mismo poder computacional. En particular, se man-
tiene el concepto de maquinas universales: dada una enumeracién fija de
todas las maquinas autodelimitantes, y llamando C; a la i-ésima méquina
en la enumeracién, una maquina autodelimitante U es universal si existe
una codificacién recursiva f : IN x £* — ¥* tal que U(f(4,p)) = Ci(p) para
todo programa p.

Chaitin [8] da una definicién alternativa de universalidad:

Definicién 9 (Chaitin [8]) Una mdquina autodelimitante U es universal
de Chaitin st para toda mdquina autodelimitante C; existe una constante
¢i > 0 tal que para todo programa p existe un programa p' que verifica:
U(p') = Ci(p), con |p'| < p|+ci.

En adelante, cuando hablemos de méaquinas nos referimos a maquinas
autodelimitantes, y cuando hablemos de mdaquinas universales asumimos
que verifican tanto la nocién de universalidad clasica como la dada por
Chaitin. Ademds, fijaremos una méquina universal U : ¥X* — 3*, definida
por U(0'1p) = C;(p) para todo p € ¥*, que serd la maquina de referencia
que usaremos en el resto de este trabajo.

La complejidad algoritmica o de largo de programa [8] en una maquina
autodelimitante C es una funcion He : ¥* — IN que mapea una cadena w
en la longitud del programa mas corto que produce como salida a w:

min{|p|/C(p) = w} siw € Rango(C)
00 en caso contrario

H(;(w) = {

La funcién H¢ no es recursiva. Cuando C es una maquina universal, H¢
es total y Ho(w) < |w| + He(lw]) + O(1) < |w| + 2log(|w|) + O(1), donde
log(n) = [logy(n)], paran € IN. Esta cota superior se obtiene considerando
un programa que contiene explicitamente la cadena w ademds de una co-
dificacion de su longitud. Para n € IN, la codificacion 11b1b1b2bs . .. bpbi01
(donde 1b1bs . . . by es la expresién binaria de n sin 0’s a la izquierda) permite
obtener la cota H(n) < 2log(n) para su complejidad de largo de programa.

Podemos interpretar a la complejidad de w en una maquina C' como una
medida de la minima cantidad de informacién necesaria para obtener w en
la maquina C. Es decir, puede pensarse que H¢o(w) representa el contenido
de informacién de w.

Una maquina autodelimitante C es asintoticamente optima si y sélo si
para cualquier maquina autodelimitante C; existe una constante ¢; tal que
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para toda cadena w, Ho(w) < He,(w) + ¢;. Las maquinas autodelimitantes
universales de Chaitin son asintéticamente 6ptimas:

Proposicion 10 Si V' es una mdquina autodelimitante universal de Chai-
tin, entonces V' es asintdticamente optima.

DEMOSTRACION. Como V es universal, para toda C existe sim¢ tal que
para todo p existe p’ con V(p') = C(p) y |P/| < |p|+sime. Seaw € X*.
Si w € Rango(C) entonces Ho(w) = oo y claramente, para cualquier
¢, Hy(w) < Ho(w) + ¢. Si w € Rango(C'), entonces para todo p tal
que C(p) = w, existe p’ tal que V(p') = w y |p/| < |p| + sime. Luego,
Hy(w) < Ho(w) + sime, como queriamos. ®

Para la maquina universal U que fijamos, la constante ¢; es igual a i+ 1,
ya que se cumple que para toda maquina autodelimitante C; y para toda
cadena w, Hy(w) < He,(w) + i + 1.

Una importante propiedad que verifican las maquinas autodelimitantes
asintéticamente éptimas estd dada por el siguiente resultado:

Teorema 11 (Teorema de Invarianza, Chaitin [7]) Sean U; y Us dos
mdquinas autodelimitantes asintoticamente optimas cualesquiera. FExiste
una constante ¢ tal que para toda cadena w, |Hy, (w) — Hy, (w)] < c.

Este resultado expresa que la complejidad de largo de programa de una
cadena es, dentro de un término constante, independiente de la maquina
autodelimitante asintéticamente 6ptima elegida. Y en este sentido, la com-
plejidad de largo de programa en maquinas asintéticamente éptimas puede
pensarse como una medida absoluta de complejidad.

El dominio de las maquinas autodelimitantes es un conjunto libre de
prefijos y, como ya mencionamos, los conjuntos libres de prefijos satisfacen
la desigualdad de Kraft. La reciproca no es cierta, pero si se cumple la
version débil que presentamos a continuacién. Consideremos una lista c.e.
de pares (n;, w;)ien, donde n; € IN y w; € ¥* para todo i. Llamamos a estos
pares requerimientos y decimos que son consistentes si ) ;27" < 1. Una
méquina C' satisface los requerimientos si, para cada requerimiento (n;, w;)
en la lista, existe exactamente un progama p; para C tal que |p;| = n;
y C(pi) = w;. El resultado que anticipamos garantiza, dada una lista de
requerimientos, la existencia de una computadora C' que los satisface:

Teorema 12 (Desigualdad de Kraft-Chaitin [10]) Sea
L= {(nz,wz)/nz e IN ANw; € X'V € N}

una lista c.e. de requerimientos consistentes. FExiste una mdquina autodeli-
mitante C que satisface los requerimientos en L.
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La demostracién de este Teorema efectivamente muestra la construccion
de C a partir de la enumeracién de L£. Se dice que la méquina C estéa
determinada por los requerimientos. En este trabajo vamos a usar una
consecuencia de este resultado: dada una lista c.e. de longitudes (n;)iemw
tal que > ,cpv27™ < 1, existe un conjunto libre de prefijos que contiene
exactamente una palabra w; para cada n; en la lista, con |w;| = n;.

Damos ahora algunas convenciones de notacién que usamos. Con H (w)
indicamos la complejidad Hy(w) de una cadena w en la maquina universal
U de referencia. Como en el caso de las maquinas de Turing, las definicio-
nes de la presente seccién se pueden relativizar de manera inmediata. Si
X C ¥*, escribimos CX para indicar una computadora con oraculo X, UX
para la maquina universal de referencia con ordculo X (en particular, fijamos
UX(0'1p) = C{(p) para todo p € X*, donde (C;¥);cv es una enumeracién
de todas las maquinas autodelimitantes con ordculo X). Notamos Hox para
la complejidad con respecto a CX y HX para la complejidad en U¥X. Con-
sideramos el caso particular de los ordculos (™) y usamos las convenciones
cr =" yn =yt y gr = g0,

Notemos que, como se esperaria, la ayuda de un oraculo puede contribuir
a disminuir la complejidad de largo de programa:

Proposicién 13 Para todo X C ¥* existe una constante c tal que para toda
cadena w, HX (w) < HX (w) + c.

DEMOSTRACION. Como hemos visto, X es X’-recursivo para todo X. Lue-
go, existe una maquina cX’ que se comporta exactamente igual que
UX: cuando no se consulta al ordculo, realiza el cémputo de la misma
manera que UX, y cuando se consulta al ordculo, obtiene la respuesta
computando X a partir de X’. Por lo tanto, para toda cadena w,
Hx(w) = HX(w). Y en consecuencia, como UX' es asint6ticamente
6ptima, HX (w) < HX(w) + . ®

Como veremos més adelante, este resultado, para el caso particular de los
ordculos 0™, permite una clasificacién jerarquica de los nimeros reales de
acuerdo a la complejidad de largo de programa de los prefijos de la secuencia
correspondiente a su expansién binaria.

2.4 Reales computablemente enumerables (c.e.)

Vamos a considerar una clase particular de niimeros reales: los que pode-
mos obtener o aproximar mediante computadoras. Presentamos ahora las
definiciones y propiedades para esta clase de ntimeros.

Definicién 14 Una secuencia de racionales (q;)icv es computable si existe
una funcion recursiva f : IN — @ tal que, para todo n, f(n) = qy,.
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Definicién 15 Una secuencia de racionales convergente (q;)iciv se dice que
converge computablemente si existe una funcion computable g : IN — IN tal
que, para todo j y para todo i > g(j), |qg—qi| <277 (donde ¢ = limy, 00 G ).

Podemos ahora definir:

Definicion 16 r € IR es computable si existe una secuencia computable de
racionales que converge computablemente a r.

Definicién 17 r € IR es computablemente enumerable (c.e.) si existe una
secuencia de racionales computable y creciente que converge a r.

Notemos que, si x es la secuencia infinita correspondiente a la expansion
fraccional de r, entonces r es computable sii existe una funcién recursiva
f+IN — ¥* tal que, para todo n € IN, f(n) = x,, y r es c.e. sii existe una
funcién recursiva f : IN — X* tal que, para todo n € IN, f(n) < x,, (pero
no es decidible si la vale la igualdad o la desigualdad estricta).

Por ejemplo, los racionales, 0.010010001..., 7 y e son computables, y
las medidas asociadas a conjuntos libres de prefijos c.e. son reales c.e. (en
efecto, si A es libre de prefijos c.e. y r = m(A) = S;c v 271%1, con (a;)iew
una enumeracion recursiva de A, entonces la sucesién de racionales dada por
In = Y iep 2~ 1ail eg computable, creciente y convergente a r, y por lo tanto
r es c.e.).

La complejidad de largo de programa de los prefijos de la secuencia
correspondiente a la expansion binaria de un real computable es baja: si
0.r es computable, existe una maquina C tal que C(n) = r,, y por lo tanto,
existe una constante c¢ tal que H(r,) < H(n)+c < 2log(n)+¢. En cambio,
si 0.r es un real c.e., sabemos que existe una aproximacién computable a
0.r, pero la convergencia de la aproximacién no es computable, con lo cual
no es directo hallar una cota para la complejidad de largo de programa de
los prefijos de su expansién binaria.

Para comparar el contenido de informacién entre ntimeros reales c.e.,
Solovay [18] define la relacién de dominacidn:

Definicién 18 (Solovay [18]) Un real a domina a un real b si existe una
funcion computable parcial f : @ — @ y una constante ¢ > 0 con la propiedad
de que si p es un racional menor que a, entonces f(p) (estd definida) y es
menor que b y satisface la desigualdad:

cla—p)>b— f(p)

En este caso escribimos a > 4., b 0 b <gom a.
Intuitivamente, un real a domina a un real b si a partir de una buena
aproximacion desde abajo para a es posible obtener efectivamente una buena
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aproximacion desde abajo para b. Para el caso de los reales c.e., que son los
que consideramos en este trabajo, la definiciéon anterior puede expresarse de
la siguiente manera:

Lema 19 (Calude [5]) Un real c.e. a domina a un real c.e. b sii exis-
ten secuencias de racionales (a;) y (b;) computables crecientes (o no decre-
cientes), y una constante c tales que limy, ,o a, = a, lim, ,0b, = b y
cla—ap) > b — by, para todo n.

El siguiente resultado vincula la relacion de dominacién con la comple-
jidad de largo de programa:

Teorema 20 (Solovay [18]) Sean x,y € ¥ dos secuencias binarias in-
finitas tales que tanto 0.x como 0.y son c.e. y 0.Xx >4om 0.y. Entonces

H(y;) < H(x;) + O(1).

Es decir, si 0.x >4om 0.y, entonces la complejidad de largo de programa
de y no puede ser mayor que la de x.

Como antes, estas definiciones y resultados pueden relativizarse. Da-
mos la notaciéon que usamos para el caso de los oraculos en la jerarquia
aritmética (). Consideramos las secuencias de racionales n-computables
y las que convergen n-computablemente, modificando las definiciones 14 y
15 de manera que las funciones involucradas sean n-recursivas en lugar de
recursivas, para obtener las definiciones de reales n-computables y n-c.e. De
manera similar, la definicion de dominacién se extiende a n-dominacion y
escribimos a >7, b si a n-domina a b. Por tltimo, el Teorema 20 se rela-
tiviza para reales n-c.e. y relaciona la n-dominacion con H"”, la complejidad
de largo de programa en U™.

Observemos que un real n-c.e. es (n + 1)-recursivo: si r es n-c.e. enton-
ces {g € @/q < r} es n-c.e., y por el Teorema 6, este conjunto es (n + 1)-
recursivo. Luego, dado i, es posible obtener de manera (n + 1)-recursiva un
racional g tal que ¢+27% < r. Por lo tanto, de esta manera se obtiene una se-
cuencia de racionales computable creciente y que converge computablemente
ar.

En este trabajo consideramos racionales y reales en el intervalo [0, 1],
representados en base 2. Asi, una cadena binaria o una secuencia binaria
terminada en infinitos digitos binarios iguales se puede interpretar como
un racional diddico en [0,1]: la cadena bibs...b, se asocia con el racio-
nal >, b;27%, v las secuencias biby...b,0111 ...y biby...b,1000..., con

A b; 27t 42— () Yy cualquier otra secuencia binaria infinita se corres-
ponde con un tnico racional o real en el mismo intervalo: el niimero asociado
a la secuencia byby ... es 350, b;27%
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2.5 Aleatoriedad

Chaitin [8] define la nocién de aleatoriedad, o falta de estructura, para una
secuencia binaria en base a la incompresibilidad algoritmica de sus prefijos.
Cualquier estructura o regularidad en una cadena podria usarse para com-
primirla mediante un programa de tamaifio mucho menor que la produzca
como salida. Una secuencia es aleatoria si sus prefijos tienen esencialmente
la misma longitud que el programa mas corto para generarlos:

Definicién 21 (Chaitin [8]) Una secuencia x € ¥* es aleatoria si existe
una constante ¢ > 0 tal que para todo i € IN

H(x;)>i—c

Existe otra version més fuerte de esta definicién, igualmente debida a
Chaitin [10], y otras definiciones dadas por Martin- Lof [14] y Solovay [18].
Sin embargo, todas ellas se demuestran equivalentes [10]. Por lo tanto,
cuando hablemos de secuencias aleatorias nos referimos a la definicién que
hemos presentado.

Un niimero real en [0, 1] es aleatorio si la secuencia correspondiente a su
expansién binaria es aleatoria. La definicién se da para el alfabeto binario
Y = {0,1} pero puede probarse que es invariante para cualquier alfabeto
([4]). Es decir, la propiedad de aleatoriedad es inherente al nimero y es
independiente del sistema que se elija para representarlo.

En [10] se prueba que, con probabilidad 1, un nimero real es aleatorio.
Sin embargo, no es sencillo dar un ejemplo de un nimero en esta clase. En
[8], Chaitin presenta un nimero que es un ejemplo natural de real aleatorio:
Q, definido como la probabilidad de detencién de una méaquina autodelimi-
tante universal:

0= Z 9—Ipl

p/U(p)}

Q es aleatorio y c.e. La aleatoriedad de €2 surge del hecho de que codifica
de manera muy compacta el problema de la detencién: dados los primeros n
bits de €, es posible decidir si U(p) | para todos los programas p de longitud
menor o igual que n.

La demostracién de Chaitin, en realidad, esta dada para la probabilidad
de detencion de cualquier maquina universal. Vamos a usar la denominacién
de Solovay:

Definicién 22 (Solovay [18]) Un real a en [0,1] es un Q-number si existe
una mdquina autodelimitante universal V' tal que a = m(Dom(V)) = Qy .

Entonces, el fundamental resultado de Chaitin es el siguiente:
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Teorema 23 (Chaitin [8]) Sea a un real en [0,1]. Si a es un Q-number
entonces a es aleatorio y c.e.

Los reales aleatorios c.e. son elementos maximales para la relacién <gy,:

Lema 24 (Solovay-Calude) Si a es aleatorio c.e., entonces a >gom b
para todo b c.e.

Este resultado, junto con el Teorema 20, nos dice que los reales aleatorios
c.e. son los de mayor complejidad de largo de programa dentro de la clase
de los ntimeros c.e.

Incluimos ahora las versiones relativizadas. La definicion de n-aleato-
riedad se obtiene considerando la complejidad H™. Q™ es la probabilidad
de detenciéon de U™ y un Q"-number es la medida asociada al dominio de
una maquina n-universal. El Teorema de Chaitin (Teorema 23) se relativiza
para obtener:

Teorema 25 (Chaitin) Sea a un real en [0,1]. Si a es un Q"-number,
entonces a es n-aleatorio y n-c.e.

Y la relativizacion del Lema 24 establece la n-dominacién de un real
n-aleatorio n-c.e. sobre cualquier otro real n-c.e.

Finalmente, veamos que la jerarquia aritmética induce una jerarquia de
aleatoriedad:

Proposicién 26 Sear € [0,1]. Para todon € IN, sir es (n+ 1)-aleatorio,
entonces r es n-aleatorio.

DEMOSTRACION. Como r es (n+ 1)-aleatorio, existe k tal que para todo i,
H""(r;) > i — k. Y por la Proposicién 13, existe ¢ tal que para toda
w, H" Y (w) < H*(w) + ¢. Luego, i —k < H" ! (r;) < H™(r;) +c, es
decir, H"(r;) > i — k — c¢. Por lo tanto r es n-aleatorio. ®

Y si r es n-aleatorio n-c.e., entonces r es (n+ 1)-recursivo, con lo cual la
familia dada por los reales n-aleatorios n-c.e., para cada n € IN, forma una
jerarquia con respecto al grado de aleatoriedad de los reales en cada nivel
n. Un ejemplo lo constituyen las probabilidades de detencién de maquinas
n-universales, 2™: cada uno de ellos es n-aleatorio, n-c.e. y con un grado de
aleatoriedad mayor que el precedente en la jerarquia.
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3 Caracterizacion de reales aleatorios c.e.

3.1 Condiciones suficientes de aleatoriedad

Como ya mencionamos, Chaitin [10] demuestra que si V' es una méquina
autodelimitante universal, entonces m(Dom(V")) es aleatorio. Entonces nos
preguntamos en qué casos puede aplicarse la demostraciéon candnica de Chai-
tin para probar que la medida asociada a un conjunto de cadenas es aleato-
ria. En otras palabras, si A es un conjunto de cadenas, queremos establecer
condiciones suficientes sobre A de manera que pueda usarse la estrategia de
Chaitin para demostrar que pu(AX“) es aleatorio.

Una condicién simple que puede pedirse sobre A, y que podria esperarse
que fuera suficiente, es que sea recursivamente isomorfo a Dom(U). Sin
embargo, la aleatoriedad no es una propiedad recursivamente invariante:

Proposicion 27 Existen conjuntos A, B C X* recursivamente isomorfos
tales que u(AXY) es aleatorio y u(BX¥) no lo es.

DEMOSTRACION. Consideremos A = Dom(U) y B = {0°1/U(string;) |}
En primer lugar, veamos que A =; B. En efecto, string; € A siy
sélo si 0'1 € B, luego las funciones f,g : ¥* — ¥* definidas como
f(string;) = 01 y g(0°1) = string;, ambas recursivas y 1-1, realizan
las 1-reducciones correspondientes.

Notemos que ambos son conjuntos libres de prefijos, de manera que
los reales m(A) y m(B) coinciden con las medidas de las extensiones
infinitas de los respectivos conjuntos. m(A) = Q y por lo tanto es
aleatorio. ;Qué ocurre con m(B)? m(B) es el nimero caracteristico
del problema de la detencién: el (i + 1)-ésimo bit de m(B) es 1 sii
U(string;) |. Luego, si conocemos todos los programas que se detienen
en U entre las primeras n cadenas, podemos determinar el prefijo de
longitud n + 1 de m(B). Supongamos conocida la cantidad m < n de
dichos programas. Entonces, intercalando la ejecucién de U(w) para
las n primeras cadenas w, podemos determinar cudles son las m que
terminan. Por lo tanto:
H(m(B)p+1) < H(n)+ H(m)+ 0O(1)

< 2log(n) + 2log(m) + O(1)
< 4log(n)+ O(1)

(la dltima desigualdad surge de que m < n).

Es decir, H(m(B)n+1) < 4log(n) + k para alguna constante positiva
k. Y, dada k, es posible hallar, para cada ¢ > 0, un valor de n
suficientemente grande de manera que 4log(n) +k <n+1—¢, con lo
cual m(B) no es aleatorio. ®
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Por lo tanto, la 1-equivalencia entre conjuntos no garantiza la propiedad
de aleatoriedad. Entonces, jqué condiciones sobre un conjunto A son sufi-
cientes para que sea posible demostrar la aleatoriedad de p(AX*) usando la
estrategia de Chaitin? Recordemos primero su demostracién:

DEMOSTRACION DEL TEOREMA 23. Sea a = . Consideremos
el siguiente programa para U, que toma como argumento
un programa minimo para {,:

1. Computar £,

2. Enumerar suficientes elementos de Dom(U),
Pi,...,Dm hasta que wp, =>.", 2-IPil > Q,,

3. Sea P ={p;/1<i<m}. Computar el conjunto
O ={U(p)/p € P}

4. Retornar la primer cadena 2z € X* tal que
2¢O

Observemos:

e Se asume que {) tiene una expansién binaria infinita (es
decir, si €2 fuera un racional diddico, elegimos la repre-
senacién binaria que termina con infinitos 1’s). Esto
garantiza que todos sus prefijos pueden ser superados
mediante la suma de los aportes de una cantidad finita
de elementos de Dom(U).

e Si p es una cadena tal que [p| < n, entonces p €
Dom(U) sii p € P. La direccién < es obvia. Para
ver =, supongamos p ¢ P. Entonces:

O +27P <, +27 P < <Q, +2"

Es decir, |p| > n. Luego, en P estédn todos los progra-
mas que se detienen U de longitud menor o igual que
ny por lo tanto, O = {w € ¥*/H(w) < n}.
La dltima observacién garantiza que H(z) > n. Y como z
es la salida del programa dado més arriba, entonces H (z) <
H(Q,)+k (donde k es la longitud de dicho programa). Por
lo tanto, n < H(z) < H(Qy,) + k, es decir, H(Qy,) > n — k.

®

Analicemos ahora la demostracién. Llamemos A = Dom(U) y tratemos
de extraer las condiciones que se piden sobre A:

1. En primer lugar, se asume que A es libre de prefijos, de manera que
H(AS) = m(A).

2. Ademas, la prueba pide enumerar el conjunto A, luego debe ocurrir
que A € 2.
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3. También se requiere que a = u(AXY) sea c.e., de manera que conocien-
do los primeros n bits de la expansion binaria de a, pueda determinarse
efectivamente cudndo detener la enumeraciéon de A. Notemos que si A
es libre de prefijos y c.e., entonces a = m(A) y es c.e.

4. Por ultimo, dado a,,, debe ser posible computar el conjunto O = {w €
Y*/H(w) < n}.

El dltimo requisito puede relajarse: alcanza con pedir que el conjunto
{w € ¥*/H(w) < n — c}, para alguna constante ¢, pueda obtenerse a partir
de a,. Una manera de cumplir esta tltima condicién es pedir que el dominio
de U sea 1-reducible al conjunto A, pero con una restriccién sobre las lon-
gitudes. Definimos, entonces, el siguiente caso particular de 1-reducciones:

Definicién 28 (Chaitin-reduccién) Sean A, B C ¥*. Decimos que A es
Chaitin-reducible a B, y lo escribimos A <cp B, si A <1 B via una funcion
f que satisface:

(Chl) Rango(f) restringido a B es recursivo, es decir, Yx € B es
decidible si x € Rango(f)

(Ch2) 3evw(f(w) 4= [f(w)] < |w] +¢)
La relacion <gy, es efectivamente una reduccién:
Proposicion 29 <gj cumple:
(a) VAC X*(A <gp A)
(b) VA,B,C CY¥*(A<cnp BAB <¢p, C = A <gp, O)

DEMOSTRACION. Para (a), basta ver que A <¢j, A via la funcién identidad.
Para (b), sea A <¢p, B via fy B <¢p, C via g, y definamos h = go f.
h es recursiva y 1-1 pues f y g lo son. Rango(f) C Dom(g), luego
Va(z € Asii h(x) € C). Vo € Dom(h)(|h(z)] < |g(f(2))| < [f(z)| +
¢ < |z| + ¢+ d). Veamos que Rango(h) restringido a C' es recursivo.
Siy € C, y € Rango(g) es decidible pues Rango(g) restringido a
C' es recursivo. Luego si y ¢ Rango(g) entonces y ¢ Rango(h). Si
y € Rango(g), entonces existe = € B tal que g(z) =y vy |z| > |y| — c.
Evaluando g(w) para w/|w| > |y| — ¢, es posible hallar z (notar que
si bien deberia considerarse una cantidad potencialmente infinita de
cadenas, g es una l-reduccién y y € Rango(g), lo que garantiza la
existencia de z tal que g(x) = y, con lo cual x puede efectivamente
encontrarse luego de una cantidad finita de evaluaciones). Y como
x € B, es decidible si z € Rango(f) pues Rango(f) restringido a B
es recursivo. Finalmente, si x € Rango(f) entonces y € Rango(h) y
en caso contrario, y ¢ Rango(h). Por lo tanto, Rango(h) restringido
a C es recursivo, y h verifica todas las condiciones de una Chaitin-
reduccion, con lo cual A <¢gyp, C. ®
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Proponemos, entonces, las siguientes condiciones sobre un conjunto A:
(C1) A es libre de prefijos
(C2) Aexy
(C3) Dom(U) <¢cp A

y probamos que son suficientes para aplicar la estrategia de Chaitin, dando
una version generalizada de su demostracion:

Teorema 30 Si A € XX es libre de prefijos y satisface que Dom(U) <¢p, A,
entonces a = p(AX®) es aleatorio y c.e.

DEMOSTRACION. Como A es libre de prefijos, a = m(A) = > ,ca U
Ademsds, A es c.e., de manera que fijamos una funcién g : IN — »*
que enumera a A, y llamamos (a;)icv a la sucesién de racionales dada
por a; = Y1, 2~ 19! (ai)ienv es computable, creciente y convergente
a a, y por lo tanto a es c.e.

Consideremos el siguiente programa para U, que recibe como argu-
mento un programa minimo para computar a;:

1.
2.

Computar a; y ¢

Enumerar suficientes elementos de A, ¢(0),¢(1),..., hasta que
Ay, = Z;":O 219l > a;. En el caso de que a sea un racio-
nal diddico, consideramos la representacién binaria que termina
con infinitos 1’s. Esto garantiza que con la contribucién de una
cantidad finita de elementos de A, puede alcanzarse cualquier
segmento inicial de al.

. Usar la funcién f y la constante k dadas por la Chaitin-reduccion

de Dom(U) a A, para construir el conjunto

P ={pe€ Dom(U)/f(p) € {9(0)...g(m)} N|p| <i—k}

La rutina en la Figura 1 da una posible manera de computar P.

4. Computar el conjunto O = {U(p)/p € P}

. Producir como salida la primer cadena z (en el orden cuasilexi-

cografico sobre ¥*) tal que z ¢ O, y detenerse.

En primer lugar, veamos que, si |p| < i —k, entonces U(p) | < p € P.
La direccién < se cumple obviamente. Veamos la otra implicacion.
Supongamos p € Dom(U) y p ¢ P. Entonces:

a;+27">a> a4+ 2 0l > a; 4 270 > 5, 4 o lpI=k

1La aclaracién no es demasiado importante, pues el teorema implica que a es un nimero
irracional. Los nimeros racionales son computables, de manera que la complejidad de sus
prefijos es muy baja.
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P:=[1;
for j=0 to m do {
if g(j) in Rango(f) then {
/* computable pues g es computable y  */
/* Rango(f) es recursivo relativo a A */
for s=0 to i-k do {
if f(string(s))=g(j) then {
/* string(s) es una biyeccion */

/* recursiva de N en {0,1}* */
P:=add (P,string(s));
exit for;

}

Figura 1: Computo de P

Luego, debe ocurrir que i < |p| + k, es decir, |p| > i — k. Por lo tanto,
P contiene exactamente todos los programas de longitud < ¢ —k que se
detienen en U. Luego, O = {U(p)/p € P} = {w € ¥*/H(w) < i — k}.

Ahora analicemos la complejidad del resultado producido por este pro-
grama. Como z es la primer cadena en el orden cuasilexicografico que
no pertenece a O, z no es la salida de ningin programa en P. Enton-
ces, como en P estan todos los programas para U de longitud < ¢ —k,
necesariamente z debe ser producida por programas de longitud ma-
yor. Es decir, como z ¢ O, debe ocurrir que H(z) > i — k. Ademas,
z es la salida del programa que dimos maés arriba. Sil es la longitud
de este programa, entonces una cota superior para la complejidad de
z es | més la complejidad del argumento, H(a;). Combinando estas
dos tultimas observaciones obtenemos:

i— k< H(z) < H(a;) +1

Es decir, H(a;) > i — ¢, con ¢ = k 4+ [. Como el prefijo a; que se
toma como argumento es arbitrario, hemos probado que existe c¢ tal
que para todo i, H(a;) > i — ¢, con lo cual a es aleatorio. ®

El Teorema 30, entonces, da una respuesta a la Pregunta 1: las condicio-
nes C1, C2 y C3 sobre un conjunto A C ¥* son suficientes para demostrar
la aleatoriedad de u(AX*) usando (una generalizacién de) la estrategia de
Chaitin.
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3.2 Condiciones necesarias de aleatoriedad

Nos preguntamos, ahora, si las condiciones dadas en la seccién anterior son
necesarias, es decir, dado un real aleatorio c.e. a, jexiste siempre un conjunto
A que verifica esas condiciones y tal que a = pu(AX*)? Vamos a mostrar que
la respuesta es afirmativa, construyendo un conjunto de esas caracteristicas
a partir de a.

Analicemos en detalle las condiciones que debe cumplir el conjunto A que
queremos construir. La condicién C1 pide que sea libre de prefijos. Usamos
el Teorema de Kraft-Chaitin, que garantiza la existencia de un conjunto libre
de prefijos y c.e. a partir de una lista c.e. de requerimientos consistentes, y
centramos la prueba en la construccién de esta lista. La condicién C2 es
que A sea c.e. En este caso, la propia construccién es una enumeracién del
conjunto, con lo cual cumplimos este requisito. Por ltimo, la condicién C3
exige que Dom(U) <¢p, A, es decir, debemos probar que existe una funcién
f, cuyo rango restringido a A es recursivo, que l-reduce Dom(U) a A con
la restriccién de que 3¢Vp € Dom(f)(|f(p)| < |p| + ¢). Consideramos una f
de la forma f(p) = %p, donde % es un prefijo tal que ninguna otra palabra
A comienza con %. Esto garantiza lo siguiente:

1. f es computable

2. fesl-1

3. Rango(f) es recursivo (luego también lo es Rango(f) restringido a A)
4. para todo p € ¥* (en particular para p € Dom(f)), |f(p)| = |p| + | %]

El prefijo % es una palabra fija de longitud ¢, donde ¢ se determina
durante la construccién de manera que a > 27°Q. El conjunto A estd
formado por %Dom(U) (todos los programas de U prefijados con %) més
las palabras necesarias para completar la medida requerida. De esta manera
se satisface el punto (Chl) de la definicién 28, es decir, que p € Dom(U) sii
f(p) € A, y ademds obtenemos m(A4) = a.

Es decir, comenzamos construyendo dos listas de naturales (y;)ienw y
L= {l; /i,7 € IN}, que seran las longitudes de las palabras del conjunto A.
Los numeros y; garantizan que Dom(U) <¢p, A, y los ntimeros l;- se usan
para completar el conjunto de manera que pu(AX“) = a.

La demostracién se basa en la propiedad de que un nimero aleatorio c.e.
domina a cualquier otro real c.e. (Lema 24), en particular, a Q. Usamos
la siguiente versién de dicho Lema, que garantiza la relacién de dominacién
para una secuencia particular de racionales convergente a €2

Lema 31 Sea a aleatorio c.e. Existe (a;);cey una secuencia de racionales
creciente computable convergente a a y una constante ¢ > 0 tales que, si
(pi)ienv es una enumeracion de Dom(U), entonces para todo i, c(a — a;) >
O— 23':1 2—Ipjl

23



DEMOSTRACION. Llamemos w; = Z§:1 2-Ipil,

Como a es aleatorio c.e., por el Lema 24, a >4,, b para todo real
c.e. b, en particular, a >4, 2. Tanto a como €2 son c.e., luego por
el Lema 19 existen secuencias de racionales (@;) y (b;) computables
crecientes y convergentes a a y a {2, respectivamente, y una constante
¢ > 0 tales que c(a —a;) > 2 — b; para todo i.

Definamos la funcién computable total g como g(i) = max{j/b; < w;}

Y @i = Ty(j)- (a;) es computable, creciente y convergente a a y ademés,
para cada i, c(a — a;) = c(a — Gy;)) = Q — by > Q — w;, como
queriamos.

®

Mostramos ahora la construccién de la lista c.e. de las longitudes de las
palabras que completan el conjunto A de tal forma que m(A) = a. La lista
L ={l$/s,i € IN} se construye en etapas s, con L® C LTl y [ = Use v L?,
a partir de una secuencia de racionales (a;) que aproxima al real a. En cada
etapa s, definimos ys = |ps| +|%| (donde (p;)icv es una enumeracion fija de
Dom(U)) y completamos la lista de la etapa s, L® = {l7/i € IN}, de forma
que Y crs 27t ¢ ijo 27Y > ag. Es decir, el aporte de las longitudes ya
incluidas més el de los primeros s programas en la enumeracién de Dom(U)
(con el agregado de la longitud del prefijo %) es mayor o igual que la s-ésima
aproximacion de a, as.

Lema 32 Sea a un real en [0, 1] aleatorio c.e. Existe una lista de longitudes
L c.e. y una constante ¢ > 0 tal que para todo ¢ > ¢ se cumple que | > ¢
para todo l € L y > 7 cp, 27l =a—27¢Q.

DEMOSTRACION. Sea (p;)icv una enumeracién de Dom(U).
Sea (a;)ic v una sucesién de racionales computable creciente y conver-
gente a ay ¢o > 0 una constante tal que 2°(a—a;) > Q—37%_, 2~ Ip;l
(existen por el Lema 31).

Sea ¢ tal que ag > 2~ (IPol+e1),
Definamos ¢ = max{cg,c1} y fijemos ¢ > ¢/. Para cada i € IN, sea
yi = |pi| +c.

La construccién de L se realiza por etapas s, de tal manera que para
cada s, L* C L**!. Luego definimos L = |J, L.

Etapa s = 0: Sea gy = ag — 27Y. ¢¢ € @, es decir, es computable, luego existe
una lista c.e. de longitudes Lo = {19/i € IN} tal que 1Y > Vi € IN
Y DielN 2l = ¢o. Entonces definimos L° = £j. Observar que
ZlGLO 27l = ag — 27Y0,

24



Etapa s > 1: Sia; < 35 027% + 3 cpe-1 27 entonces L® = L571,
Sino, sea qs = as— (D ;0 27V 4+ jers—1 271, ¢s € @, luego existe
un lista c.e. Ly = {lf/i € IN} tal que [J > ¢ para todo i € IN y
Sien 275 = g5. Entonces definimos L® = L*~! U L£;. Observar
que en este caso D ;s 27l =g, — Yoip 27V

Como (a;);en es computable el procedimiento anterior da una enume-
racién recursiva de L, es decir, L es c.e. Ademds, por construccién,

VI € L, 1 > c. Por tltimo, veamos que » ;< 27l =a—27°:
Caso 1. Existen infinitas etapas s con as = Y5 (27% + 3,.;. 27! En-
tonces

S

2.2 = Jim ) 27 = Jumfa, -3 27)

leL leLs i=0
o0 o0
— 1 _ —Yi — _ —Yi
= Sll>1101o Qs 22 =a 22
i=0 i=0
o
= a-— Z27|pi|*c =a—2"°0
i=0

Caso 2. Para casi todo s, as < ez 27  + 35 1 27%. Sea s¢ la mayor
etapa tal que as, = >0 27l 4 >70,27Y (esta etapa existe, al
menos so = 0 lo cumple). Observemos:

(a) Vs > s0, as < Syers 2704+ 3051 27%, luego por la construc-
cién debe ocurrir que, Vs > 8o, as < 3 jeps—1 27+ 300 27V
y por lo tanto L* = L*~!. Entonces, Vs > sg, L® = L5t
con lo cual L = L*.

(b) Como as < Y yep« 271+ 325 (27% Vs > sp, entonces

o . "
a = singoasés%gf +22

= > 2 +22 vi=3%"2""4+27°Q
leL leL

Es decir, 3,c 270 > a—27¢Q.
(¢) Como ¢ > c¢g, tenemos que

a— ag, ‘(- 22 Pily = 27¢ N~ o7lpil = $™ o7

>80 >80
Luego
2 > S rtea,- Yute ¥oateS e
1>50 >80 leLs0
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o0

= Y 2wy 2t=2c+ ) 27!

i=0 leL leL
Es decir, 3,27 <a—27°Q.
Por lo tanto, también en este caso o, 27  =a —27°Q.

®

Una vez que tenemos la lista L que satisface ) ;c; 2—1 = a—27Q, que-
remos usar la desigualdad de Kraft-Chaitin para construir un conjunto libre
de prefijos con exactamente una palabra de cada longitud en la lista. Pero es
necesario que ninguna palabra comience con el prefijo %, reservado para los
elementos de Dom(U). Una manera de hacerlo es dividir L en una cantidad
finita de listas L;, todas enumerables, tales que cada una de ellas aporte a
lo sumo 27¢ con ¢ = |%|. Luego, para cada una, obtenemos un conjunto
libre de prefijos que comience con una palabra distinta de longitud ¢ (y por
lo tanto se requieren, a lo sumo, 2¢ — 1 listas). La unién de estos conjuntos,
entonces, resulta libre de prefijos, y la medida asociada al conjunto unién es
exactamente a — 27¢Q). A continuacién presentamos la construccion de las
2¢ — 1 listas L; a partir de la lista L ya obtenida:

Lema 33 Sea L una lista de longitudes c.e. y ¢ una constante tales que

I>cVle Ly 27l < 1-27¢. Eristen 2°—1 listas c.e. L;, 1 < i < 2°—1,
tales que > cp, 27l<2 ¢ I>eVie Ly, dler,; 27l = dolel 2L,
DEMOSTRACION. Sea k = 2°— 1y sea (I;)j>1 una enumeracién de L.

Construiremos las listas L; en etapas s, tales que L C Lf“ para todo
s, y definimos L; = U,L3.

Etapa s = 0: Asignar LY = {l;} para cada i = 1...k. Observar que, como [; >
¢ para todo j > 1, entonces ) ;o 27l=9"k «2 Vi =1...F.

Etapa s > 1: Sea m = min{j/l; ¢ L{'Vi = 1...k} y llamemos £ = I, (¢
es el primer elemento ain no asignado en el orden dado por la
enumeracién de L).

Si existe i, 1 <14 <k, tal que (35, ;s 271 +27¢ < 27¢ entonces
agregar £ a Lffl para obtener L7, y mantener L} = Ljfl Vi # 1.
Si no, observemos que

k
Q- Y 2h42f <y 2t<1—2 =20 -2 =k2°

o lo que es lo mismo

kQ‘C—(i > 2—1):i(2—0— doo2h>27t (1)

i=lerst =1 leLs™!
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Es decir, entre todas las Lffl hay suficiente “espacio” para /.
Llamemos e; al “espacio disponible” en Lf_l, es decir, ¢; = 27¢—
Siers—127! y sea M =max{l/l € Uk, L57'}. Observemos:

1. Para cada [ en algin Lf_l, existe una constante ¢; tal que
=M —q
2. M > c, luego existe c. tal que c = M — ¢,
3.6 =27 =Y e =27 M(20e =37, 0 29) = 27 My,
Es decir, para cada i existe m; > 0 (y no todos 0) tal que e¢; =
o—M
m; .
Ademds, M > {, ya que, en caso contrario, como existe algin

m; > 1, el correspondiente e; es > 27M v si M < ¢, entonces
2=M > 9= con lo cual

dooathpat< Y ot N ol <2
leLy™! lers™! leLs!

Es decir, ¢ podia haberse agregado a Lffl.

Entonces, reescribiendo (1) con la notacién anterior:
ITHEERT SIS
i i

Luego >, m; > 2—toM — oM _5, que es un entero positivo pues
M > /¢, con lo cual existe una combinacién de t; tales que 0 <
ti < m; (no todos 0), y >, t; = oM=L Entonces cada lista L{ se
define agregando a L' la lista {ly,...,1;;/l; = MYj = 1...t;}
(es decir, la lista L7 se forma agregando ¢; veces la longitud M a
la lista L5™1).

Primero notemos que Y ;(t,2~M) = 2=M " ¢; = 2-MoM~¢
2=¢ como querfamos. Y ademds, para cada i, >l L 2~
ZZGL571 27t 27 M < ZleLffl 27l pm2~M = ZleLffl 27 e,
27¢,

N

Este procedimiento enumera recursivamente las listas L; a partir de
una enumeracién de L, y por lo tanto las L; son c.e. Ademads, por
construccion, para todo ¢, sil € L;, [ > ¢, y como para cada l € L, se
agregan suficientes longitudes a los L] de manera que la suma total se
incremente exactamente en 2*1, tenemos que

2¢—1
> Y 2=
i=1 leL; leL
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Para ver que 1. 2-! < 27¢ razonemos por el absurdo y supongamos
que ey, 270 > 27¢ Como L; = UsL$ debe existir alguna etapa s tal
que ) crs > 27 Pero esto es imposible por la construccién de los
Lj. Luego > ey, <27°

®

Tenemos ahora todas las herramientas necesarias para responder la Pre-
gunta 2. El resultado es el siguiente:

Teorema 34 Sea a un real en [0,1] aleatorio c.e. Existe A € XY libre de
prefijos tal que Dom(U) <cgp A y a = u(AX¥).

DEMOSTRACION.

Sea L la lista de longitudes c.e. y ¢ > 0 la constante dadas por el
Lema 32. Este Lema nos garantiza que ) ;o 27l = a — 27°Q para
todo ¢ > /. Para poder aplicar el Lema 33, es necesario encontrar una
constante ¢ tal que a—27¢) < 1—-27¢. Observemos que, en particular,
es suficiente hallar ¢ tal que 2¢(1 — ag) > 1, con ag el primer término
de una sucesion computable creciente y convergente a a. En efecto,
a—2"0<1-27%61127°-270<1—-asi2791—-Q) <1—asii
1-9<2¢(1—a),ycomo1—Q < 1,pues Q2 >0,y 1—a > 1—ag, pues
ap < a, tenemos 1 —Q <1 <21 —ag) <291 —a)sii 1 <291 —ap),
con lo cual si elegimos ¢ de la manera indicada se verifica la desigualdad
estricta. Entonces, si ¢ verifica que 2cl(l—a0) > 1, tomamos ¢ = ¢’. En
caso contrario, incrementamos ¢ lo suficiente como para cumplir esta
desigualdad, es decir, consideramos ¢ = min{k > ¢//2¥(1 — ag) > 1}.

Ahora, a — 27 <1 —27¢ y entonces, por el Lema 33, existen 2¢ — 1
listas Lq,...,Loc_1 c.e. tales que para cada i, si [ € L; entonces [ > ¢
Y 2 ieL; 271 <27¢ y ademds Y, > el 270 =31 27! Consideremos
Li={l—c/l € Li}. Yyep 27" =23 e, 27" < 227° = 1. Luego,
aplicando la desigualdad de Kraft-Chaitin, tenemos que, para cada i,
existe un conjunto A} libre de prefijos c.e. tal que p(A;%%) = 3o 270
Sea A; = {wjw/w € Al}, donde w; es la i-ésima palabra de lz)ngi—
tud ¢ en el orden cuasilexicografico habitual sobre ¥*. Claramente,
HADS) = Yyep, 27,

Sea A = (U2 A) U{%p/p € Dom(U) A |%| = c A% £ aVx € A;Vi}.
Esto es posible pues hay 2¢ — 1 A;’s y existen 2¢ palabras de longitud
c.

A es libre de prefijos y c.e. Ademdés,

2c1
pAS) = Y pAse) 12 Y 2l
=1 pEDom(U)
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2¢—1

= > Y 2tyarra=>2"4+27Q
=1 leL; leL

= a—-2"0N+4+2"Q=a

Por ltimo, definamos f(p) = %p para todo p € ¥*. f es recursiva,
1-1, con rango recursivo (y por lo tanto Rango(f) restringido a A
también lo es), y verifica:

i. Vp(p € Dom(U) < f(p) € A)
ii. 3evp(|f(p)| < [pl+¢)

lo cual completa la demostracién. ®

De los Teoremas 30 y 34, obtenemos el siguiente corolario, que da una
caracterizacién de los reales en el intervalo [0, 1] que son aleatorios y c.e.:

Corolario 35 Sea a un real en el intervalo [0,1]. a es aleatorio c.e. sii
existe A € XY libre de prefijos tal que a = u(AX*) y Dom(U) <cp, A.

4 Relaciones con resultados existentes

En la seccién anterior presentamos una caracterizacién de reales aleatorios
c.e. Recordemos la caracterizacion conocida para esta clase de niimeros:

Un real es aleatorio c.e. si y sélo si es la probabilidad de deten-
cion de una mdquina autodelimitante universal.

La implicacién de derecha a izquierda fue demostrada por Chaitin [8]
(Teorema 23). Slaman y Kucera [13] probaron la otra direccién, a partir del
trabajo de Calude, Hertlind, Khoussainov y Wang [6].

Vamos a considerar ahora algunos aspectos referidos a este resultado. En
primer lugar, mostramos que es posible obtener otra caracterizacién direc-
tamente a partir de la relacién de strong simulation [6]. Luego, observamos
una similitud formal entre nuestra definicién de Chaitin-reducciones y la de
strong simulation, y analizamos, entonces, una relacién entre ambas reduc-
ciones. Por tltimo, damos otras dos demostraciones del Teorema de Slaman
[13], una de ellas basada en la definicién de Chaitin-reducciones y la otra,
en la de strong simulation.

4.1 Algunos resultados conocidos

Comenzamos enunciando definiciones y resultados (sin demostraciones) so-
bre los que vamos a trabajar.
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Calude, Hertlind, Khoussainov y Wang [6] consideran una relacién entre
conjuntos c.e. de cadenas que estéd estrechamente vinculada con la relacién
de dominacién definida por Solovay (Definicién 18)2:

Definicién 36 (Strong simulation [5]) Sean A, B C ¥* conjuntos infi-
nitos c.e. y libres de prefijos. A simula fuertemente a B (notacion: B <;5 A)
si existe una funcion f recursiva parcial que satisface:

1. A= Dom(f)
2. B = f(4)
8. Vo € A(lz| < |f(2)] +O(1))

Notemos que la relacion de strong simulation es reflexiva y transitiva, es
decir, <45 es una reduccién.

El siguiente resultado muestra la vinculacion entre strong simulation y
dominacion:

Lema 37 ([5]) Si A, B son conjuntos c.e. infinitos y libres de prefijos tales
que B < A, entonces u(BXY) <gom p(AXY).

Sin embargo, la reciproca del Lema 37 no es cierta (en [6] se prueba la
existencia de dos conjuntos infinitos libres de prefijos c.e. A y B tales que
m(A) =m(B) =1 pero A £5s By B £ss A). No obstante, si se cumple la
siguiente propiedad mas débil:

Teorema 38 ([5]) Sea a un real c.e. y B un conjunto infinito libre de pre-
fijos y c.e. Si pu(BXY) <gom @, entonces existe un conjunto c.e. infinito libre
de prefijos A C ¥* tal que a = u(AX%) y B <q5 A.

El Teorema 38 es muy importante y permitié demostrar resultados in-
termedios a partir de los cuales Slaman y Kucera obtuvieron la reciproca
del Teorema 23, logrando una caracterizacion de los reales aleatorios c.e.:

Teorema 39 (Teorema de Slaman [13]) Sia es un real en [0, 1] aleato-
rio c.e., entonces a es un {)-number.

4.2 Una caracterizaciéon usando strong simulation

Nuestra definicion de Chaitin-reducciones presenta una similitud formal con
la de strong simulation. Este hecho motivé nuestra Pregunta 3: ;es posible
obtener una caracterizacion de los reales aleatorios c.e. mediante la relacién
de strong simulation? Como ya dijimos, <gs fue usada en resultados inter-
medios que permitieron demostrar la equivalencia entre la clase de los reales

*Usamos las definiciones y resultados de Calude [5].
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aleatorios c.e. y la de las probabilidades de detencién de maquinas autode-
limitantes universales. Queremos ahora obtener una caracterizacién basada
directamente en la relacién de strong simulation.

El resultado analogo al Teorema 30 es el siguiente:

Teorema 40 Sea A € XY libre de prefijos tal que Dom(U) <s5 A. Entonces
a = u(AX¥) es aleatorio y c.e.

DEMOSTRACION. Aplicando el Lema 37 tenemos que
a >gom W(Dom(U)X¥) = Q

Ahora, por el Lema 20, existe k tal que H(€;) < H(a;) + k. Y como
Q es aleatorio, 3d Vi H();) > i — d. Luego

H(a)+ k> H() >i—d

es decir, con ¢ = d + k, obtenemos que existe ¢ tal que H(a;) > i — ¢
para todo i, y por lo tanto a es aleatorio.

Por 1ltimo, a es c.e. pues A € X9 la secuencia de racionales (a;);en
dada por a, = > i 21901 donde g es una funcién recursiva que
enumera al conjunto A sin repeticiones, es computable, creciente y
convergente a a. ®

Y la contraparte del Teorema 34 usando strong simulation:

Teorema 41 Si a es aleatorio c.e., existe A € XY libre de prefijos con
a = p(AX?) tal que Dom(U) <45 A.

DEMOSTRACION. a 'y Dom(U) cumplen las hipétesis del Teorema 38: a
es c.e., Dom(U) es libre de prefijos infinito y c.e., y, por el Lema 24,
a >gom wW(Dom(U)E¥) = Q. Entonces podemos aplicar el Teorema 38
y obtenemos el resultado buscado. ®

Finalmente, el siguiente corolario de los Teoremas 40 y 41 responde afir-
mativamente a la Pregunta 3 y da otra caracterizacién de los reales aleatorios

c.e.:

Corolario 42 Sea a un real en [0,1]. a es aleatorio c.e. sii existe A € X9
libre de prefijos tal que a = u(AXY) y Dom(U) <,5 A.
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4.3 Chaitin-reducciones y strong simulation

La relacién <y, que definimos es un caso especial de 1-reduccion, que agrega
una restriccién sobre longitudes: si A <¢gp, B, entonces para cada palabra
w en A existe una palabra z en B cuya longitud es menor o igual que la
longitud de w méas una constante. Podemos decir que z es “un poco mas
corta” que w. La relacion de strong simulation también acota longitudes,
pero en el otro sentido: si A <,z B, para cada w en A existe z en B con
longitud mayor o igual que la de w (mé&s constante).

Esta analogia nos llevé a formularnos la Pregunta 4. Los siguientes dos
resultados muestran que <¢p y <ss son relaciones inversas una de la otra:

Proposicion 43 Sean A, B C ¥* c.e. Si A <cgp B entonces B <, A.

DEMOSTRACION.

Supongamos que A y B son conjuntos c.e. tales que A < B. Veamos
primero que existe C' C B tal que C <,;5s A. Como A <¢j, B, existe
una funcién f 1-1 recursiva, cuyo rango restringido a B es recursivo,
tal que Va(z € A sii f(z) € B) y 3cVe € Dom(f)(|f(x)| < |z|+c¢). Sea
C = Rango(f)N B. Para cada z € C, definimos g(z) = y sii f(y) = =.
g es funcion pues f es 1-1 y es recursiva pues f lo es. Ademds, como
f(z) € C para todo z € A, Dom(g) = C y g(C) = A. Por ultimo,
como A <gp B via f, en particular A <¢p, C via la misma f, luego si
x e A, f(x) e Cy|f(x) < |z| + c. Entonces, si llamamos y = f(z),
tenemos ¢g(y) =z v |y| < |g(y)| + ¢. Por lo tanto, C < A.

Ahora, para x € B\ C, definimos g(x) = y con y (por ejemplo) el pri-
mer elemento en una enumeraciéon de A que verifique |z| < |y|+c (siem-
pre existe pues A es infinito). De esta manera obtenemos Dom(g) = B,
9(B) = Ay 3c¥z € Bja] < lg(x)| + o). ®

Proposiciéon 44 Sean A, B C ¥* c.e. Si A <45 B entonces B <¢y, A.

DEMOSTRACION. Supongamos A <g;s By veamos que B <¢p A. Sea f
recursiva tal que Dom(f) = A, f(A) = By 3Vx € A(|z| < |f(z)|+0).
Queremos ver que existe g 1-1 recursiva parcial con rango recursivo
restringido a A, tal que Va(z € B sii g(z) € A) y 3cVe € B(|g(x)| <
|x| 4+ ¢). Sea h una funcién recursiva que enumera el conjunto A (sin
repeticiones). Para z € B, definimos g(z) = min;{h(i)/i € IN A
f(h(i)) = z}, es decir, g(x) es el primer elemento y que aparezca en
la enumeracién de A tal que f(y) = x. g es una funcién recursiva
(pues f lo es), es 1-1 y cumple que = € B sii g(z) € A. Veamos que
Rango(g) restringido a A es recursivo. Para cada y € A debemos
decidir si existe z € B tal que y = g(z). Para ello, sea y = h(k).
Primero calculamos f(y) = z y luego evaluamos f(h(i)) para todo
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i < k. Siexiste i < k tal que f(h(i)) = z entonces y ¢ Rango(g) y
en caso contrario, y € Rango(g). Luego Rango(g), restringido a A,
es decidible. Por tltimo, sea y € Dom(g) y « € A tal que g(y) = =.
Como z € A, f(x) € By |z| < |f(z)]+ ¢ Y como z € Rango(g),
entonces y = f(z) y |9(y)| < [y +c.

®

4.4 El Teorema de Slaman

Vamos a dar ahora dos demostraciones alternativas del Teorema de Slaman
[13] basdndonos en los resultados presentados, que solamente usan conceptos
de la teoria de funciones recursivas. En contraste, la demostracién original
de Slaman y Kucera se obtiene a partir de la definiciéon de aleatoriedad de
Martin-Lof [14], que surge de la teoria de la medida constructiva, y se centra
en tests constructivos de aleatoriedad, conocidos como tests de Martin-Lof.

En primer lugar probamos dos resultados andlogos: un conjunto A es el
dominio de una maquina universal si Dom(U) es reducible a A via Chaitin-
reducciones o bien si Dom(U) es reducible a A via strong simulation. A
partir de estos resultados podemos obtener como corolario el Teorema de
Slaman.

El resultado basado en Chaitin-reducciones es el siguiente:

Proposicién 45 Sea A € X libre de prefijos tal que Dom(U) <cp, A.
Entonces A es el dominio de una mdquina autodelimitante universal.

DEMOSTRACION. Damos el comportamiento de una maquina autodelimi-
tante V' con entrada p y mostramos que A = Dom(V) y que V es
universal.

Sean f y ¢ la funcién y la constante dadas por la definicién de Chaitin-
reducciones. La Figura 2 da el comportamiento de la méquina V.

Veamos primero que A = Dom/(V):

1. Sip ¢ A, claramente V(p) 1.
2. Sip € A pueden darse dos casos:

(a) si p & Rango(f) entonces V(p) = 1.

(b) sip € Rango(f) entonces, como Dom(U) <¢y, A, debe existir
w € Dom(U) tal que f(w) = p con |p| = |f(w)| < |w| +
c. Esto garantiza que el ciclo (x¥) (potencialmente infinito)
termina y en ese caso V(p) = U(w).

Luego, en ambos casos, V(p) .

Veamos ahora que V es universal:
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if p in A then {

/* semidecidible pues A es c.e. */
if p in Rango(f) then {
/* decidible pues Rango(f) */
/* restringido a A es recursivo */

for each w s.t. |pl<=|wl+c do (%)
if f(w)=p then {
return U(w);
exit for;

}
else
return 1;
}

else loop forever;

Figura 2: Construccién de V' a partir de A, con Dom(U) <cp A

1. U es universal en el sentido clésico, es decir, satisface que existe

una codificacién recursiva h tal que U(h(i,p)) = Ci(p) para toda
maquina autodelimitante C; y para todo p. Como Dom(U) <¢p,
A = Dom(V) via la funcién recursiva f, entonces para todo p €
Dom(U), f(p) € Dom(V) y, por la construccién de V, V(f(p)) =
U(p). Luego f o h es una codificacién recursiva que satisface
V(f(h(i,p))) = U(h(i,p)) = Ci(p), con lo cual V es universal en
sentido clésico.

. Ademads U es universal de Chaitin, es decir, para cada C; existe
una constante sim; tal que para todo programa p exise un pro-
grama p’ que cumple U(p') = C;(p) con |p/| < |p| + sim;. Y,
como Dom(U) <¢p, A = Dom(V), para cada p’ € Dom(U) exis-
te ¢ € Dom(V) tal que |q| < |p'|+cy V(¢g) = U(p’). Luego,
V(g) =U(@p') = Ci(p) con |q| < |p'| + ¢ < |p| + sim; + c y por lo
tanto V también es universal de Chaitin.

®

Y la version que usa strong simulation:

Proposicién 46 Sea A € XY libre de prefijos tal que Dom(U) <s5 A. En-
tonces A es el dominio de una mdquina autodelimitante universal.

DEMOSTRACION. Describimos el comportamiento de una méquina autode-
limitante V' y mostramos que A = Dom(V') y que V es universal.
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if p in A {
/* semidecidible pues A es c.e. */
for each w s.t. |wl<=|pl+c do (%)
if f(w)=p then {
return U(w);
exit for;

}

else loop forever;

Figura 3: Construccién de V' a partir de A, con Dom(U) <s5 A

Sean f y ¢ la funcién y la constante dadas por la definicién de strong
simulation. V con entrada p se comporta como se indica en la Figura 3.

Veamos primero que A = Dom(V). Sip & A, entonces V(p) 1. Sip €
A, la relacién de strong simulation garantiza que existe un programa
w € Dom(U) tal que f(w) =py |w| < |f(w)|+c = |p| + ¢, luego
el ciclo (*) (finito) siempre encuentra el correspondiente w y en este
caso V(p) = U(w), con lo cual V(p) |.

Veamos ahora que V es universal:

1. En primer lugar, U es universal en el sentido clasico, luego exis-
te una codificacién recursiva h tal que U(h(i,p)) = Ci(p) para
toda maquina autodelimitante C; y para todo programa p. Y si
Dom(U) <ss A = Dom(V') via la funcién recursiva f, entonces
si p € Dom(U), f(p) € Dom(V) y por la construccién de V,
V(f(p)) = U(p). Luego foh es una codificacién recursiva tal que
V(f(h(i,p))) = U(h(i,p)) = Ci(p). Es decir, V es universal en el
sentido clasico.

2. Ademés, U es universal de Chaitin: para toda C; existe una
constante sim; tal que para todo programa p existe otro programa
p' que cumple:

U(p,) = Cl(p)a con |p/| < |p| + sim;

Y como Dom(U) <ss A = Dom(V), para todo p’ € Dom(U)
existe ¢ € Dom(V) tal que U(p') = V(¢) v |P/| < |¢g/ +¢c Y
lg| + ¢ < |p| + sim; si y sélo si |¢q] < |p| + sim; — ¢. Luego,
tomando k; = sim; — ¢ si ¢ < sim; o k; = 0 en caso contrario,
tenemos que para toda C; existe k; tal que Vpdq (V(q) = Ci(p)
v gl < |p| + k;). Por lo tanto V es universal de Chaitin.

&
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Aplicando cada uno de estos resultados, obtenemos otras dos demostra-
ciones del Teorema de Slaman:

Teorema 47 Sia € [0, 1] es aleatorio c.e. entonces a es un 2-number.

DEMOSTRACION 1. Como a es aleatorio c.e., por el Teorema 34, existe A €
¥9 libre de prefijos tal que u(AX®) = ay Dom(U) <¢cn A. Y por
la Proposicién 45, A es el dominio de una maquina autodelimitante
universal. Luego a es un {)-number. ®

DEMOSTRACION 2. Como a es aleatorio c.e., por el Teorema 41, existe A €
Y0 libre de prefijos tal que u(AX¥) = a 'y Dom(U) <g5s A. Y por
la Proposicién 46, A es el dominio de una maquina autodelimitante
universal. Luego a es un QQ-number. ®

5 Relativizacion de resultados

En esta seccién enunciamos la version de los resultados obtenidos relativiza-
da a oraculos en la jerarquia aritmética, y ejemplificamos su aplicacién para
dos casos particulares.

5.1 Caracterizaciones para reales n-aleatorios n-c.e.

Consideramos ahora las definiciones relativizadas de n-aleatoriedad, de reales
n-c.e. y de n-dominacién. Las definiciones de strong simulation y Chaitin-
reducciones se mantienen sin cambios. Las demostraciones relativizadas se
obtienen reemplazando las funciones y conjuntos recursivos (c.e.) usados
por sus correspondientes versiones n-recursivas (n-c.e.).

La caracterizacion relativizada en base a Chaitin-reducciones viene dada
por los siguientes resultados:

Teorema 48 Si A € X0, es libre de prefijos y satisface que Dom(U™) <cy,
A, entonces a = p(AX¥) es n-aleatorio y n-c.e.

Teorema 49 Sea a un real en [0,1] n-aleatorio n-c.e. Existe A € ¥V,
libre de prefijos tal que Dom(U™) <cp A y a = u(AXY).

Para el caso de strong simulation, los resultados relativizados son:

Teorema 50 Sea A € X0, libre de prefijos tal que Dom(U") <45 A. En-
tonces a = u(AXY) es n-aleatorio y n-c.e.

Teorema 51 Si a es n-aleatorio n-c.e., erviste A € 291+1 libre de prefijos
con a = u(AXY) tal que Dom(U™) <45 A.
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La relativizacion de los resultados que relacionan las reducciones <¢y, y
<ss permite obtener:

Proposicion 52 Sean A, B C ¥* n-c.e. Si A <cp B entonces B <, A.
Proposiciéon 53 Sean A, B C ¥* n-c.e. Si A <s;5 B entonces B <¢j, A.
Y la version generalizada del Teorema de Slaman:

Teorema 54 Sia € [0, 1] es n-aleatorio n-c.e. entonces a es un Q" -number.

52 a,p

Los resultados relativizados pueden usarse para demostrar la aleatoriedad
de ntmeros cuyo grado de aleatoriedad es mayor que el de 2. Damos, como
ejemplo, dos instancias de aplicacién para los reales o [11, 2] y S [1].

En ambos casos, la definicién del nimero estd basada en una méaquina
autodelimitante universal para céomputos infinitos fija U%°. Las méaquinas
introducidas por Turing en su articulo de 1936 [19] son en efecto méquinas de
computo infinito. La formalizacion de la definicién de maquinas de computo
infinito sigue la linea de trabajo comenzada por Chaitin en [9]. Mds detalles
sobre este tema pueden verse en [3].

a es la probabilidad de que U produzca una salida finita. En [11, 2]
se prueba que « es l-aleatorio, es decir, es aleatorio atin contando con un
oriculo para el problema de la detencién. Por lo tanto, su complejidad es
mayor que la de Q: de hecho, « tiene el mismo grado de aleatoriedad que €V,
la probabilidad de detencién de U’, una maquina autodelimitante universal
para computos finitos con ordculo (/. La demostracién se basa en el siguiente
resultado:

Teorema 55 ([2]) Existe una cadena % tal que para todo programa p,
U'(p) | sii existe un conjunto finito libre de prefijos mazimal E, tal que,
para todo x € E,, U (%pz) produce una salida finita.

Este resultado puede usarse en combinaciéon con nuestro Teorema 48
para obtener la prueba de la 1-aleatoriedad de . Sea

Fin = {p € ¥*/U*(p) produce una salida finita}
Fin € ¥ y es libre de prefijos, y lo mismo verifica el conjunto

N(Fin) =
{p € ¥*/% < p A {x/px € Fin} es finito libre de prefijos maximal }
U{p € Fiin/% Z p}
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Se puede ver que p(Fin¥¥) = u(N(Fin)2X¥) = a y que la funcién f dada
por f(p) = %p para todo p € ¥* es una Chaitin-reduccién entre Dom(U’)
y N(Fin), con lo que podemos aplicar el Teorema 48 para obtener que
a =m(N(Fin)) es l-aleatorio.

Una estrategia similar puede usarse para probar la 2-aleatoriedad del
real 3, definido y demostrado aleatorio en [1]. En este caso se interpreta la
salida de una maquina de cémputo infinito como un conjunto de naturales.
5 es la probabilidad de que U produzca como salida un conjunto cofinito.
El grado de aleatoriedad de f es el de Q”, la probabilidad de detencién de
una méaquina autodelimitante universal de cémputos finitos con ordculo (1,
y en consecuencia la complejidad de § es mayor que la de « (y por supuesto
que la de Q). El resultado que se obtiene en [1] es el siguiente:

Teorema 56 ([1]) Existe una cadena % tal que para todo programa p,
U"(p) | sii, para toda secuencia x, U (px) es un conjunto cofinito.

Como antes, definimos
Cof = {p € ¥*/U°(px) es un conjunto cofinito Vx € ¥*}

y en este caso puede mostrarse que Cof € Zg y es libre de prefijos, que
B = p(Cof ) y que Dom(U") <¢p, Cof, con lo cual, por el Teorema 48,
es 2-aleatorio.

Por dltimo, notemos que el Teorema 54 responde a una pregunta plantea-
da sobre el final de [11]: este resultado nos asegura que « es la probabilidad
de detencién de una maquina autodelimitante universal con ordculo (', y 3
la de una con ordculo para ().

6 Conclusiones y trabajo futuro

Damos una sintesis de los resultados presentados en este trabajo mediante un
teorema de equivalencias, y continuamos la lista de preguntas con cuestiones
aun no resueltas.

6.1 Equivalencias
En resumen, hemos demostrado las siguientes equivalencias:

Teorema 57 Sea a un real en [0,1]. Las siguientes afirmaciones son equi-
valentes:

1. a es n-aleatorio n-c.e.

2. a es la medida asociada a un conjunto libre de prefijos y n-c.e. A tal
que Dom(U™) <cp, A.
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3. a es la medida asociada a un conjunto libre de prefijos y n-c.e. A tal
que Dom(U™) <45 A.

4. a es la medida asociada a un conjunto libre de prefijos y n-c.e. A tal
que A <cp Dom(U™).

5. a es la medida asociada a un congunto libre de prefijos y n-c.e. A tal
que A <gs Dom(U™).

6. a es un Q"-number.

DEMOSTRACION. 1 < 2 por los Teoremas 48 y 49. 2 < 3 por las Proposi-
ciones 52 y 53. 1 < 4 por los Teoremas 51 y 50. 4 & 5 nuevamente
por las Proposiciones 52 y 53. 1 = 6 por el Teorema 54 y por ultimo
6 = 1 por el Teorema 25.

&

Podemos concluir, entonces, que un real es aleatorio c.e. si y s6lo si es la
medida asociada a un conjunto que, para cada programa en U, contiene una
palabra de aproximadamente la misma longitud. Y este es el “aspecto” de
los dominios de maquinas autodelimitantes universales. En otras palabras,
tenemos cierto grado de libertad para elegir “nombres” para los objetos, pero
esta libertad estd acotada en el sentido que no podemos variar su comple-
jidad mas alld de un término constante. Esto concuerda, felizmente, con el
hecho de que las maquinas autodelimitantes universales son asintéticamente
optimas y con la idea que expresa el Teorema de Invarianza.

6.2 Mas preguntas

Finalizamos este trabajo proponiendo nuevos interrogantes relacionados con
los resultados que hemos obtenido, y que pueden ser motivo de investigacién
futura sobre el tema.

En primer término nos planteamos generalizar las propiedades de la re-
lacién de Chaitin-reducciones:

Pregunta 6 ;Fs posible obtener un resultado similar al Lema 37 para la
relacion <gp ?

Las Proposiciones 43 y 44 sugieren que la respuesta es afirmativa. En-
tonces, el cuestiéon que surge naturalmente es:

Pregunta 7 ;FEs cierta la reciproca de la version del Lema 37 para Chaitin-
reducciones?

Los resultados mencionados indicarian que no, con lo cual se propone
exhibir conjuntos que constituyan un contraejemplo y considerar el siguiente
interrogante:
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Pregunta 8 ;Se puede demostrar una version similar a la reciproca débil
dada por el Teorema 38 para <cp,?

Como propuesta de trabajo inmediato, nos planteamos obtener los re-
sultados que respondan a estas primeras preguntas.

Hemos mostrado en este trabajo la aleatoriedad de las medidas asociadas
a conjuntos a los cuales es posible reducir el dominio de U, ya sea via Chaitin-
reducciones o via strong simulation. Una cuestién que puede resultar de
interés es obtener un resultado similar aunque mas fuerte:

Pregunta 9 ;FEzisten conjuntos equivalentes a Dom(U), con respecto a
<cn 0 a <g, tales que su medida asociada sea un real aleatorio?

Otra cuestién para analizar se refiere a las demostraciones de aleato-
riedad de los reales av y 8. En ellas usamos la relativizacién de nuestra
caracterizacién basada en Chaitin-reducciones. ;Qué ocurre con strong si-
mulation? Es decir:

Pregunta 10 ;Es posible exhibir conjuntos a los cuales se puedan reducir
Dom(U") y Dom(U") via strong simulation, cuyas medidas asociadas sean
los reales . y B, respectivamente?

Por tdltimo, todos los resultados que presentamos se restringen a reales
c.e., o n-c.e. Otra posible linea de trabajo, entonces, seria investigar versio-
nes mas generales de las caracterizaciones que hemos dado:

Pregunta 11 ;FEs posible obtener caracterizaciones de otras clases de reales
aleatorios, por ejemplo los que no son c.e. para ningun nivel de la jerarquia

aritmética?

Creemos que una respuesta a esta tltima cuestion podria ser significativa
para profundizar la comprensién del concepto de aleatoriedad.
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