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InieilieEe Problemas de coloragdo de grafos

O problema da k-coloracao

* Uma coloragdo de um grafo G = (V/, E) é uma fungio
f:V — N tal que f(v) # f(w) quando vw € E.

* Uma k-coloracdo é uma coloragdo f tal que f(v) < k para
todo v € V.

= O problema da coloracdo tem como entrada um grafo G e um
nimero natural k, e consiste em decidir se G é k-colorivel.



InieilieEe Problemas de coloragdo de grafos

O problema da coloracdo por listas

As vezes, a k-coloracdo ndo é a forma mais natural de modelar as
restricdes que surgem dos problemas reais. Dai surgem algumas
generalizagcdes do problema da coloragdo, como a coloragdo por
listas, que considera uma lista especifica de cores disponiveis para
cada vértice.

* Dado um grafo G = (V, E) e uma lista finita L(v) C N para
cada vértice v € V, o problema da coloracdo por listas
consiste em decidir se o grafo G admite uma coloragdo f tal
que f(v) € L(v) para todo v € V.

1,2 2,3 1,2 2,3
1 3 1 3
2,3 1,3 2,3 1,3
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Problemas de coloragdo de grafos

O problema da coloracao por listas

= O problema da k-coloracdo pode-se resolver em tempo
polinomial em varias classes de grafos, sendo a mais famosa
delas a classe dos grafos perfeitos [Grotschel-Lovasz-Schrijver,
1981].

= Mas o problema da coloragdo por listas é NP-completo para
grafos perfeitos e varias subclasses deles, ainda classes tao
restritas como os grafos split completos, bipartidos completos
e grafos de intervalos.

= Duas classes para as quais se conhecem algoritmos polinomiais
para coloracdo por listas sdo drvores e grafos completos. Para
as arvores, o problema pode ser resolvido em tempo linear
com um algoritmo simples [Jansen-Scheffler, 1997]. Para
grafos completos, o problema pode ser reduzido a achar um
matching de maxima cardinalidade em um grafo bipartido.



Introdugdo

Problemas de coloragdo de grafos

Nés estamos trabalhando em problemas que ficam “no meio”
desses dois, tanto em termos de generalizagbes como em termos de
complexidade computacional.



InieilieEe Problemas de coloragdo de grafos

O problema da extens3ao de uma coloracao

Alguns casos particulares do problema de coloragdo por listas ja
foram estudados.

* O problema da extensdo de uma pré-coloragdo (PrExt) tem
como entrada um grafo G = (V, E), um subconjunto
W C V, uma coloracdo f' de W, e um nimero natural k, e
consiste em decidir se G admite uma k-coloracdo f tal que
f(v) = f'(v) para todo v € W [Biro-Hujter-Tuza, 1992].
Isto é, o problema é estender uma colorac3o parcial a uma
k-coloracdo completa do grafo.



InieilieEe Problemas de coloragdo de grafos

O problema da p-coloracao

Um outro caso particular do problema de coloracdo por listas é o
seguinte:

= Dado um grafo G e uma fungdo p: V — N, G é p-colorivel
se existe uma coloragdo f de G tal que f(v) < p(v) para todo
v € V [B.-Cecowski, 2005].

Esta variacdo surge no contexto de distribuicao de salas para aulas,
onde uma sala pode ser assinada a um curso se ha a capacidade
suficiente para todos os alunos que vao fazer o curso.

<3 <3 <3 <3
<1 <3 <1 <3
<2 <3 <2 <3



InieilieEe Problemas de coloragdo de grafos

O problema da (v, 11)-coloragdo

Neste tltimo trabalho, definimos mais uma variacdo deste
problema.

= Dado um grafo G e fungdes ~y, i : V — N tais que
v(v) < pu(v) para todo v € V, dizemos que G é
(7, j1)-colorivel se existe uma colora¢do f de G tal que
v(v) < f(v) < p(v) para todo v € V.

(1,3) (2,3) (1,3) (2,3)
(1,1) (3.3) (1,1) (3.3)
(2,3) (1,3) (2,3) (1.3)
(1,3) (2,2) (1,3) (2,2)



InieilieEe Problemas de coloragdo de grafos

Hierarquia de problemas de coloracao

= O problema classico de coloracdo é coloracdo por listas
claramente um caso particular de pu-coloragdo <
e extensdo de uma coloragdo, os quais sao (y.1t)-coloracio
casos particulares de (v, ut)-coloragdo.

= Além disso, a (7, pt)-coloragdo é um caso /
particular de coloracdo por listas.

= Estas observacdes implicam que todos os PrExt  p-coloracdo

problemas nesta hierarquia sdo polinomiais
nas classes de grafos onde coloracdo por < <
listas é polinomial, e sdo todos NP-completos

nas classes de grafos onde k-coloracdo é

k-coloracao
NP-completo.



Introdugdo

Problemas de coloragdo de grafos

Neste trabalho, estamos interessados na complexidade
computacional destes problemas em subclasses de grafos perfeitos
(onde k-coloragdo é polinomial) nas quais coloragdo por listas é
NP-completo ou de complexidade desconhecida.



Complexidade em classes de grafos

Resultados conhecidos

Grafos de intervalos

= Um grafo é de intervalos se é o grafo interseccdo de uma
familia de intervalos na reta real. Um grafo é de intervalos
unitdrios se é o grafo interseccdo de uma familia de intervalos
de comprimento 1.

= A k-coloragdo de grafos de intervalos e intervalos unitarios é
polinomial. Entanto, estender uma pré-coloracdo em grafos de
intervalos unitarios é NP-completo [Marx, 2004], implicando
que (v, u)-coloragdo e coloragdo por listas sdo NP-completos
nesta classe e em grafos de intervalos.



Resultados conhecidos Complexidade em classes de grafos

Grafos split

= Um grafo split é um grafo tal que o seu conjunto de vértices
pode-se partir em um completo K e um conjunto estavel S.
Um grafo split se diz completo se contém todas as arestas
entre K e S.

= Colorir um grafo split € trivial, e o problema de extensio de
uma pré-coloracao também pode ser resolvido em tempo
polinomial em grafos split [Hujter-Tuza, 1996], mas o
problema de coloracdo por listas ¢ NP-completo ainda em
grafos split completos [Jansen-Scheffler, 1997].



Complexidade em classes de grafos

Grafos bipartidos

= Um grafo bipartido é um grafo tal que o seu conjunto de
vértices pode-se partir em dois conjuntos estaveis Vj e V5.
Um grafo bipartido se diz completo se contém todas as
arestas entre Vq e V5.

= Também neste caso o problema da coloracdo é trivial, mas os
problemas de extensdo de uma pré-coloracdo [Hujter-Tuza,
1993] e p-coloragdo [B.-Cecowski, 2005] sdo NP-completos
em grafos bipartidos, implicando que (7, pt)-coloragdo também
é NP-completo para esta classe.

= Além disso, o problema da coloracdo por listas é NP-completo
ainda em grafos bipartidos completos [Jansen-Scheffler, 1997].



Resultados conhecidos Complexidade em classes de grafos

Complementos de grafos bipartidos e cografos

= Para complementos de grafos bipartidos, a extensdo de uma
pré-coloracdo é polinomial [Hujter-Tuza, 1996], mas coloragdo
por listas é NP-completo [Jansen, 1997].

= A mesma situacdo se da para cografos, grafos que ndo tém
um P4 induzido [Hujter-Tuza, Jansen-Scheffler, 1996]. Para
esta classe de grafos, a p-colora¢do é polinomial [B.-Cecowski,
2005].

= Uma superclasse conhecida dos cografos sdo os grafos
distancia-hereditdrios. Um grafo G é distancia-hereditério se
para todo par de vértices v, w, a distdncia entre v e w é a
mesma em todo subgrafo induzido conexo de G.



Complexidade em classes de grafos

Resultados conhecidos
Resultad:

Grafos de linha

= O grafo de linha de um grafo é o grafo interseccdo das arestas
do mesmo. O problema da coloragio de arestas (equivalente
ao problema da k-coloragdo no grafo de linha) é NP-completo
em geral [Holyer, 1981], mas ele pode ser resolvido em tempo
polinomial para grafos completos e grafos bipartidos [Konig,
1916].

= S3o resultados conhecidos que extens3o de uma pré-coloracdo
é NP-completo em grafos de linha de grafos bipartidos
completos K, [Colbourn, 1984], e coloragdo por listas é
NP-completo para grafos de linha de grafos completos
[Kubale, 1992].



Complexidade em classes de grafos

Resultados conhecidos

Resumo dos resultados conhecidos

Classe k-col. | PrExt | p-col. | (v, p)-col. | col. x listas
Bipartidos completos P P ? ? NP-c
Bipartidos P NP-c NP-c NP-c NP-c
Cografos P P P ? NP-c
Distancia-hereditarios P ? ? ? NP-c
Intervalos P NP-c ? NP-c NP-c
Intervalos unitdrios P NP-c ? NP-c NP-c
Split completos P P ? ? NP-c
Split P P ? ? NP-c
Linha de Kn,n P NP-c ? NP-c NP-c
Linha de K, P ? ? ? NP-c
Complementos de bipartidos P P ? ? NP-c

“NP-c": problema NP-completo, “P": problema polinomial, “?": problema aberto.



Complexidade em classes de grafos

ais

Resultados novos

Grafos de intervalos

Teorema

O problema da p-coloragdo é NP-completo em grafos de intervalos.

Este resultado implica que (v, u1)-coloracdo também é
NP-completo em grafos de intervalos.

A prova estad baseada na NP-completude do problema da
k-coloracdo em grafos arco-circulares
[Garey-Johnson-Miller-Papadimitriou, 1980].



de em classes de grafos

ais

Resultados novos

Grafos bipartidos e split completos

Teorema

O problema da (v, ut)-coloragdo é polinomial em grafos bipartidos
completos e split completos.

O algoritmo para grafos bipartidos completos é puramente
combinatdrio, e aquele para grafos split completos usa técnicas de
programacao linear.

Este teorema implica que p-coloracio e extensdo da pré-coloracdo
podem ser resolvidos em tempo polinomial para grafos bipartidos
completos e split completos.



Complexidade em classes de grafos

Resultado: ais

Resumo
Resultados novos

Grafos split

Teorema

O problema da p-coloragdo é NP-completo em grafos split.

A prova deste resultado estd baseada na NP-completude de achar
um conjunto dominante minimo em grafos split [Bertossi,
Corneil-Perl, 1984].

Até agora, esta é a Unica classe conhecida na qual as
complexidades computacionais de p-coloragdo e extensdo de uma
pré-coloracdo sio diferentes, se ndo acontecer que P = NP.



idade em classes de grafos
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Resultados novos

Grafos de linha

Considerando estas variacdes do problema de coloracio aplicadas a
coloracdo de arestas, temos os seguintes resultados:

Teorema

O problema da p-coloragdo é NP-completo em grafos de linha de
grafos completos e bipartidos completos.

Teorema

O problema da extensdo de uma pré-coloracdo é NP-completo em
grafos de linha de grafos completos.

Todas estas provas estdao baseadas na NP-completude da extensido
de uma pré-coloragao em grafos de linha de grafos bipartidos
completos.



Complexidade em classes de grafos

Resultados gerais
Resumo

Resultados novos

Grafos de blocos

Um grafo é um grafo de blocos se é conexo e todo bloco
(componente 2-conexa maximal) é um completo.

Teorema

O problema da coloragdo por listas é polinomial para grafos de
blocos.

O algoritmo para esta classe de grafos é simples, e combina as
idéias utilizadas para resolver o problema da coloragdo por listas em
duas subclasses de grafos de blocos: arvores e grafos completos.



Complexidade em classes de grafos
| Resultados gerais

Resul onhecid

s ‘ Resumo
Resultados novos

Resultados gerais

Como todos os problemas sao NP-completos no caso geral,
existem reducdes polinomiais do problema da coloragdo por listas
aos problemas da extens3o de uma pré-coloracdo e p-coloracgao.
Pode-se ver na figura um exemplo onde hd uma instancia de
coloragdo por listas e as instancias correspondentes de extensdo de
uma coloracdo e u-coloragdo.

Estas reducdes envolvem mudancas no grafo, mas sdo fechadas
dentro de algumas classes de grafos. Isto nos permite provar os
resultados gerais seguintes:



Complexidade em classes de grafos

Resultados gerais

Resumo
Resultados novos

Resultados gerais

Teorema

Seja F uma familia de grafos com grau minimo de pelo menos dois.
Ent3o coloracdo por listas, (v, u)-coloracdo e extensdo de uma
pré-coloracdo s3o polinomialmente equivalentes na classe de grafos
F-free.

Teorema

Seja F uma familia de grafos que satisfaz a propriedade seguinte: para
todo grafo G em F, G n3o tem uma componente conexa completa, e
para cada ponto de corte v de G, G\v ndo tem uma componente conexa
completa. Ent3o coloracdo por listas, (7, ut)-coloracio, extensio de uma
pré-coloragdo e u-coloragdo sdo polinomialmente equivalentes na classe
de grafos F-free.

Como os buracos e antiburacos impares verificam as condi¢es dos
teoremas anteriores, esses teoremas sdo aplicaveis a varias subclasses dos
grafos perfeitos.



Resultados gerais

Resumo
Resultados novos

Grafos distancia-hereditarios

Teorema

Os problemas de (7, p1)-coloragdo, extensdo de uma pré-coloragdo e
p-coloracao sdo NP-completos em grafos distancia-hereditarios.

Os grafos distancia-hereditdrios sdo equivalentes aos {house,
domino, gem, {C,}n>s5}-free. Entdo este resultado é um coroldrio
direto do teorema geral anterior e a NP-completude de coloragdo
por listas em cografos.

o g ¥

house domino



Complexidade em classes de grafos

Resultado ais

Resumo
Resultados novos

Tabela de complexidade para problemas de coloracao

Classe k-col. | PrExt | p-col. | (v, p)-col. | col. x listas
Bipartidos completos P P P P NP-c
Bipartidos P NP-c NP-c NP-c NP-c
Cografos P P P ? NP-c
Distancia-hereditérios P NP-c NP-c NP-c NP-c
Intervalos P NP-c NP-c NP-c NP-c
Intervalos unitdrios P NP-c ? NP-c NP-c
Split completos P P P P NP-c
Split P P NP-c NP-c NP-c
Linha de Ky » P NP-c NP-c NP-c NP-c
Linha de K, P NP-c NP-c NP-c NP-c
Complementos de bipartidos P P ? ? NP-c
Grafos de blocos P P P P P

“NP-c": problema NP-completo, “P": problema polinomial, “?": problema aberto.
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Resumo

Tabela de complexidade para problemas de coloracao

Classe k-col. | PrExt | p-col. | (v, p)-col. | col. x listas
Bipartidos completos P P P P NP-c
Bipartidos P NP-c NP-c NP-c NP-c
Cografos P P P ? NP-c
Distancia-hereditarios P NP-c NP-c NP-c NP-c
Intervalos P NP-c NP-c NP-c NP-c
Intervalos unitdrios P NP-c ? NP-c NP-c
Split completos P P P P NP-c
Split P P NP-c NP-c NP-c
Linha de Ky » P NP-c NP-c NP-c NP-c
Linha de K, P NP-c NP-c NP-c NP-c
Complementos de bipartidos P P ? ? NP-c
Grafos de blocos P P P P P

“NP-c": problema NP-completo, “P": problema polinomial, “?": problema aberto.

Como pode-se ver na tabela, se P # NP, u-coloracdo e extens3o de uma
pré-colorac3o sdo estritamente mais dificeis que k-coloracdo. Coloracio
por listas é estritamente mais dificil que (v, pt)-coloragdo, a qual é
estritamente mais dificil que extensdo de uma pré-colorac3o.
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Tabela de complexidade para problemas de coloracao

Classe k-col. | PrExt | p-col. | (v, p)-col. | col. x listas
Bipartidos completos P P P P NP-c
Bipartidos P NP-c NP-c NP-c NP-c
Cografos P P P ? NP-c
Distancia-hereditarios P NP-c NP-c NP-c NP-c
Intervalos P NP-c NP-c NP-c NP-c
Intervalos unitérios P NP-c ? NP-c NP-c
Split completos P P P P NP-c
Split P P NP-c NP-c NP-c
Linha de Ky n P NP-c NP-c NP-c NP-c
Linha de K, P NP-c NP-c NP-c NP-c
Complementos de bipartidos P P ? ? NP-c
Grafos de blocos P P P P P

“NP-c": problema NP-completo, “P": problema polinomial, “?": problema aberto.

Fica como problema aberto achar uma classe de grafos tal que

(v, p)-coloragdo seja NP-completo e p-coloragdo seja polinomial. Entre
as classes consideradas neste trabalho, as candidatas sdo cografos,
intervalos unitdrios e complementos de bipartidos.
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Tabela de complexidade para problemas de coloracao

Classe k-col. | PrExt | p-col. | (v, p)-col. | col. x listas
Bipartidos completos P P P P NP-c
Bipartidos P NP-c NP-c NP-c NP-c
Cografos P P P ? NP-c
Distancia-hereditarios P NP-c NP-c NP-c NP-c
Intervalos P NP-c NP-c NP-c NP-c
Intervalos unitérios P NP-c ? NP-c NP-c
Split completos P P P P NP-c
Split P P NP-c NP-c NP-c
Linha de Ky » P NP-c NP-c NP-c NP-c
Linha de K, P NP-c NP-c NP-c NP-c
Complementos de bipartidos P P ? ? NP-c
Grafos de blocos P P P P P

“NP-c": problema NP-completo, “P": problema polinomial, “?": problema aberto.

Para grafos split, extensdo de uma pré-coloragdo é polinomial, mas
p-coloracdo é NP-completo. Fica como problema aberto achar uma
classe de grafos onde aconteca o contrario. Entre as classes consideradas
neste trabalho, a classe candidata é intervalos unitdrios.



Resultados novos

Hierarquia de problemas de coloracao

coloracdo por listas
<
(7,u)-coloragao

/5

PrExt  p-coloracdo

\

k-coloracao
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