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Resumen

Dos grafos G y H son isomorfos (G ' H) si únicamente di�eren en cómo están
nombrados sus vértices. Dadas las matrices de adyacencia A y B de los dos grafos
G y H, tenemos que A se puede calcular como A = PBP−1 donde P es una matriz
de permutación (es decir, P tiene sólo un 1 en cada �la y columna y sus demás
coe�cientes son 0). La relación anterior puede ser escrita como AP = PB. Diremos
que G ≈f H (G y H son isomorfos fraccionarios) si se cumple la relación �relajada�
AS = SB donde S es una matriz doble estocástica (es decir, S tiene todos sus
coe�cientes no negativos y la suma de cada columna y de cada �la da 1). Como
las matrices de permutación son casos particulares de matrices doble estocásticas,
nos queda que dos grafos isomorfos son también isomorfos fraccionarios. Pero mucho
más puede ser dicho sobre el isomor�smo fraccionario.

Para trabajar con el tema del isomor�smo fraccionario de grafos, seguiremos el
capítulo 6 del libro Fractional Graph Theory - A rational approach to the theory of
graphs de E.R. Scheinermann y D.H. Ullman. Así, la primera parte de esta tesis
será simplemente una traducción (con algunos cambios pequeños) del capítulo 6 del
mencionado libro. Esta primera parte nos servirá de introducción para entender el
�estado del arte� con respecto al isomor�smo fraccionario de grafos. En cambio, las
partes siguientes (capítulos 2, 3 y 4 de la tesis) son trabajo original. En particular,
en el capítulo 2 extenderemos el concepto de isomor�smo fraccionario de grafos
al caso más general de hipergrafos. Utilizando estos hipergrafos, en el capítulo 4
podremos mostrar que los números fraccionarios de empaque y cubrimiento son
invariantes por el isomor�smo fraccionario. Para esto, trabajaremos con algunos
resultados de la programación lineal (para calcular los números fraccionarios de
empaque y cubrimiento necesitamos la noción de hipergrafo y no sólo la de grafo).
Por otra parte, en el capítulo 3 estudiaremos el isomor�smo fraccionario de los
grafos de línea de grafos dados y analizaremos el análogo fraccionario al teorema
de Whitney (dos grafos de línea son isomorfos si y sólo si los grafos originales son
isomorfos salvo un único caso particular).
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Capítulo 1

Isomor�smo fraccionario de grafos

1.1. De�niciones básicas y notación

Denotaremos un grafo G por un par (V (G), E(G)), donde V (G) es un conjunto
�nito, el conjunto de vértices de G, y E(G) es un conjunto de pares no ordenados
de vértices de G, llamados aristas. Sean n = v(G) = |V (G)| y m = ε(G) = |E(G)|.

Un vértice v es adyacente a otro vértice w en G si (v, w) ∈ E(G). Decimos que v
y w son los extremos de la arista. El vecindario de un vértice v es el conjunto N(v)
que consiste de todos los vértices adyacentes a v. Un vértice v es aislado cuando
N(v) = ∅. El grado de un vértice v es la cardinalidad del conjunto N(v) y se nota
d(v). Un grafo se dice regular si todos sus vértices tienen el mismo grado. Si se quiere
especi�car ese grado común r, se dice que el grafo es r-regular.

Un grafo H es un subgrafo de un grafo G si V (H) ⊆ V (G) y E(H) ⊆ E(G).
Dado un conjunto de vértices X ⊆ V (G), el subgrafo de G inducido por X es el
subgrafo H de G tal que V (H) = X y E(H) es el conjunto de aristas de G que tiene
ambos extremos en X, y lo notamos G[X].

Un camino en un grafo G es una secuencia de vértices distintos P = v1, v2, ...,
vk, donde (vi, vi+1) ∈ E(G), i = 1, ..., k − 1. Un grafo G es conexo si para todo par
de vértices distintos v y w de G existe un camino de v a w.

Llamamos Ck al grafo con k vértices v1, v2, ..., vk, donde v1, ..., vk es un camino,
v1 es adyacente a vk, no hay otras aristas en el grafo, y k ≥ 3.

Un grafo G es completo si cualquier par de vértices distintos de G son adyacentes.
Llamamos Kn al grafo completo con n vértices.

Un conjunto de vértices I de un grafo G es un conjunto independiente si ninguna
arista de G tiene ambos extremos en I. Un parámetro muy estudiado de un grafo
G es su número de estabilidad α(G), de�nido como la cardinalidad de un conjunto
independiente máximo de G.

Un coloreo de un grafo G es una partición de V (G), donde cada clase de la
partición es un conjunto independiente al que identi�camos con un color. Un k-
coloreo es una partición de V (G) en k conjuntos independientes. Si G admite un
k-coloreo, decimos que G es k-cromático. El número cromático de G es el menor k
para el cual existe un k-coloreo de G y se nota χ(G).

1
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Un grafo es bipartito si es 2-coloreable, y una bipartición es una partición de sus
vértices en dos conjuntos independientes. Un grafo bipartito de bipartición (A,B)
se dice bi-regular si los vértices de A tienen el mismo grado a y los vértices de B
tienen el mismo grado b (no necesariamente a = b). Si queremos explicitar esos
valores, decimos (a, b)-regular. Si todo vértice de A es adyacente a todo vértice de
B decimos que el grafo es bipartito completo y lo notamos K|A|,|B|. Dado un grafo
G y dos subconjuntos disjuntos A y B de V (G), el grafo bipartito G[A,B] se de�ne
como el subgrafo de G formado por los vértices A∪B y las aristas de G que tienen
un extremo en A y uno en B. Notar que no necesariamente es un subgrafo inducido
de G.

Dado un grafo G, de�nimos el grafo de línea L(G) como un nuevo grafo en el
cual los vértices son las aristas de G y dos vértices en L(G) son adyacentes si y sólo
si las correspondientes aristas en G tienen un vértice en común.

Decimos que G es un digrafo, o un grafo dirigido, si las aristas están dadas por
un conjunto de pares ordenados de vértices, llamados arcos. El concepto de camino
se extiende a digrafos pero ahora (vi, vi+1) es un arco. Un digrafo es fuertemente
conexo si para todo par de vértices distintos v y w de G existe un camino (dirigido)
de v a w y uno de w a v.

Dado un grafo G cuyos vértices están numerados de 1 a n, de�nimos la matriz
de adyacencia de G como M ∈ {0, 1}n×n donde M(i, j) = 1 si los vértices i y j son
adyacentes y 0 en otro caso.

Numerando las aristas de G de 1 a m, de�nimos la matriz de incidencia de G
como M ∈ {0, 1}n×m donde M(i, j) = 1 si el vértice i es uno de los extremos de la
arista j y 0 en otro caso.

Un grafo es planar si puede ser dibujado en el plano sin que sus aristas se crucen.
De�niciones no dadas aquí pueden encontrarse en [2] o [7].

1.2. Introducción

Dos grafos son isomorfos si únicamente di�eren en como están nombrados sus
vértices. En ese sentido, dos grafos G y H (G ' H) son isomorfos si existe una
biyección φ : V (G) → V (H) tal que uv ∈ E(G) si y sólo si φ(u)φ(v) ∈ E(H).
Si A y B son las matrices de adyacencia de los grafos G y H, podemos escribir
esta relación como A = PBP−1 donde P es una matriz de permutación (es decir,
P permuta columnas o �las según esté multiplicando a derecha o a izquierda). En
particular, P es una matriz cuadrada con sólo ceros y unos como coe�cientes y con
la propiedad que hay sólo un 1 por �la y por columna. La relación A = PBP−1

también puede ser escrita como AP = PB. Es esta última relación la que va a ser
relajada en el isomor�smo fraccionario.

Llamaremos a una matriz S doble estocástica si todos los coe�cientes de S son no
negativos y cada �la y cada columna de S suma exactamente 1 (es decir, S · 1 = 1
y St · 1 = 1). Es fácil ver, que con estas condiciones todos los coe�cientes de S
pertenecen al intervalo [0, 1] y sumando las columnas de S y las �las de S nos
queda que S tiene que ser una matriz cuadrada. Diremos que dos grafos G y H
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son isomorfos fraccionarios (y lo escribiremos G ≈f H) si existe una matriz S
doble estocástica tal que AS = SB donde A,B son las matrices de adyacencia de
G y H. Luego caracterizaremos esta relación de equivalencia y la extenderemos a
hipergrafos.

Notación: Siempre que escribamos S ·1 = 1 con “1′′ nos estaremos re�riendo al

vector con n unos como coe�cientes. Así 1 corresponde a


1
1
...
1

 y la expresión S ·1 = 1

corresponde a S ·


1
1
...
1

 =


1
1
...
1

 donde S es una matriz doble estocástica de n× n.

Proposición 1.1. La relación G ≈f H es una relación de equivalencia.

Demostración. Veamos que es re�exiva, simétrica y transitiva.

Re�exiva: AI = IA donde I es la identidad y por tanto una matriz doble estocástica.

Simétrica: si AS = SB entonces trasponiendo nos queda que StA = BSt (porque
las matrices de adyacencia son simétricas, At = A y Bt = B). Por tanto tenemos
que BU = UA con U = St matriz doble estocástica.

Transitiva: si AS1 = S1B y AS2 = S2C nos queda que St
1A = BSt

1, multiplican-
do a izquierda esta expresión por S2 nos queda que St

1AS2 = BSt
1S2. Por tanto

St
1S2C = BSt

1S2. Basta ver que U = St
1S2 es doble estocástica. Pero es fácil ver que

el producto de dos matrices doble estocásticas es doble estocástica también, basta
multiplicar por el vector 1: U ·1 = St

1S2 ·1 = St
1 ·1 = 1 y U t ·1 = St

2S1 ·1 = St
2 ·1 = 1.

�

Por ejemplo, los siguientes dos grafos G y H son isomorfos fraccionarios:

1

1211

10

98

7

65

4

32

1

12

11

10 9

8

7

6

5

4
3

2

Para comprobarlo escribimos sus matrices de adyacencia,
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A =



0 1 1 1 0 0 1 0 0 0 0 0
1 0 1 0 1 0 0 1 0 0 0 0
1 1 0 0 0 1 0 0 1 0 0 0
1 0 0 0 1 1 0 0 0 1 0 0
0 1 0 1 0 1 0 0 0 0 1 0
0 0 1 1 1 0 0 0 0 0 0 1
1 0 0 0 0 0 0 1 1 0 0 0
0 1 0 0 0 0 1 0 1 0 0 0
0 0 1 0 0 0 1 1 0 0 0 0
0 0 0 1 0 0 0 0 0 0 1 1
0 0 0 0 1 0 0 0 0 1 0 1
0 0 0 0 0 1 0 0 0 1 1 0



y B =



0 1 0 1 0 1 1 0 0 0 0 0
1 0 1 0 1 0 0 1 0 0 0 0
0 1 0 1 0 1 0 0 1 0 0 0
1 0 1 0 1 0 0 0 0 1 0 0
0 1 0 1 0 1 0 0 0 0 1 0
1 0 1 0 1 0 0 0 0 0 0 1
1 0 0 0 0 0 0 1 0 0 0 1
0 1 0 0 0 0 1 0 1 0 0 0
0 0 1 0 0 0 0 1 0 1 0 0
0 0 0 1 0 0 0 0 1 0 1 0
0 0 0 0 1 0 0 0 0 1 0 1
0 0 0 0 0 1 1 0 0 0 1 0



Notación: Jn será siempre la matriz de n× n con todos sus coe�cientes iguales
a 1 y Jn×m será la matriz de n×m con todos sus coe�cientes iguales a 1.

Calculamos AS y SB con S = 1
6

[
J6 0
0 J6

]
donde cada J6 es la matriz de 6 × 6

con todos sus coe�cientes iguales a 1 y cada 0 es la matriz de 6 × 6 con todos sus
coe�cientes iguales a 0. Es evidente que S es doble estocástica. Nos queda que

AS =



0 1 1 1 0 0 1 0 0 0 0 0
1 0 1 0 1 0 0 1 0 0 0 0
1 1 0 0 0 1 0 0 1 0 0 0
1 0 0 0 1 1 0 0 0 1 0 0
0 1 0 1 0 1 0 0 0 0 1 0
0 0 1 1 1 0 0 0 0 0 0 1
1 0 0 0 0 0 0 1 1 0 0 0
0 1 0 0 0 0 1 0 1 0 0 0
0 0 1 0 0 0 1 1 0 0 0 0
0 0 0 1 0 0 0 0 0 0 1 1
0 0 0 0 1 0 0 0 0 1 0 1
0 0 0 0 0 1 0 0 0 1 1 0



. 1
6



1 1 1 1 1 1 0 0 0 0 0 0
1 1 1 1 1 1 0 0 0 0 0 0
1 1 1 1 1 1 0 0 0 0 0 0
1 1 1 1 1 1 0 0 0 0 0 0
1 1 1 1 1 1 0 0 0 0 0 0
1 1 1 1 1 1 0 0 0 0 0 0
0 0 0 0 0 0 1 1 1 1 1 1
0 0 0 0 0 0 1 1 1 1 1 1
0 0 0 0 0 0 1 1 1 1 1 1
0 0 0 0 0 0 1 1 1 1 1 1
0 0 0 0 0 0 1 1 1 1 1 1
0 0 0 0 0 0 1 1 1 1 1 1





5

= 1
6



3 3 3 3 3 3 1 1 1 1 1 1
3 3 3 3 3 3 1 1 1 1 1 1
3 3 3 3 3 3 1 1 1 1 1 1
3 3 3 3 3 3 1 1 1 1 1 1
3 3 3 3 3 3 1 1 1 1 1 1
3 3 3 3 3 3 1 1 1 1 1 1
1 1 1 1 1 1 2 2 2 2 2 2
1 1 1 1 1 1 2 2 2 2 2 2
1 1 1 1 1 1 2 2 2 2 2 2
1 1 1 1 1 1 2 2 2 2 2 2
1 1 1 1 1 1 2 2 2 2 2 2
1 1 1 1 1 1 2 2 2 2 2 2



y SB = 1
6



1 1 1 1 1 1 0 0 0 0 0 0
1 1 1 1 1 1 0 0 0 0 0 0
1 1 1 1 1 1 0 0 0 0 0 0
1 1 1 1 1 1 0 0 0 0 0 0
1 1 1 1 1 1 0 0 0 0 0 0
1 1 1 1 1 1 0 0 0 0 0 0
0 0 0 0 0 0 1 1 1 1 1 1
0 0 0 0 0 0 1 1 1 1 1 1
0 0 0 0 0 0 1 1 1 1 1 1
0 0 0 0 0 0 1 1 1 1 1 1
0 0 0 0 0 0 1 1 1 1 1 1
0 0 0 0 0 0 1 1 1 1 1 1





0 1 0 1 0 1 1 0 0 0 0 0
1 0 1 0 1 0 0 1 0 0 0 0
0 1 0 1 0 1 0 0 1 0 0 0
1 0 1 0 1 0 0 0 0 1 0 0
0 1 0 1 0 1 0 0 0 0 1 0
1 0 1 0 1 0 0 0 0 0 0 1
1 0 0 0 0 0 0 1 0 0 0 1
0 1 0 0 0 0 1 0 1 0 0 0
0 0 1 0 0 0 0 1 0 1 0 0
0 0 0 1 0 0 0 0 1 0 1 0
0 0 0 0 1 0 0 0 0 1 0 1
0 0 0 0 0 1 1 0 0 0 1 0



= 1
6



3 3 3 3 3 3 1 1 1 1 1 1
3 3 3 3 3 3 1 1 1 1 1 1
3 3 3 3 3 3 1 1 1 1 1 1
3 3 3 3 3 3 1 1 1 1 1 1
3 3 3 3 3 3 1 1 1 1 1 1
3 3 3 3 3 3 1 1 1 1 1 1
1 1 1 1 1 1 2 2 2 2 2 2
1 1 1 1 1 1 2 2 2 2 2 2
1 1 1 1 1 1 2 2 2 2 2 2
1 1 1 1 1 1 2 2 2 2 2 2
1 1 1 1 1 1 2 2 2 2 2 2
1 1 1 1 1 1 2 2 2 2 2 2


por lo que G ≈f H y sin embargo G no es isomorfo a H (G es planar y H no lo es).
No obstante, G y H tienen en común:

G y H tienen el mismo número de vértices

G y H tienen el mismo número de aristas

G y H tienen la misma secuencia de grados {4, 4, 4, 4, 4, 4, 3, 3, 3, 3, 3, 3}

G y H tienen el mismo máximo autovalor (5+
√
5

2
).

Estas similitudes se cumplen siempre que dos grafos sean isomorfos fraccionarios.

Proposición 1.2. Dos grafos isomorfos fraccionarios tienen la misma cantidad de
vértices.

Demostración. Dado que S debe ser cuadrada de n × n para ser doble estocástica
queda que A y B también son de n× n. �

Proposición 1.3. Dos grafos isomorfos fraccionarios tienen la misma cantidad de
aristas.
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Demostración. Sean A y B las matrices de adyacencia de dos grafos isomorfos
fraccionarios G y H. Entonces existe S doble estocástica tal que AS = SB. Dado
que 1t · A · 1 = 2ε(G) donde ε(G) es el número de aristas de G, entonces

2ε(G) = 1t · A · (S · 1)

= 1t · (AS) · 1
= 1t · (SB) · 1
= (1tS) ·B · 1
= 1t ·B · 1
= 2ε(H).

�

Más adelante veremos que las secuencias de grados de dos grafos isomorfos frac-
cionarios deben ser las mismas y que el máximo autovalor también.

Proposición 1.4. Si G y H son dos grafos r-regulares con n vértices entonces
G ≈f H.

Demostración. Llamemos S = 1
n
Jn donde Jn es la matriz de n × n con todos sus

coe�cientes iguales a 1. Entonces AS = 1
n
AJn = r

n
Jn y SB = 1

n
JnB = r

n
Jn. Por lo

que AS = SB. �

En particular, por ejemplo, C6 es isomorfo fraccionario a la unión disjunta de dos
K3 (ambos grafos son 2-regulares de 6 vértices). Vemos entonces que el isomor�smo
fraccionario no conserva conectividad.

Es importante notar que en la mayoría de los casos la matriz S doble estocástica
que multiplica a A y B tiene determinante 0, por lo que los determinantes de A y
B pueden no coincidir.

El análisis del isomor�smo fraccionario necesita de algunas herramientas del ál-
gebra lineal para aplicar a las matrices doble estocásticas (ver, por ejemplo, [3]).
Primero, al ser matrices positivas, sus autovalores y autovectores tienen propieda-
des particulares. Segundo, las matrices doble estocásticas pueden ser escritas como
combinaciones convexas de matrices de permutación.

1.3. Algunas herramientas del álgebra lineal

1.3.1. Suma directa y reducibilidad

Sean A y B dos matrices cuadradas (no necesariamente de las mismas dimensio-
nes). La suma directa de A y B es la matriz cuadrada

A⊕B =

[
A 0
0 B

]
.

Si M = A ⊕ B decimos que M es descomponible. En general, M es descom-
ponible si existen A,B,P y Q tales que P y Q son dos matrices de permutación y
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M = P (A⊕B)Q. Si no existe una descomposición así, decimos que M es indescom-
ponible.

Sea M una matriz de n× n. Sea D(M) el digrafo con n vértices v1,...,vn con un
arco de vi a vj si Mij 6= 0. Decimos que M es irreducible si D(M) es fuertemente
conexo. Si no, decimos queM es reducible. En particularM es reducible sólo cuando

existe una matriz P de permutación tal que PMP t =

[
A B
0 C

]
donde A y C son

matrices cuadradas.

Además, decimos queM es una matriz fuertemente irreducible si PM es irreduci-
ble para toda matriz de permutación P . SiM no es fuertemente irreducible podemos

encontrar matrices de permutación P y Q tales que PMQ =

[
A B
0 C

]
donde A y C

son matices cuadradas.

Proposición 1.5. Sea S una matriz doble estocástica y también indescomponible.
Entonces S es fuertemente irreducible.

Demostración. Supongamos que S no sea fuertemente irreducible, entonces podemos

permutar las �las y columnas de S tal que S =

[
S11 S12

0 S22

]
donde S11 y S22 son

matrices cuadradas. Entonces, veamos que S12 también es una matriz rectangular
con sus coe�cientes todos iguales a 0 (por tanto, S es descomponible). Como S es
doble estocástica la suma de cada columna de S11 es 1 y por lo tanto la suma de
todos los coe�cientes de S11 es a (a × a es la dimensión de S11). Pero también la
suma de todos los coe�cientes de

[
S11 S12

]
es a porque hay a �las y cada �la suma

1. Luego todos los coe�cientes de S12 deben ser 0. Por lo que S = S11 ⊕ S22 , es
decir, S es descomponible. �

1.3.2. Matrices positivas: el teorema de Perron-Frobenius

Sea M una matriz. Escribimos M ≥ 0 para expresar que cada coe�ciente de M
es no negativo y decimos que M es no negativa. De la misma forma, M > 0 expresa
que todos los coe�cientes de M son positivos y decimos que M es positiva. También
podemos hablar de vectores positivos.

Un autovalor dominante de una matriz cuadrada M es un autovalor λ de M
cuyo valor absoluto es mayor o igual al de cualquier otro autovalor de M .

El principal teorema sobre matrices no negativas es el de Perron-Frobenius.

Teorema 1.6. Sea M una matriz irreducible y no negativa. Entonces M tiene un
único autovalor dominante λ que es positivo, simple, y tiene asociado un autovector
positivo. Más aún, los autovectores asociados a otros autovalores son no negativos.
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1.3.3. Matrices doble estocásticas y su descomposición de

Birkho�

Teorema 1.7. Sea S una matriz doble estocástica. Entonces, existen números po-
sitivos α1, ..., αs y matrices de permutación P1, ..., Ps tal que

S =
s∑

i=1

αiPi y 1 =
s∑

i=1

αi.

El resultado se puede expresar diciendo que toda matriz doble estocástica es una
combinación convexa de matrices de permutación. La descomposición S =

∑s
i=1 αiPi

es llamada la descomposición de Birkho� de una matriz doble estocástica S.
El conjunto de matrices doble estocásticas forma un subconjunto compacto y

convexo del conjunto de todas las matrices reales donde los puntos extremales de
este conjunto convexo son las matrices de permutación.

Sea S una matriz doble estocástica y x un vector. El vector Sx es una lista de
promedios pesados de los coe�cientes de x. Si R es otra matriz doble estocástica
y R(Sx) = x, entonces, se puede pensar que no hubo �pérdida de información�.
Intuitivamente, esto es sólo posible, si Sx y x tienen los mismos coe�cientes, es decir
Sx es una permutación de x.

Teorema 1.8. Sean S y R dos matrices doble estocásticas de n × n con descom-
posiciones de Birkho� S =

∑
αiPi y R =

∑
βjQj y sean x e y vectores de n

coordenadas.

(1) Si y = Sx y x = Ry, entonces y = Pix y x = Qjy para todo i, j.

(2) Sean x e y como en (1). Si además, S o R es indescomponible, entonces
x = y = s · 1 para algún escalar s.

(3) Si x e y son 0, 1−vectores (sus coordenadas son ceros o unos) y además y = Sx
entonces y = Pix para todo i.

Demostración. La demostración de este resultado necesita la de�nición del siguiente
conjunto convexo. Sea v un vector. Sea Π(v) la cápsula convexa de todos los vectores
formados por las permutaciones de los coe�cientes de v. Notemos que los puntos
extremales de Π(v) son todas las permutaciones de v, es decir los vectores de la forma
Pv con P una matriz de permutación. Consideremos, ahora, que y = Sx donde S es

doble estocástica. Dado que S =
∑

αiPi, tenemos que y = Sx =
∑

αiPix y por

tanto y es una combinación convexa de las permutaciones de x, es decir y ∈ Π(x).

Más aún, si P ′ es alguna permutación entonces P ′y = P ′Sx =
∑

αi(P
′Pi)x; por lo

que P ′y ∈ Π(x). Nos queda que todos los puntos extremales de Π(y) están en Π(x).
Luego, si S es doble estocástica y y = Sx entonces Π(y) ⊆ Π(x).

Probemos ahora el teorema: (1) veamos que y = Sx y x = Ry implica que
Π(x) = Π(y). Entonces x e y son puntos extremales de esta cápsula convexa. Como

y =
∑

αiPix debemos tener que y = Pix para todo i y de la misma manera



9

x = Qjy para todo j. (2) primero notemos que si x o y es 0, entonces ambos son 0 y la
conclusión es válida. Así que supongamos que x e y no son 0 y S es indescomponible.
Sabemos que y = Sx y x = Qy para alguna matriz de permutación Q. Entonces
x = QSx y x es un autovector de QS con autovalor 1. Además, notemos que también
el vector 1 es autovector con autovalor 1. Como S es no negativa e indescomponible
es fuertemente irreducible lo que garantiza que QS es irreducible. Usando el teorema
anterior nos queda que QS tiene un único autovalor dominante que es positivo y
tiene asociado un autovector positivo. Por lo que se sigue que x es un múltiplo del
vector 1. (3) sabemos solamente que y = Sx y que x, y ∈ {0, 1}n. Como y ∈ Π(x),
nos queda que 1ty = 1tSx = 1tx por lo que x e y tienen el mismo número de unos.
Es decir, x es una permutación de y. Por lo que y es un punto extremo de Π(x) y

dado que y =
∑

αiPix, tenemos que y = Pix para todo i. �

Una aplicación del teorema es que dos grafos isomorfos fraccionarios G y H
tienen la misma secuencia de grados.

Proposición 1.9. Si G ≈f H, entonces G y H tienen la misma secuencia de grados.

Demostración. Sean A y B las matrices de adyacencia de G y H y sea S la
matriz doble estocástica con AS = SB. Sean dG = A · 1 y dH = B · 1, los
vectores cuyas coordenadas son los grados de los vértices de G y H. Entonces
dG = A · 1 = AS · 1 = SB · 1 = SdH y dH = B · 1 = BSt · 1 = StA · 1 = StdG.
Luego por el teorema anterior tenemos que dG y dH son uno permutación del otro,
es decir, G y H tienen la misma secuencia de grados. �

1.3.4. Producto de Kronecker

Sean A y B matrices de n × n. El producto de Kronecker de A y B, A ⊗ B, es
una matriz de n2 × n2 de la siguiente forma:

A⊗B =


A11B A12B ... A1nB
A21B A22B ... A2nB
... ... ... ...

An1B An2B ... AnnB


donde AijB es la matriz de n × n formada multiplicando a B por el escalar Aij.
Calculemos ahora qué transformación lineal representa A ⊗ B. Para matrices de
n × n, A, B y X, sea FA,B(X) = AXBt. Entonces, FA,B es una transforma-
ción lineal de�nida en el espacio Rn×n de todas las matrices reales de n × n.
Una base de Rn×n es el conjunto {E(i, j) : 1 ≤ i, j ≤ n} donde E(i, j) es la ma-
triz con todos sus coe�cientes iguales a 0 excepto un 1 en la posición ij. Luego,
FA,B(E(i, j)) = AE(i, j)Bt es la matriz cuya coordenada pq se calcula de la siguien-
te forma: [AE(i, j)Bt]pq =

∑
ApaE(i, j)abB

t
bq = ApiBqj. Como p y q varían entre 1 y

n, obtenemos n2 entradas en la columna j del bloque i-ésimo de columnas en A⊗B.
Más aún, para una matriz M de n × n, sea c(M) el vector columna de n2 coe-

�cientes formado al apilar las columnas de M una encima de la otra. Tenemos que
c(FA,B(X)) = (A⊗B)(c(X)).
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Por lo que A ⊗ B es la matriz de la transformación lineal FA,B con respecto a
la base E(i, j). Cuando A y B son matrices doble estocásticas vemos que A ⊗ B
también lo es.

Lema 1.10. Sean A y B dos matrices doble estocásticas de n×n con descomposicio-

nes de Birkho� A =
∑

αiPi y B =
∑

βjQj. Entonces A⊗ B es doble estocástica

con descomposición de Birkho� A⊗B =
∑∑

αiβj(Pi ⊗Qj).

Demostración. Si P y Q son matrices de permutación entonces P ⊗ Q también lo
es. Luego el bloque kl de A⊗B se calcula como

AklB = (
∑

αiPi)klB

= (
∑

αiPi)kl(
∑

βjQj)

=
∑∑

(αiPi)klβjQj

=
∑∑

αiβj(Pi)klQj

luego A⊗B =
∑∑

αiβj(Pi ⊗Qj). �

1.4. Particiones equitativas

La existencia de un isomor�smo fraccionario entre dos grafos está conectada con
el concepto de particiones equitativas. En el primer ejemplo que vimos de dos grafos
isomorfos fraccionarios se podían pintar los vértices de los dos grafos de blanco y
negro de forma tal que los vértices negros tenían grado 4 y los vértices blancos gra-
do 3. De hecho, también se podía observar que cada vértice negro tiene exactamente
3 vecinos blancos y 1 negro y cada vértice blanco tiene 2 vecinos negros y 1 blanco.

Sea S un subconjunto del conjunto de vértices de G. Llamemos d(v, S) al grado
de v en S, es decir, el número de vértices vecinos a v en S (d(v, S) = |N(v) ∩ S|).
Decimos que una partición V1 ∪ ... ∪ Vs de V (G) es equitativa si para todo i, j y
todo x, y ∈ Vi tenemos que d(x, Vj) = d(y, Vj). En otras palabras, cada uno de los
grafos inducidos G [Vi] es regular y cada grafo bipartito G [Vi, Vj] es bi-regular. Es
evidente que todo grafo tiene una partición equitativa considerando a cada vértice
separado como una parte de la partición. Si G es un grafo regular entonces admite
una partición con una única parte, V (G).

Además, las particiones de un conjunto (incluyendo las particiones equitativas de
un grafo) pueden ser parcialmente ordenadas por re�namiento. Dadas dos particiones
de un conjunto P y Q, podemos formar la partición más �na que es más gruesa que
P y Q. La llamamos el supremo de P y Q y la denotamos P ∨ Q. Otra forma de
describir el supremo de P y Q es de la siguiente manera: decimos que x ≡P y si x e
y están en la misma parte de la partición P . (Es fácil ver que ≡P es una relación de
equivalencia). Sea R = P ∨Q luego x ≡R y si y sólo si podemos encontrar z1, ..., zs
con x ≡ z1 ≡ z2 ≡ ... ≡ zs ≡ y donde cada ≡ puede ser ≡P o ≡R.
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Lema 1.11. Sean P y Q dos particiones equitativas de un grafo G. Entonces
R = P ∨Q también es una partición equitativa.

Demostración. Sea R = {R1, ..., Rr}. Es fácil ver que cada Ri puede ser particionado
en conjuntos de P o de Q (porque P y Q son re�namientos de R). Sean x, y ∈ Ri. Te-
nemos que ver que d(x,Rj) = d(y,Rj) para todo j. Como x ≡ z1 ≡ z2 ≡ ... ≡ zs ≡ y
lo único que hay que ver son los casos x ≡P y y x ≡Q y. Sin pérdida de genera-
lidad consideremos x ≡P y. Como Rj se puede particionar en conjuntos de P ,
es decir Rj = P1 ∪ ... ∪ Pp (porque P es un re�namiento de R), nos queda que:
d(x,Rj) = d(x, P1)+ ...+d(x, Pp) y d(y,Rj) = d(y, P1)+ ...+d(y, Pp). Como x ≡P y
luego cada d(x, Pi) es igual a d(y, Pi). Por lo que resulta que d(x,Rj) = d(y,Rj). �

Teorema 1.12. Sea G un grafo. Entonces G tiene una única partición equitativa
más gruesa.

Demostración. Sean P1, ..., Pk la lista de todas las particiones equitativas de G.
Esta lista no es vacía dado que vimos que siempre hay una partición equitativa para
cualquier G (la de los singletons). Sea Q = P1∨ ...∨Pk. Por el lema anterior y como
∨ es asociativa, Q es la única partición equitativa más gruesa. �

Volviendo a los grafos isomorfos fraccionarios, nos gustaría ver que todos tienen
una partición equitativa común. Para ello veamos lo siguiente: dado G un grafo
y P = {P1, ..., Pp} una partición equitativa de V (G) podemos calcular ciertos pa-
rámetros de P . Estos parámetros son un par (n,D) donde n es un vector de p
componentes indicando el número de vértices de cada Pi y D es una matriz de p× p
donde cada coe�ciente ij corresponde al valor d(x, Pj) con x ∈ Pi. Por ejemplo, para
los grafos vistos anteriormente y pensando en las particiones en vértices negros y

blancos tenemos que n =

[
6
6

]
y D =

[
3 1
1 2

]
para ambos grafos.

Si para dos grafos G y H tenemos particiones P y Q tales que los pares (n,D)
de ambas particiones coinciden, entonces decimos que P y Q tienen los mismos
parámetros. En ese caso, G y H tienen una partición equitativa común (biyección
mediante entre los vértices de G y los de H). Si, además, P y Q son las particiones
equitativas más gruesas de G y H, entonces decimos que G y H tienen la partición
equitativa más gruesa en común.

Los parámetros (n,D) de una partición equitativa P = {P1,..., Pp} siguen algunas
reglas sencillas. Por una parte, n1 + ... + np = v(G). Por otra parte, nos queda que
niDij = njDji. Finalmente, si ordenamos los vértices de G siguiendo el orden de las
particiones nos queda que la matriz de adyacencia de G es

A(G) =


A11 A12 ... A1p

A21 A22 ... A2p

... ... ... ...
Ap1 Ap2 ... App


donde cada bloque Aij es de tamaño ni × nj y la suma de cada �la de Aij es Dij.
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1.5. Secuencias iteradas de grados

Otro concepto para entender el isomor�smo fraccionario es el de las secuencias
iteradas de grados de un grafo. Podemos calcular la secuencia de grados de un grafo
(y llamarla d1(G)) como el conjunto con multiplicidad d1(G) = {d(v) : v ∈ V (G)},
ordenado en forma no decreciente. También podemos calcular para un vértice v �jo,
la secuencia de grados de sus vecinos: d1(v) = {d(w) : w ∈ N(v)}. Para los grafos
vistos anteriormente los vértices blancos tienen secuencia de grados {3, 3, 4} y los
vértices negros tienen secuencia de grados {3, 4, 4, 4}.

Por otra parte, podemos calcular la secuencia de la secuencia de grados de los
vértices de G (y la llamamos d2(G)): d2(G) = {d1(v) : v ∈ V (G)} y de la misma ma-
nera d2(v) = {d1(w) : w ∈ N(v)}. Por ejemplo, siempre con los grafos de antes, para
los vértices blancos tenemos que d2(v) = {{3, 3, 4} , {3, 3, 4} , {3, 4, 4, 4}} y para los
vértices negros tenemos que d2(v) = {{3, 3, 4} , {3, 4, 4, 4} , {3, 4, 4, 4} , {3, 4, 4, 4}}.

Podemos seguir iterando y de�nir:

dk+1(G) = {dk(v) : v ∈ V (G)}
dk+1(v) = {dk(w) : w ∈ N(v)} .

Finalmente, podemos de�nir la secuencia de grados de un vértice v de G como la lista
in�nita: D(v) = [d1(v), d2(v), ...] y de la misma forma: D(G) = [d1(G), d2(G), ...].

Es sencillo ver que para los grafos G y H del ejemplo anterior tenemos que
D(G) = D(H). Lo que veremos en la próxima sección es justamente el teorema
principal sobre isomor�smo fraccionario que nos dice que tener dos grafos G y H
isomorfos fraccionarios es equivalente a que estos grafos tengan la misma partición
equitativa más gruesa o a que tengan D(G) = D(H).

1.6. El teorema principal sobre isomor�smo fraccio-

nario

Teorema 1.13. Sean G y H grafos. Son equivalentes:
(1) G ≈f H
(2) G y H tienen en común la partición equitativa más gruesa
(3) G y H tienen en común alguna partición equitativa
(4) D(G) = D(H)

Demostración. Sean G y H grafos con n vértices, V (G) = {v1, ..., vn}, y
V (H) = {w1, ..., wn}. Sean A y B sus matrices de adyacencia, respectivamente.

(1) ⇒ (3): Supongamos que G ≈f H y sea S una matriz doble estocástica tal
que AS = SB. Renombrando los vértices de G y H, podemos suponer que S tiene
una estructura de bloques S = S1⊕ ...⊕Ss donde cada Si es indescomponible (y por
tanto fuertemente irreducible). La matriz S induce particiones sobre los vértices de
G y H: PG = {V1, ..., Vs} donde vi y vj están en la misma parte de la partición de G
si los índices i y j caen en el mismo Sk y de la misma forma de�nimos PH . Veamos



13

que PG y PH son particiones equitativas con los mismos parámetros. Particionando
A y B en bloques que siguen las particiones PG y PH , nos queda:
A11 A12 ... A1s

A21 A22 ... A2s

... ... ... ...
As1 As2 ... Ass



S1 0 ... 0
0 S2 ... 0
... ... ... ...
0 0 ... Ss

 =


S1 0 ... 0
0 S2 ... 0
... ... ... ...
0 0 ... Ss



B11 B12 ... B1s

B21 B22 ... B2s

... ... ... ...
Bs1 Bs2 ... Bss


y se puede escribir de forma más compacta como: AijSj = SiBij. Trasponiendo
AS = SB nos queda que StA = BSt y St

iAij = BijS
t
j. El vector dij(G) = Aij · 1 da

el número de aristas de cada vértice en Vi a todos los vértices en Vj. De la misma
manera dij(H) = Bij · 1 da el número de aristas de cada vértice en Wi a todos los
vértices en Wj. Veamos que dij(G) = dij(H) = c · 1 para algún entero c:

AijSj · 1 = SiBij · 1 ⇒ dij(G) = Sidij(H)

St
iAij · 1 = BijS

t
j · 1 ⇒ St

idij(G) = dij(H)

Aplicando el Teorema 1.8 a los vectores dij(G) y dij(H) podemos concluir que
dij(G) = dij(H) = c · 1 como queríamos.

(1) ⇒ (2): Vimos que (1) ⇒ (3). Más aún, mostramos que los bloques de S
inducen una partición equitativa común en los grafos G y H. Usemos esto para ver
que (1)⇒ (2). Supongamos que G ≡f H y S es doble estocástica con AS = SB. Sea
PG la partición equitativa más gruesa de G con parámetros (n,D). Basta ver que H
tiene una partición equitativa con los mismos parámetros. Sea PG = {V1, ..., Vr} y
supongamos que los primeros n1 vértices de G están V1 y los siguientes n2 vértices
están en V2, etc. Sea R = R1⊕R2⊕ ...⊕Rr la matriz doble estocástica donde cada
Ri = 1

ni
Jni

donde ni es el número de vértices de Vi y Jni
es la matriz de ni × ni

con todos 1 en sus coe�cientes. Como PG es una partición equitativa tenemos que
niDij = njDji que se puede escribir como AR = RA. Dado que AS = SB, nos
queda que ARS = RAS = RSB.

Veamos que RS = R. Sabemos que los bloques indescomponibles de S corres-
ponden a una partición equitativa de G. Así, escribimos S = S1 ⊕ S2 ⊕ ... ⊕ Sr

donde cada Sk es doble estocástico (pero no necesariamente indescomponible) y tie-
ne las mismas dimensiones que Rk. Entonces RS = (R1S1)⊕ (R2S2)⊕ ...⊕ (RrSr)
y RkSk = Rk porque Rk = 1

nk
Jnk

y Sk es doble estocástica. Dado que ARS = RSB,
sabemos que AR = RB. Por lo que R induce una partición equitativa en H con los
mismos parámetros que PG.

(2)⇒ (3): Trivial.

(3) ⇒ (1): Supongamos que G y H tienen particiones equitativas PG y PH con
los mismos parámetros (n,D). Sean PG = {V1, ..., Vs} y PH = {W1, ...,Ws} de forma
tal que |Vi| = |Wi| = ni y de esta forma el número de aristas de un vértice cualquiera
de Vi a los vértices de Vj es igual al número de aristas de un vértice cualquiera de
Wi a los vértices de Wj y vale Dij. Podemos suponer que los vértices en G están en
el orden dado por la partición PG y lo mismo para H.

Sea Si = 1
ni
Jni

y S = S1 ⊕ ...⊕ Ss. Calculando
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AS =


A11 A12 ... A1s

A21 A22 ... A2s

... ... ... ...
As1 As2 ... Ass



S1 0 ... 0
0 S2 ... 0
... ... ... ...
0 0 ... Ss

 =


A11S1 A12S2 ... A1sSs

A21S1 A22S2 ... A2sSs

... ... ... ...
As1S1 As2S2 ... AssSs



y SB =


S1 0 ... 0
0 S2 ... 0
... ... ... ...
0 0 ... Ss



B11 B12 ... B1s

B21 B22 ... B2s

... ... ... ...
Bs1 Bs2 ... Bss

 =


S1B11 S1B12 ... S1B1s

S2B21 S2B22 ... S2B2s

... ... ... ...
SsBs1 SsBs2 ... SsBss


vemos que éstas coinciden (puesto que AijSj = Dij · Jni

y SjBji = Dij · Jni
).

(3) ⇒ (4): Sean PG = {V1, ..., Vs} y PH = {W1, ...,Ws} particiones equita-
tivas de G y H respectivamente con los mismos parámetros. Queremos ver que
D(G) = D(H). Es su�ciente mostrar que para todo v ∈ Vi y para todo w ∈ Wi

tenemos que D(v) = D(w), es decir dk(v) = dk(w) para todo k. Podemos mostrar-
lo por inducción en k. Para k = 1 usamos que PG y PH son particiones equi-
tativas con los mismos parámetros. Supongamos ahora que dk−1(v) = dk−1(w)
para todo v ∈ Vi y para todo w ∈ Wi. Como dk(v) = {dk−1(x) : x ∈ N(v)} y
dk(w) = {dk−1(y) : y ∈ N(w)} y el número de vecinos de v y w es el mismo para
cada parte apropiada de las particiones, nos queda que dk(v) = dk(w).

(4) ⇒ (3): Supongamos que D(G) = D(H). Podemos partir G y H poniendo
dos vértices en la misma parte de la partición si tienen la misma secuencia iterada
de grados. Llamemos a estas particiones PG y PH . De la lista D(v) podemos leer
cuántos vecinos de cada tipo tiene v. Luego PG y PH son particiones equitativas con
los mismos parámetros. �

1.6.1. Algunas consecuencias del teorema principal

Algunas consecuencias interesantes son:
Sean G y H grafos. Son isomorfos fraccionarios cuando las respectivas particiones

equitativas más gruesas tienen los mismos parámetros. Por lo que basta encontrar
estas particiones y comparar los parámetros.

Si partimos la matriz de adyacencia A de un grafo G siguiendo la partición
equitativa más gruesa, nos queda

A =

A11 ... A1p

... ... ...
Ap1 ... App


entonces sabemos que los Aij son matrices con 0 y 1 únicamente donde la suma de
cada �la es constante y vale dij (y de la misma forma, la suma de cada columna es
constante y vale dji). Podemos encontrar todos los grafos isomorfos fraccionarios a
G siguiendo estas operaciones: para cada par de índices i,j reemplazamos Aij por
otra matriz Cij de las mismas dimensiones y con las mismas sumas en las �las y en
las columnas que Aij (y reemplazamos Aji = At

ij con C
t
ij). Esto da una descripción

completa de las clases de grafos isomorfos fraccionarios.
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Sea P = {V1, ..., Vp} la partición equitativa más gruesa de G. Para dos vértices
cualesquiera x, y en la misma parte de la partición de P el número de caminos de
longitud k empezando de x debe igualar al número de caminos de longitud k que
comienzan en y. Además, si G es isomorfo fraccionario a H, para todo vértice z
ligado a x, el número de caminos de longitud k (en H) debe igualar al número de
caminos de longitud k que comienzan en x. Sea w(k) el vector del número de caminos
de largo k empezando en los diferentes vértices de G. Notemos que w(k) = Ak · 1.
Si G es conexo, Ak · 1 tiende al autovector correspondiente al máximo autovalor de
A (llamémoslo λ). Por tanto, para cada vértice x, el número de caminos de largo k
comenzando en x es asintótico a cλk para alguna constante c positiva. (Si el grafo no
es conexo, el número de caminos de largo k que comienzan en un vértice dado crece
como λk donde λ es el máximo autovalor de la componente del grafo que contiene
al vértice dado). Por lo tanto,

Proposición 1.14. Si G ≈f H entonces el máximo autovalor de G y H es el mismo.

Es interesante notar, sin embargo, que dos grafos isomorfos fraccionarios no son
necesariamente coespectrales.

Independientemente del teorema principal, el problema de reconocer si dos grafos
son fraccionalmente isomorfos es polinomial, ya que la misma de�nición basada
en sus respectivas matrices de adyacencia A y B y la existencia de una matriz
doble estocástica S tal que AS = SB se traduce en un problema de programación
lineal, que puede resolverse en tiempo polinomial [4]. En contraste, la complejidad
computacional del problema de reconocimiento de isomor�smo de grafos continúa,
al día de la fecha, abierta.





Capítulo 2

Isomor�smo fraccionario de
hipergrafos

2.1. Introducción a los hipergrafos

Un hipergrafo G es un par G = (S,X) donde S es un conjunto �nito y X
es una familia de subconjuntos de S. El conjunto S se llama conjunto de vértices
del hipergrafo. Los elementos de X son las hiperaristas o simplemente aristas del
hipergrafo. Por ejemplo, un grafo es un caso particular de hipergrafo donde cada
elemento deX tiene cardinal 2. (En ese caso, se dice que el hipergrafo es 2-uniforme).
Para un hipergrafo dado, M es la matriz vértice-arista de incidencia si tiene n �las
(tantas como vértices en el conjunto S) y m columnas (tantas como hiperaristas en
el conjunto X) y Mij vale 0 ó 1 según si el vértice i pertenece a la hiperarista j. En
particular los grafos (hipergrafos 2-uniformes) pueden ser determinados examinando
M : si cada columna tiene sólo dos 1 estamos ante un grafo. Es decir, si 1t ·M = 2.
Por otra parte, es fácil ver que M · 1 = δ donde δi es el grado del vértice i.

Vemos entonces que para un grafoG, tenemos dos tipos de notaciones matriciales,
la matriz cuadrada de n × n (n es el número de vértices de G) de adyacencia y la
matriz vértice-arista de n×m (donde n es como antes y m es el número de aristas)
de incidencia.

Hasta ahora, hemos trabajado con las matrices de adyacencia para grafos G y H.
Y hemos intentado a partir del concepto de isomor�smo de grafos, una relajación
para llegar al concepto de isomor�smo fraccionario de grafos. Una pregunta que
podemos hacernos es: ¾cómo se traduce la ecuación matricial AS = SB (donde A
y B son las matrices de adyacencia de los grafos G y H y S es una matriz doble
estocástica) a una ecuación matricial con MG y MH (donde MG y MH son las
matrices vértice-arista de incidencia)? Veremos con detalle que G ≈f H (es decir,
AS = SB)⇐⇒ existen S1 y S2 matrices doble estocásticas tales que S1MG = MHS

t
2

y MGS2 = St
1MH .

La razón para pedir estas dos condiciones es la relajación de la condición de que
dos hipergrafos sean isomorfos: PMGQ = MH donde ahora G y H son dos hiper-
grafos (no necesariamente 2-uniformes) y P y Q son dos matrices de permutación

17
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de tamaños apropiados. Luego, PMG = MHQ
t yMGQ = P tMH (donde usamos que

para matrices de permutación P y Q se cumple que P t = P−1 y Qt = Q−1 y también
estas últimas son matrices de permutación). Entonces, relajando las matrices de per-
mutación P y Q nos quedan las mismas ecuaciones para matrices doble estocásticas
S1 y S2. ¾Por qué es necesario este nuevo enfoque, si podríamos seguir trabajando
con las matrices A y B? Lo interesante de esta otra aproximación para el isomor�s-
mo fraccionario es que ahora puede ser extendido a hipergrafos. En particular, esto
nos permitirá calcular algunos invariantes fraccionarios usando programación lineal.
También podremos extender el teorema principal de caracterización de los grafos
isomorfos fraccionarios a hipergrafos.

Por ahora diremos que dos hipergrafosG yH cumplen queG ≡ H si y sólo si exis-
ten S1 y S2 matrices doble estocásticas tales que S1MG = MHS

t
2 y MGS2 = St

1MH .

Es evidente que dos matricesMG yMH que cumplen con las ecuaciones anteriores
tienen las mismas dimensiones (ambas tienen n �las y m columnas).

Proposición 2.1. ≡ es una relación de equivalencia.

Demostración. Veamos que es re�exiva, simétrica y transitiva.

Re�exiva: I1MG = MGI
t
2 y MGI2 = I t1MG donde I1 = I t1 y I2 = I t2 son las

matrices identidad de n× n y m×m (como siempre n es el número de vértices de
G y m es el número de hiperaristas de G).

Simétrica: trivial puesto que llamando a St
1 = U1 y St

2 = U2 nos queda que
U1MH = MGU2 y MHU2 = U t

1MG.

Transitiva: si S1MG = MHS
t
2 yMGS2 = St

1MH y S3MG = MKS
t
4 yMGS4 = St

3MK

nos queda que S1MGS4 = MHS
t
2S4 pero también S1MGS4 = S1S

t
3MK con lo que

MHS
t
2S4 = S1S

t
3MK . De la misma forma, nos queda que S3MGS2 = S3S

t
1MH pero

también S3MGS2 = MKS
t
4S2 con lo que S3S

t
1MH = MKS

t
4S2. Llamando U1 = St

2S4

y U2 = S3S
t
1 nos queda que MHU1 = U t

2MK y U2MH = MKU
t
1. (Recordemos que un

producto de matrices doble estocásticas también es una matriz doble estocástica).
�

2.2. Isomor�smo fraccionario de hipergrafos

2.2.1. Ejemplos y casos particulares

Para ver que dos grafos G y H isomorfos fraccionarios también cumplen que
G ≡ H, trabajaremos primero con algunos ejemplos y casos particulares:

Ejemplo 2.2. G y H como en la �gura. Como G y H son ambos 3-regulares de 8
vértices, son isomorfos fraccionarios y pueden ser descriptos por el vector v = [8] y
la matriz D = [3].
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Calculemos MG y MH :

MG =



1 0 0 0 0 0 0 1 1 0 0 0
1 1 0 0 0 0 0 0 0 1 0 0
0 1 1 0 0 0 0 0 0 0 1 0
0 0 1 1 0 0 0 0 0 0 0 1
0 0 0 1 1 0 0 0 1 0 0 0
0 0 0 0 1 1 0 0 0 1 0 0
0 0 0 0 0 1 1 0 0 0 1 0
0 0 0 0 0 0 1 1 0 0 0 1



y MH =



1 0 0 1 1 0 0 0 0 0 0 0
1 1 0 0 0 1 0 0 0 0 0 0
0 1 1 0 1 0 0 0 0 0 0 0
0 0 1 1 0 1 0 0 0 0 0 0
0 0 0 0 0 0 1 0 0 1 1 0
0 0 0 0 0 0 1 1 0 0 0 1
0 0 0 0 0 0 0 1 1 0 1 0
0 0 0 0 0 0 0 0 1 1 0 1


De�namos S1 = 1

8
J8 = St

1 y S2 = 1
12
J12 = St

2 y calculemos S1MG y MHS
t
2:

S1MG = 1
8



1 1 1 1 1 1 1 1
1 1 1 1 1 1 1 1
1 1 1 1 1 1 1 1
1 1 1 1 1 1 1 1
1 1 1 1 1 1 1 1
1 1 1 1 1 1 1 1
1 1 1 1 1 1 1 1
1 1 1 1 1 1 1 1





1 0 0 0 0 0 0 1 1 0 0 0
1 1 0 0 0 0 0 0 0 1 0 0
0 1 1 0 0 0 0 0 0 0 1 0
0 0 1 1 0 0 0 0 0 0 0 1
0 0 0 1 1 0 0 0 1 0 0 0
0 0 0 0 1 1 0 0 0 1 0 0
0 0 0 0 0 1 1 0 0 0 1 0
0 0 0 0 0 0 1 1 0 0 0 1



= 1
8



2 2 2 2 2 2 2 2 2 2 2 2
2 2 2 2 2 2 2 2 2 2 2 2
2 2 2 2 2 2 2 2 2 2 2 2
2 2 2 2 2 2 2 2 2 2 2 2
2 2 2 2 2 2 2 2 2 2 2 2
2 2 2 2 2 2 2 2 2 2 2 2
2 2 2 2 2 2 2 2 2 2 2 2
2 2 2 2 2 2 2 2 2 2 2 2


= 2

8
J8×12
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MHSt
2 =



1 0 0 1 1 0 0 0 0 0 0 0
1 1 0 0 0 1 0 0 0 0 0 0
0 1 1 0 1 0 0 0 0 0 0 0
0 0 1 1 0 1 0 0 0 0 0 0
0 0 0 0 0 0 1 0 0 1 1 0
0 0 0 0 0 0 1 1 0 0 0 1
0 0 0 0 0 0 0 1 1 0 1 0
0 0 0 0 0 0 0 0 1 1 0 1


· 1
12



1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1
1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1
1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1
1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1
1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1
1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1
1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1
1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1
1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1
1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1
1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1
1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1



= 1
12



3 3 3 3 3 3 3 3 3 3 3 3
3 3 3 3 3 3 3 3 3 3 3 3
3 3 3 3 3 3 3 3 3 3 3 3
3 3 3 3 3 3 3 3 3 3 3 3
3 3 3 3 3 3 3 3 3 3 3 3
3 3 3 3 3 3 3 3 3 3 3 3
3 3 3 3 3 3 3 3 3 3 3 3
3 3 3 3 3 3 3 3 3 3 3 3


= 3

12
J8×12

Por lo que S1MG = MHS
t
2 = 1

4
J8×12 y de la misma forma también, MGS2 =

St
1MH = 1

4
J8×12.

Como en un grafo r-regular hay vr
2
aristas, es fácil ver que los cálculos anteriores

dan como resultado 2
v
Jv×a = r

a
Jv×a. Veámoslo en la siguiente proposición:

Proposición 2.3. Si los grafos G y H son ambos de n vértices y r-regulares (luego
G ≈f H) entonces G ≡ H.

Demostración. Calculemos explícitamente las matrices S1 y S2. Como antes, lla-
mamos Js a la matriz de s × s cuyos coe�cientes son todos 1 y Js×t la matriz de
s × t cuyos coe�cientes son todos 1. Sean MG y MH las matrices vértice-arista de
incidencia de los grafos G y H. Entonces las dimensiones de estas matrices son de
n×a donde a = nr

2
es el número de aristas de G y también de H. Calculemos S1MG

y MHS
t
2 donde S1 = St

1 = 1
n
Jn y S2 = St

2 = 1
a
Ja.

S1MG = 1
n
JnMG = 1

n
2Jn×a donde el 2 aparece porque cada columna deMG suma

2 (tiene únicamente dos 1 en cada columna, los grafos son hipergrafos 2-uniformes).
MHS

t
2 = MH

1
a
Ja = 1

a
rJn×a donde r aparece porque cada �la deMH suma r (hay

exactamente r unos en cada �la por ser un grafo r-regular).
Pero como a = nr

2
, entonces 2

n
= r

a
por lo que S1MG = MHS

t
2. De la misma

forma, MGS2 = MG
1
a
Ja = 1

a
rJn×a y St

1MH = 1
n
JnMH = 1

n
2Jn×a, expresiones que

coinciden. �

Ejemplo 2.4. Sean G y H grafos bipartitos, como en la �gura.
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Entonces, como G y H son isomorfos fraccionarios, ambos pueden ser descriptos

por el vector v =

[
4
8

]
y la matriz D =

[
0 4
2 0

]
. De�niendo S1 = St

1 = 1
4
J4 ⊕ 1

8
J8 y

S2 = St
2 = 1

16
J16 y ordenando convenientemente los vértices enMG yMH , nos queda

que:

S1MG =



1
4

1
4

1
4

1
4

0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0
1
4

1
4

1
4

1
4

0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0
1
4

1
4

1
4

1
4

0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0
1
4

1
4

1
4

1
4

0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0

0 0 0 0 1
8

1
8

1
8

1
8

1
8

1
8

1
8

1
8

1
8

1
8

1
8

1
8

0 0 0 0 1
8

1
8

1
8

1
8

1
8

1
8

1
8

1
8

1
8

1
8

1
8

1
8

0 0 0 0 1
8

1
8

1
8

1
8

1
8

1
8

1
8

1
8

1
8

1
8

1
8

1
8

0 0 0 0 1
8

1
8

1
8

1
8

1
8

1
8

1
8

1
8

1
8

1
8

1
8

1
8

0 0 0 0 1
8

1
8

1
8

1
8

1
8

1
8

1
8

1
8

1
8

1
8

1
8

1
8

0 0 0 0 1
8

1
8

1
8

1
8

1
8

1
8

1
8

1
8

1
8

1
8

1
8

1
8

0 0 0 0 1
8

1
8

1
8

1
8

1
8

1
8

1
8

1
8

1
8

1
8

1
8

1
8

0 0 0 0 1
8

1
8

1
8

1
8

1
8

1
8

1
8

1
8

1
8

1
8

1
8

1
8





1 1 1 1 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0
0 0 0 0 1 1 1 1 0 0 0 0 0 0 0 0
0 0 0 0 0 0 0 0 1 1 1 1 0 0 0 0
0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 1 1 1 1
1 0 0 0 1 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0
0 1 0 0 0 1 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0
0 0 1 0 0 0 1 0 0 0 0 0 0 0 0 0
0 0 0 1 0 0 0 1 0 0 0 0 0 0 0 0
0 0 0 0 0 0 0 0 1 0 0 0 1 0 0 0
0 0 0 0 0 0 0 0 0 1 0 0 0 1 0 0
0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 1 0 0 0 1 0
0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 1 0 0 0 1



=



1
4

1
4

1
4

1
4

1
4

1
4

1
4

1
4

1
4

1
4

1
4

1
4

1
4

1
4

1
4

1
4

1
4

1
4

1
4

1
4

1
4

1
4

1
4

1
4

1
4

1
4

1
4

1
4

1
4

1
4

1
4

1
4

1
4

1
4

1
4

1
4

1
4

1
4

1
4

1
4

1
4

1
4

1
4

1
4

1
4

1
4

1
4

1
4

1
4

1
4

1
4

1
4

1
4

1
4

1
4

1
4

1
4

1
4

1
4

1
4

1
4

1
4

1
4

1
4

1
8

1
8

1
8

1
8

1
8

1
8

1
8

1
8

1
8

1
8

1
8

1
8

1
8

1
8

1
8

1
8

1
8

1
8

1
8

1
8

1
8

1
8

1
8

1
8

1
8

1
8

1
8

1
8

1
8

1
8

1
8

1
8

1
8

1
8

1
8

1
8

1
8

1
8

1
8

1
8

1
8

1
8

1
8

1
8

1
8

1
8

1
8

1
8

1
8

1
8

1
8

1
8

1
8

1
8

1
8

1
8

1
8

1
8

1
8

1
8

1
8

1
8

1
8

1
8

1
8

1
8

1
8

1
8

1
8

1
8

1
8

1
8

1
8

1
8

1
8

1
8

1
8

1
8

1
8

1
8

1
8

1
8

1
8

1
8

1
8

1
8

1
8

1
8

1
8

1
8

1
8

1
8

1
8

1
8

1
8

1
8

1
8

1
8

1
8

1
8

1
8

1
8

1
8

1
8

1
8

1
8

1
8

1
8

1
8

1
8

1
8

1
8

1
8

1
8

1
8

1
8

1
8

1
8

1
8

1
8

1
8

1
8

1
8

1
8

1
8

1
8

1
8

1
8



MHSt
2 =



1 1 1 1 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0
0 0 0 0 1 1 1 1 0 0 0 0 0 0 0 0
0 0 0 0 0 0 0 0 1 1 1 1 0 0 0 0
0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 1 1 1 1
1 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 1 0 0 0
0 1 0 0 1 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0
0 0 1 0 0 1 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0
0 0 0 1 0 0 1 0 0 0 0 0 0 0 0 0
0 0 0 0 0 0 0 1 1 0 0 0 0 0 0 0
0 0 0 0 0 0 0 0 0 1 0 0 0 1 0 0
0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 1 0 0 0 1 0
0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 1 0 0 0 1



· 1
16



1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1
1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1
1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1
1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1
1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1
1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1
1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1
1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1
1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1
1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1
1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1
1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1
1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1
1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1
1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1
1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1



= 1
16



4 4 4 4 4 4 4 4 4 4 4 4 4 4 4 4
4 4 4 4 4 4 4 4 4 4 4 4 4 4 4 4
4 4 4 4 4 4 4 4 4 4 4 4 4 4 4 4
4 4 4 4 4 4 4 4 4 4 4 4 4 4 4 4
2 2 2 2 2 2 2 2 2 2 2 2 2 2 2 2
2 2 2 2 2 2 2 2 2 2 2 2 2 2 2 2
2 2 2 2 2 2 2 2 2 2 2 2 2 2 2 2
2 2 2 2 2 2 2 2 2 2 2 2 2 2 2 2
2 2 2 2 2 2 2 2 2 2 2 2 2 2 2 2
2 2 2 2 2 2 2 2 2 2 2 2 2 2 2 2
2 2 2 2 2 2 2 2 2 2 2 2 2 2 2 2
2 2 2 2 2 2 2 2 2 2 2 2 2 2 2 2


Por lo tanto, S1MG = MHS

t
2 y de la misma manera MGS2 = St

1MH . Veamos la
generalización de este ejemplo:

Proposición 2.5. Sea G un grafo bipartito de n y m vértices (b, c)-regular (es decir,



22

uno de los conjuntos de la bipartición tiene n vértices de grado b y el otro m vértices
de grado c, por lo tanto, la cantidad de aristas es a = nb = mc). Si H es otro grafo
con las mismas características (por lo tanto, G ≈f H) entonces G ≡ H.

Demostración. Si G y H son como en la proposición,MG yMH pueden ser reordena-
das de manera tal que las primeras n �las corresponden a los n vértices de una de las
componentes del grafo bipartito. En ese sentido,MG puede ser dividida en 2 matrices
de n× a y m× a (una debajo de la otra) donde cada una de esas matrices tiene un
único 1 por columna y la primer matriz tiene b unos por �la y la segunda tiene c unos

por �la. Es decirMG =

[
MG,1

MG,2

]
. Lo mismo conMH =

[
MH,1

MH,2

]
. Nuevamente, calcula-

mos explícitamente las matrices S1 y S2. Sea S1 = 1
n
Jn⊕ 1

m
Jm =

[
1
n
Jn 0
0 1

m
Jm

]
= St

1

y S2 = 1
a
Ja = St

2. Entonces,

S1MG =

[
1
n
Jn 0
0 1

m
Jm

] [
MG,1

MG,2

]
=

[
1
n
Jn×a

1
m
Jm×a

]
MHS

t
2 =

[
MH,1

MH,2

]
1
a
Ja = 1

a

[
bJn×a
cJm×a

]
pero como b

a
= 1

n
y c

a
= 1

m
nos queda que las

expresiones anteriores coinciden. De la misma forma

MGS2 =

[
MG,1

MG,2

]
1
a
Ja = 1

a

[
bJn×a
cJm×a

]
y St

1MH =

[
1
n
Jn 0
0 1

m
Jm

] [
MH,1

MH,2

]
=

[
1
n
Jn×a

1
m
Jm×a

]
que también coinciden. �

Ejemplo 2.6. Sean G y H son isomorfos fraccionarios con v =

[
2
6

]
y D =

[
1 3
1 2

]
como muestra la �gura.

Calculemos S1MG yMHS
t
2 donde S1 = St

1 = 1
2
J2⊕1

6
J6 y S2 = St

2 = 1
1
J1⊕1

4
J4⊕1

4
J4.

Calculemos S1MG y MHS
t
2:

S1MG =



1
2

1
2

0 0 0 0 0 0
1
2

1
2

0 0 0 0 0 0

0 0 1
6

1
6

1
6

1
6

1
6

1
6

0 0 1
6

1
6

1
6

1
6

1
6

1
6

0 0 1
6

1
6

1
6

1
6

1
6

1
6

0 0 1
6

1
6

1
6

1
6

1
6

1
6

0 0 1
6

1
6

1
6

1
6

1
6

1
6

0 0 1
6

1
6

1
6

1
6

1
6

1
6





1 0 0 0 0 0 0 1 1 1 0 0 0
1 0 0 0 0 0 0 0 0 0 1 1 1
0 1 0 0 0 0 1 1 0 0 0 0 0
0 1 1 0 0 0 0 0 1 0 0 0 0
0 0 1 1 0 0 0 0 0 1 0 0 0
0 0 0 1 1 0 0 0 0 0 1 0 0
0 0 0 0 1 1 0 0 0 0 0 1 0
0 0 0 0 0 1 1 0 0 0 0 0 1
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=



1 0 0 0 0 0 0 1
2

1
2

1
2

1
2

1
2

1
2

1 0 0 0 0 0 0 1
2

1
2

1
2

1
2

1
2

1
2

0 1
3

1
3

1
3

1
3

1
3

1
3

1
6

1
6

1
6

1
6

1
6

1
6

0 1
3

1
3

1
3

1
3

1
3

1
3

1
6

1
6

1
6

1
6

1
6

1
6

0 1
3

1
3

1
3

1
3

1
3

1
3

1
6

1
6

1
6

1
6

1
6

1
6

0 1
3

1
3

1
3

1
3

1
3

1
3

1
6

1
6

1
6

1
6

1
6

1
6

0 1
3

1
3

1
3

1
3

1
3

1
3

1
6

1
6

1
6

1
6

1
6

1
6

0 1
3

1
3

1
3

1
3

1
3

1
3

1
6

1
6

1
6

1
6

1
6

1
6



MHSt
2 =



1 0 0 0 0 0 0 1 1 1 0 0 0
1 0 0 0 0 0 0 0 0 0 1 1 1
0 1 0 0 0 0 1 1 0 0 0 0 0
0 1 1 0 0 0 0 0 0 0 1 0 0
0 0 1 1 0 0 0 0 1 0 0 0 0
0 0 0 1 1 0 0 0 0 0 0 1 0
0 0 0 0 1 1 0 0 0 1 0 0 0
0 0 0 0 0 1 1 0 0 0 0 0 1





1 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0
0 1

6
1
6

1
6

1
6

1
6

1
6

0 0 0 0 0 0

0 1
6

1
6

1
6

1
6

1
6

1
6

0 0 0 0 0 0

0 1
6

1
6

1
6

1
6

1
6

1
6

0 0 0 0 0 0

0 1
6

1
6

1
6

1
6

1
6

1
6

0 0 0 0 0 0

0 1
6

1
6

1
6

1
6

1
6

1
6

0 0 0 0 0 0

0 1
6

1
6

1
6

1
6

1
6

1
6

0 0 0 0 0 0

0 0 0 0 0 0 0 1
6

1
6

1
6

1
6

1
6

1
6

0 0 0 0 0 0 0 1
6

1
6

1
6

1
6

1
6

1
6

0 0 0 0 0 0 0 1
6

1
6

1
6

1
6

1
6

1
6

0 0 0 0 0 0 0 1
6

1
6

1
6

1
6

1
6

1
6

0 0 0 0 0 0 0 1
6

1
6

1
6

1
6

1
6

1
6

0 0 0 0 0 0 0 1
6

1
6

1
6

1
6

1
6

1
6



=



1 0 0 0 0 0 0 1
2

1
2

1
2

1
2

1
2

1
2

1 0 0 0 0 0 0 1
2

1
2

1
2

1
2

1
2

1
2

0 1
3

1
3

1
3

1
3

1
3

1
3

1
6

1
6

1
6

1
6

1
6

1
6

0 1
3

1
3

1
3

1
3

1
3

1
3

1
6

1
6

1
6

1
6

1
6

1
6

0 1
3

1
3

1
3

1
3

1
3

1
3

1
6

1
6

1
6

1
6

1
6

1
6

0 1
3

1
3

1
3

1
3

1
3

1
3

1
6

1
6

1
6

1
6

1
6

1
6

0 1
3

1
3

1
3

1
3

1
3

1
3

1
6

1
6

1
6

1
6

1
6

1
6

0 1
3

1
3

1
3

1
3

1
3

1
3

1
6

1
6

1
6

1
6

1
6

1
6


y entonces S1MG = MHS

t
2 y de la misma forma MGS2 = St

1MH .

Proposición 2.7. Sea G un grafo con la partición equitativa más gruesa de 2 com-

ponentes. Es decir, G puede ser descripto por los siguientes parámetros: v =

[
n
m

]
y D =

[
r1 b
c r2

]
donde nb = mc. Sea H otro grafo con los mismos parámetros, es

decir, G ≈f H. Entonces G ≡ H.

Demostración. Como antes, de�namos explícitamente las matrices doble estocásti-
cas S1 y S2. Sea

S1 =
1

n
Jn ⊕

1

m
Jm =

[
1
n
Jn 0
0 1

m
Jm

]
= St

1

y

S2 =
1

a1
Jaq ⊕

1

a2
Ja2 ⊕

1

a3
Ja3 =

 1
a1
Ja1 0 0

0 1
a2
Ja2 0

0 0 1
a3
Ja3

 = St
2

donde a1 = nr1
2
, a2 = mr2

2
y a3 = nb = mc son las cantidades de aristas involucradas.

Por tanto, MG y MH tienen dimensión v × a donde v = n + m y a = a1 + a2 + a3.
Y ambas, reordenándolas, se pueden escribir en bloques:

MG =

[
MG,11 0 MG,13

0 MG,22 MG,23

]
donde MG,11 (de tamaño n × a1) corresponde al

r1-regular de n vértices, MG,22 (de tamaño m × a2) corresponde al r2-regular de m
vértices yMG,13 yMG,23 (de tamaños n×a3 y m×a3 respectivamente) corresponden
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al bipartito (b, c)-regular. Por lo tanto, MG,11 · 1 = r1 y 1 ·MG,11 = 2 y de la misma
forma, MG,22 · 1 = r2 y 1 ·MG,22 = 2. También, MG,13 · 1 = b y 1 ·MG,13 = 1 y
MG,23 · 1 = c y 1 ·MG,23 = 1.

Entonces

S1MG =

[
1
n
Jn 0
0 1

m
Jm

] [
MG,11 0 MG,13

0 MG,22 MG,23

]
=

[
1
n
2Jn×a1 0 1

n
1Jn×a3

0 1
m

2Jm×a2
1
m

1Jm×a3

]

MHS
t
2 =

[
MH,11 0 MH,13

0 MH,22 MH,23

] 1
a1
Ja1 0 0

0 1
a2
Ja2 0

0 0 1
a3
Ja3


=

[
1
a1
r1Jn×a1 0 b

a3
Jn×a3

0 1
a2
r2Jm×a2

c
a3
Jm×a3

]
pero como 2

n
= r1

a1
, 2
m

= r2
a2
, b
a3

= 1
n
y c

a3
= 1

m
nos queda que las expresiones anteriores

coinciden. De la misma forma

St
1MH =

[
1
n
Jn 0
0 1

m
Jm

] [
MH,11 0 MH,13

0 MH,22 MH,23

]
=[

1
n
2Jn×a1 0 1

n
1Jn×a3

0 1
m

2Jm×a2
1
m

1Jm×a3

]

y MGS2 =

[
MG,11 0 MG,13

0 MG,22 MG,23

] 1
a1
Ja1 0 0

0 1
a2
Ja2 0

0 0 1
a3
Ja3


=

[
1
a1
r1Jn×a1 0 b

a3
Jn×a3

0 1
a2
r2Jm×a2

c
a3
Jm×a3

]
son iguales. �

2.2.2. Caso general

Veamos ahora que si dos grafos G y H son isomorfos fraccionarios (G ≈f H) en-
tonces G ≡ H (vistos como hipergrafos 2-uniformes), usando la proposición anterior
y generalizándola.

Si G ≈f H, ambos grafos tiene la misma partición equitativa más gruesa y
por tanto pueden ser descriptos por los parámetros v y D donde v es un vector
de k números correspondientes a las k partes de la partición del grafo y D es una
matriz de k × k cuyos coe�cientes corresponden a los distintos grados de conexión
entre componentes. Además, permutando �las y columnas, MG de v × a nos queda

dividida en k×t bloques (donde t =

(
k
2

)
= k(k+1)

2
es la cantidad de particiones de las

aristas considerando que hay k bloques). Para las primeras k columnas, tendremos
0 fuera de la diagonal y los k bloques (en la diagonal) MG,ii corresponden a las k
componentes regulares y por tanto MG,ii · 1 = Dii y 1 ·MG,ii = 2. Además, en las
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siguientes columnas, los bloques cumplen con MG,ij · 1 =

{
0
Dis

y 1 ·MG,ij =

{
0
1

donde j es indexado por s. Luego, llamamos S1 = 1
v1
Jv1⊕ ...⊕ 1

vk
Jvk (luego S1 = St

1)

y llamamos S2 = 1
a1
Ja1 ⊕ ...⊕ 1

at
Jat (luego S2 = St

2). Entonces

S1MG =



1
v1

Jv1 0 0 ... 0 0

0 1
v2

Jv2 0 ... 0 0

0 0 1
v3

Jv3 ... 0 0

... ... ... ... ... ...
0 0 0 ... 1

vk−1
Jvk−1 0

0 0 0 ... 0 1
vk

Jvk


•



MG,11 0 0 ... 0 0 MG,1(k+1) MG,1(k+2) ... 0
0 MG,22 0 ... 0 0 MG,2(k+1) 0 ... 0
0 0 MG,33 ... 0 0 0 MG,3(k+2) ... 0
... ... ... ... ... ... ... ... ... ...
0 0 0 ... Mg,(k−1)(k−1) ... 0 0 ... MG,(k−1)t

0 0 0 ... 0 MG,kk 0 0 ... MG,kt

 =



2
v1

Jv1×a1 0 0 ... 0 0 1
v1

Jv1×ak+1
1
v1

Jv1×ak+2 ... 0

0 2
v2

Jv2×a2 0 ... 0 0 1
v2

Jv2×ak+1 0 ... 0

0 0 2
v3

Jv3×a3 ... 0 0 0 1
v3

Jv3×ak+2 ... 0

... ... ... ... ... ... ... ... ... ...
0 0 0 ... 2

vk−1
Jvk−1×ak−1 0 0 0 ... 1

vk−1
Jvk−1×at

0 0 0 ... 0 2
vk

Jvk×ak 0 0 ... 1
vk

Jvk×at



MHSt
2 =



MG,11 0 0 ... 0 0 MG,1(k+1) MG,1(k+2) ... 0
0 MG,22 0 ... 0 0 MG,2(k+1) 0 ... 0
0 0 MG,33 ... 0 0 0 MG,3(k+2) ... 0
... ... ... ... ... ... ... ... ... ...
0 0 0 ... Mg,(k−1)(k−1) ... 0 0 ... MG,(k−1)t

0 0 0 ... 0 MG,kk 0 0 ... MG,kt

 •



1
a1

Ja1 0 0 ... 0 0

0 1
a2

Ja2 0 ... 0 0

0 0 1
a3

Ja3 ... 0 0

... ... ... ... ... ...
0 0 0 ... 1

at−1
Jvt−1 0

0 0 0 ... 0 1
at

Jat


=



D11
a1

Jv1×a1 0 0 ... 0 0 D12
ak+1

Jv1×ak+1
D13
ak+2

Jv1×ak+2 ... 0

0 D22
a2

Jv2×a2 0 ... 0 0 D21
ak+1

Jv2×ak+1 0 ... 0

0 0 D33
a3

Jv3×a3 ... 0 0 0 D31
ak+2

Jv3×ak+2 ... 0

... ... ... ... ... ... ... ... ... ...

0 0 0 ...
D(k−1)(k−1)

ak−1
Jvk−1×ak−1 0 0 0 ...

D(k−1)k

at
Jvk−1×at

0 0 0 ... 0 Dkk
ak

Jvk×ak 0 0 ...
Dk(k−1)

at
Jvk×at



y S1MG = MHS
t
2 puesto que 2

vi
= Dii

ai
para 1 ≤ i ≤ k y 1

vi
=

Dij

as
y 1

vj
=

Dji

as
donde

s indexa a las aristas que unen la partición i con la partición j. De la misma forma
queda que St

1MH = MGS2.
Veamos ahora que si dos hipergrafos G y H son grafos (hipergrafos 2-uniformes)

y G ≡ H entonces G ≈f H. Para ello, usaremos las mismas ideas que en el teorema
principal de isomor�smo fraccionario.

Teorema 2.8. Si G ≡ H y G y H son grafos (hipergrafos 2-uniformes) entonces
G ≈f H.



26

Demostración. Sabemos que S1MG = MHS
t
2 yMGS2 = St

1MH . Se puede asumir que
S1 y S2 tienen estructura de bloques, es decir S1 = A1⊕ ...⊕Ak y S2 = B1⊕ ...⊕Ba

donde cada Ai y cada Bi son indescomponibles y por tanto fuertemente irreducibles.
Veamos que realmente es así. Si PS1Q = A1 ⊕ ...⊕ Ak con P y Q permutaciones y
RS2T = B1 ⊕ ...⊕Ba con R y T permutaciones, podemos escribir:

PS1MGR
t = PMHS

t
2R

t

entonces

(PS1Q)(QtMGR
t) = (PMHT )(T tSt

2R
t)

pero al mismo tiempo, tenemos que (por la otra ecuación):

QtMGS2T = QtSt
1MHT

y entonces

(QtMGR
t)(RS2T ) = (QtSt

1P
t)(PMHT ).

Es decir, al intercambiar �las y columnas de S1 y S2 para llevarlas a una estruc-
tura de bloques, nos queda que MG y MH también intercambian �las y columnas
según las siguientes fórmulas: M

′
G = QtMGR

t y M
′
H = PMHT . Y llamaremos MG y

MH a estas nuevas M
′
G y M

′
H .

Escribamos las condiciones S1MG = MHS
t
2 y MGS2 = St

1MH .
A1 0 ... 0
0 A2 ... 0
... ... ... ...
0 0 ... Ak



G11 G12 ... G1a

G21 G22 ... G2a

... ... ... ...
Gk1 Gk2 ... Gka


=


H11 H12 ... H1a

H21 H22 ... H2a

... ... ... ...
Hk1 Hk2 ... Hka



Bt

1 0 ... 0
0 Bt

2 ... 0
... ... ... ...
0 0 ... Bt

a



G11 G12 ... G1a

G21 G22 ... G2a

... ... ... ...
Gk1 Gk2 ... Gka



B1 0 ... 0
0 B2 ... 0
... ... ... ...
0 0 ... Ba

 =


At

1 0 ... 0
0 At

2 ... 0
... ... ... ...
0 0 ... At

k



H11 H12 ... H1a

H21 H22 ... H2a

... ... ... ...
Hk1 Hk2 ... Hka


LuegoAiGij = HijB

t
j yGijBj = At

iHij. Llamando dij(G) = Gij·1 y dij(H) = Hij·1
calculamos AiGij · 1 = HijB

t
j · 1 = Hij · 1.

Entonces Aidij(G) = dij(H) y como Gij · 1 = GijBj · 1 = At
iHij · 1 nos que-

da que dij(G) = At
idij(H). Pero usando el Teorema 1.8 nuevamente tenemos que

dij(G) = dij(H) = c ·1. Por otra parte, llamando d
′
ij(G) = 1t ·Gij y d

′
ij(H) = 1t ·Hij,

nos queda que d′ij(G) = 1tGij = 1tAijGij = 1tHijB
t
j = d′ij(H)Bt

ij y d
′′
ij(G)Bj =
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1tGijBj = 1tAt
iHij = 1tHij = d

′′
ij(H). Usando nuevamente el Teorema 1.8 pero para

d
′
ij(G) y d

′′
ij(H) nos queda que dij(G) = dij(H) = e · 1t. Luego, nos queda que para

hipergrafos 2-uniformes, este último valor e puede ser 0,1 ó 2 únicamente. Así, las
matrices MG y MH quedan divididas en bloques Gij y Hij de las mismas dimen-
siones donde cada �la suma lo mismo y cada columna suma lo mismo (que puede
ser únicamente 2, 1 o 0). Pero como las columnas de MG y MH suman 2 en cada
columna, nos quedan los siguientes casos: si la suma de las columnas de Gij (y por
tanto también de Hij) suman 2, estamos ante los vértices de las clases regulares, si
la suma de las columnas de Gij suman 0 es por lo tanto que Gij es una matriz nula
(y también Hij) y si las columnas de Gij suman 1, habrá otra Gkj donde la suma
también de 1, entonces estamos ante las conexiones de la clase i a la clase k (y lo
mismo pasa con Hij). Por tanto S1 y S2 inducen una división de los vértices y aristas
de G y H, que hacen que G ≈f H. �

Como hemos demostrado que para dos grafos G y H, G ≈f H entonces G ≡ H
y G ≡ H entonces G ≈f H, de ahora en más utilizaremos únicamente la notación
G ≈f H para G ≡ H. Es decir, que el concepto de isomor�smo fraccionario, puede
ser extendido a hipergrafos. Diremos que dos hipergrafos son isomorfos fraccionarios
si G ≡ H y lo escribiremos G ≈f H.

Cabe destacar que, tal como en el caso de los grafos, las condiciones que de�nen
que dos hipergrafos sean isomorfos fraccionarios pueden ser veri�cadas mediante la
factibilidad de un modelo de programación lineal de tamaño polinomial en el tamaño
de los hipergrafos: G ≈f H si y sólo si existen S1 y S2 matrices doble estocásticas
tales que S1MG = MHS

t
2 y MGS2 = St

1MH . Por lo tanto el reconocimiento de
isomor�smo fraccionario en hipergrafos es polinomial.

2.2.3. Un ejemplo �nal

Es interesante notar que la demostración última, caracteriza también los hiper-
grafos isomorfos fraccionarios: dos hipergrafos G y H son isomorfos fraccionarios si
se pueden partir sus vértices en clases (es decir, hipergrafos inducidos) de forma tal
que cada clase (un hipergrafo) sea regular y uniforme con los mismos parámetros en
G y H y que las hiperaristas que unen clases entre sí, también tengan los mismos
parámetros en G y en H.

Ejemplos:
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MG =



1 0 0 0 0 1 1 0 0 0 0 0
1 1 0 0 0 0 0 1 0 0 0 0
0 1 1 0 0 0 0 0 1 0 0 0
0 0 1 1 0 0 0 0 0 1 0 0
0 0 0 1 1 0 0 0 0 0 1 0
0 0 0 0 1 1 0 0 0 0 0 1
0 0 0 0 0 0 1 0 0 1 1 0
0 0 0 0 0 0 1 1 0 0 0 1
0 0 0 0 0 0 0 1 1 0 1 0
0 0 0 0 0 0 0 0 1 1 0 1


y

MH =



1 0 1 0 0 0 0 1 0 0 0 0
1 1 0 0 0 0 0 0 1 0 0 0
0 1 1 0 0 0 0 0 0 1 0 0
0 0 0 1 0 1 0 0 0 0 1 0
0 0 0 1 1 0 0 0 0 0 0 1
0 0 0 0 1 1 1 0 0 0 0 0
0 0 0 0 0 0 1 0 0 1 1 0
0 0 0 0 0 0 1 1 0 0 0 1
0 0 0 0 0 0 0 1 1 0 1 0
0 0 0 0 0 0 0 0 1 1 0 1





Capítulo 3

Grafos de línea

3.1. Introducción

Es interesante notar que, cuando G es un grafo, de la matriz de incidencia MG

se puede obtener fácilmente la matriz de adyacencia del grafo G:
A = MG ·M t

G es una matriz de v× v (donde v es la cantidad de vértices de G) y
Aii es el grado del vértice i y Aij, si i 6= j, vale 0 ó 1 según si hay una arista uniendo
al vértice i con el vértice j.

Ejemplo 3.1. G como en la �gura.

Entonces MG =


1 0 0 1 0
1 1 0 0 1
0 1 1 0 0
0 0 1 1 1

 y

A = MG ·M t
G =


1 0 0 1 0
1 1 0 0 1
0 1 1 0 0
0 0 1 1 1




1 1 0 0
0 1 1 0
0 0 1 1
1 0 0 1
0 1 0 1

 =


2 1 0 1
1 3 1 1
0 1 2 1
1 1 1 3


Veamos si podemos mostrar de otra forma que para grafos si G ≡ H entonces

G ≈f H:
Si G ≡ H (y G y H son hipergrafos 2-uniformes, es decir grafos) luego existen S1

y S2 doble estocásticas tales que S1MG = MHS
t
2 y MGS2 = St

1MH . Trasponiendo la

29
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segunda expresión queda que St
2M

t
G = M t

HS1 y multiplicando la primera expresión
por M t

G a izquierda nos queda que S1MGM
t
G = MHS

t
2M

t
G = MHM

t
HS1. Además

S1MG · 1 = MHS
t
2 · 1 = MH · 1 y MGS2 · 1 = St

1MH · 1 y llamando δG = MG · 1 al
vector de los grados de G y δH = MH · 1 al vector de los grados H, nos queda que
S1δG = δH y St

1δH = δG. Usando el Teorema 1.8 nos queda entonces que δG y δH son
uno una permutación del otro, es decir G y H tienen la misma secuencia de grados.
Entonces reordenandoMG yMH nos queda queMGM

t
G = A+IG yMHM

t
H = B+IH

donde A y B son las matrices de adyacencia de G y H respectivamente y IG = IH es
la matriz diagonal con los grados de los vértices de G y H respectivamente. Luego
S∗1(A+ IG) = (B + IH)S∗1 , entonces S

∗
1A = BS∗1 y por lo tanto G ≈f H (donde S∗1

es la correspondiente permutación de S1 luego de reordenar MG y MH).

Por otra parte, ¾qué obtenemos si calculamos L = M t
GMG? Vemos que la dimen-

sión de L es de a×a (donde a es la cantidad de aristas del grafo G). Los coe�cientes
de la diagonal Lii van a ser siempre 2 y los coe�cientes fuera de la diagonal Lij van
a ser 0 ó 1, dependiendo de si hay un vértice que une a la arista i con la arista j.
Es decir, L− 2I es la matriz de adyacencia del grafo de línea de G que llamaremos
L(G).

Ejemplo 3.2. Con el mismo grafo que antes,

L = M t
GMG =


1 1 0 0
0 1 1 0
0 0 1 1
1 0 0 1
0 1 0 1




1 0 0 1 0
1 1 0 0 1
0 1 1 0 0
0 0 1 1 1

 =


2 1 0 1 1
1 2 1 0 1
0 1 2 1 1
1 0 1 2 1
1 1 1 1 2


El teorema de Whitney (1932) [8] dice que si G y H son grafos conexos y L(G)

es isomorfo a L(H) entonces G es isomorfo a H (salvo el caso G = K3 y H = K1,3).
Podríamos preguntarnos si existe un análogo para el isomor�smo fraccionario:

Dados G y H dos grafos, ¾es cierto que G ≈f H entonces L(G) ≈f L(H)? ¾Y
es cierto que si L(G) ≈f L(H) entonces G ≈f H? Veremos que lo primero es cierto
mientras que el caso general para la segunda proposición es falso.
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3.2. La versión fraccionaria del Teorema deWhitney

Proposición 3.3. Sean G y H dos grafos con G ≈f H. Entonces L(G) ≈f L(H).

Demostración. Si G ≈f H entonces existen S1 y S2 doble estocásticas tales que
S1MG = MHS

t
2 yMGS2 = St

1MH . Trasponiendo la primera expresión nos queda que
M t

GS
t
1 = S2M

t
H y multiplicando la segunda expresión a izquierda por M t

G nos queda
que

M t
GMGS2 = M t

GS
t
1MH = S2M

t
HMH

y restando 2S2 nos queda que

(M t
GMG − 2I)S2 = S2(M

t
HMH − 2I).

Pero M t
GMG − 2I y M t

HMH − 2I son las matrices de adyacencia de L(G) y L(H).
Luego L(G) ≈f L(H). �

3.2.1. Ejemplos y casos particulares

Calculemos explícitamente la matriz DL(G) conociendo la matriz de adyacencia
de G para algunos casos:

Ejemplo 3.4. Si G es un grafo 3-regular de 6 vértices podemos calcular su grafo de
línea que tendrá 3·6

2
= 9 vértices y será 4-regular donde 4 se calcula viendo que cada

arista de G está conectada a 2 aristas por extremo.

En general, si G es un grafo r-regular de n vértices entonces L(G) es un grafo
s-regular de m vértices con s = 2r − 2 y m = nr

2
. Luego si describimos el grafo G

por el vector vG =
[
n
]
y por la matriz DG =

[
r
]
, nos queda que vL(G) =

[
nr
2

]
y

DL(G) =
[
2r − 2

]
.

Ejemplo 3.5. Si G es un grafo (3, 2)-regular bipartito de 4 y 6 vértices por parte,
entonces L(G) es un grafo 3-regular de 3 · 4 = 6 · 2 = 12 vértices que es 3-regular
porque cada arista de G está conectada a 2 aristas en un extremo y a 1 arista en el
otro extremo.

En general, siG es un grafo (b, c)-regular bipartito de n ym vértices por parte, en-
tonces L(G) es un grafo s-regular de k vértices donde s = b+c−2 y k = bn = cm. Es

decir, si describimos el grafo G por el vector vG =

[
n
m

]
y por la matriz D =

[
0 b
c 0

]
,

nos queda que vL(G) =
[
bn = cm

]
y DL(G) =

[
b+ c− 2

]
.

Ejemplo 3.6. SiG es un grafo descripto por el vector vG =

[
4
6

]
y la matrizDG =

[
3 3
2 2

]
,

el grafo de línea de G está descripto por el vector vL(G) =

 6
6
12

 y la matriz
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DL(G) =

4 0 6
0 2 4
3 2 3

. Aparecen 3 componentes en L(G) porque hay 2 componen-

tes en G y tres tipos de aristas diferentes en G: las aristas del 3-regular, las aristas
del 2-regular y las aristas que unen el 3-regular con el 2-regular.

Si G es un grafo descripto por el vector vG =

[
n
m

]
y por la matriz DG =

[
r1 b
c r2

]
entonces L(G) puede ser descripto por el vector vL(G) =

 nr1
2

nr2
2

bn = cm

 y por la matriz

DL(G) =

2r1 − 2 0 2b
0 2r2 − 2 2c
r1 r2 b+ c− 2

 donde pedimos que r1, r2, b y c no sean 0.

Es importante notar que, en principio, no sabemos si esta matriz DL(G) es reduci-
ble o no; en el sentido de que puede pasar que no corresponda a la partición más
gruesa. Sin embargo, (ver más adelante) para que una partición sea reducible a una
más gruesa, tiene que haber dos �las i y j en D tales Dij + Dii = Dji + Djj y
Dik = Djk con k 6= i, j. Mirando DL(G) vemos que esto pasaría únicamente con las
�las 1 y 2 si r1 = r2 y b = c pero en ese caso, DG =

[
r1 + b = r2 + c

]
y estamos

suponiendo que DG dada como matriz de 2×2 no es reducible a una matriz de 1×1.

¾Qué pasa si, en cambio, r1 y r2 son ambas 0?

Estamos ante el segundo ejemplo de un grafo bipartito G: nos queda un grafo
regular L(G), es decir que la matriz DL(G) se reduce a un único coe�ciente.

¾Qué pasa si r1 6= 0 y r2 = 0?

Entonces vL(G) =

[
nr1
2

bn = cm

]
y DL(G) =

[
2r1 − 2 2b
r1 b+ c− 2

]
.

¾Qué pasa si b = c = 0?

Entonces vL(G) =

[
nr1
2

nr2
2

]
y DL(G) =

[
2r1 − 2 0

0 2r2 − 2

]
.

3.2.2. Algunas consideraciones sobre la reducibilidad de las

particiones

En principio, al calcular DL(G) no podemos saber, sin inspeccionarla, si estamos
ante la partición más gruesa del grafo de línea o no. Decimos que la matriz DL(G)

calculada es irreducible si sus parámetros corresponden a la partición más gruesa.
En caso de no ser así, es porque existe una cierta cantidad de �las que pueden ser
unidas y forman una única partición dentro de L(G). En el caso de que sean dos
las �las a unir, nos queda que estas �las (supongamos que sean la i y la j) deben
cumplir con las siguientes condiciones:

a = Dii +Dij = Dji +Djj
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gl = Dil = Djl para todo l 6= i, j

La primera condición me indica que uniré la partición i con la j y me quedará un
a-regular donde a = Dij+Dii = Dji+Djj. Y la segunda condición me indica que este

a-regular tendrá conexiones con las otras particiones con parámetros gl = Dil = Djl.
Veámoslo con un ejemplo:

vL(G) =


60
60
30
120

 y DL(G) =


1 4 3 8
4 5 7 2
6 14 5 28
4 4 7 3

. Las �las 2 y 4 cumplen con las con-

diciones, luego las unimos y la partición más gruesa tiene los siguientes parámetros:

vL(G) =

 60
180 = 60 + 120

30

 y DL(G) =

1 12 3
4 7 = 5 + 2 = 4 + 3 7
6 42 5

.
Sin embargo, también es posible que se puedan unir tres �las, sin que necesaria-

mente podamos unir primero dos y luego estas dos con la restante. Para unir tres
�las (supongamos que son la i, j y k) , las condiciones a cumplir son:

a = Dii +Dij +Dik = Dji +Djj +Djk = Dki +Dkj +Dkk

gl = Dil = Djl = Dkl para todo l 6= i, j, k
Nuevamente, la primera condición me indica que uniré las particiones i, j y k

quedando un a-regular con a = Dii+Dij +Dik = Dji+Djj +Djk = Dki+Dkj +Dkk.
Y la segunda condición me indica que este a-regular tendrá conexiones con las otras
particiones con grados gl = Dil = Djl = Dkl. Veámoslo con otro ejemplo:

vL(G) =


20
20
30
60

 y DL(G) =


4 1 3 6
1 1 6 6
2 4 2 6
2 2 3 5

. Las �las 1, 2 y 3 cumplen con las con-

diciones, luego las unimos y la partición más gruesa tiene los siguientes parámetros:

vL(G) =

[
70 = 20 + 20 + 30

60

]
yDL(G) =

[
8 = 4 + 1 + 3 = 1 + 1 + 6 = 2 + 4 + 2 6

7 5

]
.

Es importante notar que en la matriz DL(G) reducible no se pueden tomar sólo
dos �las (por ejemplo la 1 y la 2) y reducirlas y luego a esta �la reducirla con la
tercera.

De la misma forma, es posible que una cierta matriz DL(G) sea reducible uniendo
cuatro o más particiones. Las condiciones generales para unir s �las i1, i2, ..., is son:

a =
∑

Di1ij =
∑

Di2ij = ... =
∑

Disij

gl = Di1l = Di2l = ... = Disl para todo l 6= i1, i2, ..., is
Nos quedará así un a-regular con conexiones a las otras particiones con paráme-

tros gl.

Sin embargo, esto no agota todos los casos posibles. Supongamos por ejemplo

que tenemos una matriz DG =

 r1 b12 b13
c12 r2 b23
c13 c23 r3

 y esta matriz ya es reducible en las
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�las 1 y 2 ¾Qué pasa si calculamos DL(G) sin reducir antes DG? Nos quedará que
DL(G) tiene 6 �las pero las �las 1,2 y 4 pueden ser unidas para formar una única
componente (llamamémosla R) sólo si también unimos las �las 5 y 6 para formar
otra componente que corresponde a las conexiones entre R y r3. Es decir, nos quedan
tres componentes (R, r3 y las conexiones entre R y r3) como hubiera pasado si en
el comienzo hubiéramos reducido DG a dos componentes únicamente. Esto muestra
que las ecuaciones anteriores no agotan las posibles formas de reducir la matriz
DL(G). La forma más general de reducir una matriz DL(G) es uniendo las distintas
particiones en particiones más grandes todas al mismo tiempo.

En general, si G es un grafo descripto por un vector vG =


n1

n2

...
nk

 y por la matriz

DG =


r1 b12 ... b1k
c12 r2 ... b2k
... ... ... ...
c1k c2k ... rk

 y DG > 0 entonces nos queda al calcular el grafo de línea

t = (k+1)k
2

= k +
(
k
2

)
componentes. Es decir, vG(L) =



n1r1
2

...
nkrk
2

b12n1 = c12n2

...
b(k−1)knk−1 = c(k−1)knk


y DL(G) =

2r1 − 2 0 0 ... 0 0 2b12 2b13 ... 0
0 2r2 − 2 0 ... 0 0 2c12 0 ... 0
0 0 2r3 − 2 ... 0 0 0 2c13 ... 0
... ... ... ... ... ... ... ... ... ...
0 0 0 ... 2rk−1 − 2 0 0 0 ... 2b(k−1)k

... ... ... ... 0 2rk − 2 0 0 ... 2c(k−1)k

r1 r2 0 ... 0 0 b12 + c12 − 2 b13 ... 0
r1 0 r3 ... 0 0 b12 b13 + c13 − 2 ... 0
... ... ... ... ... ... ... ... ... ...
0 0 0 ... rk−1 rk 0 0 ... b(k−1)k + c(k−1)k − 2


donde estamos suponiendo que los coe�cientes de DG son todos positivos y que vG(L)

y DG(L) no tienen necesariamente que corresponder a la partición más gruesa.

Es importante notar que pedir que DG > 0 nos va a garantizar que la matriz
DL(G) tenga exactamente t = (k+1)k

2
�las y columnas. Conjeturamos que lo que

verdaderamente va a garantizar que DL(G) sea irreducible (suponiendo que existen

algunos bij = cij = 0 y por tanto la matriz DL(G) tiene menos de t = (k+1)k
2

�las
y columnas) es que los ri 6= 0 ∀i. Es decir, dado DL(G) y vL(G) y sabiendo que las
particiones regulares de G no son 0-regulares, entonces podemos calcular DG y vG,
lo que nos mostraría que si G y H son grafos y sus matrices irreducibles DG y DH

tienen la diagonal sin ceros, si L(G) ≈f L(H) entonces G ≈f H. La condición de
que DG no tenga ceros en la diagonal es equivalente a que en su partición equitativa
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más gruesa ninguna de las partes sea un conjunto independiente.

Ejemplo 3.7. Calculemos DG y vG (con G como antes) si

vL(G) =



15
12
12
12
72
48
9


y DL(G) =



8 0 4 0 24 0 0
0 2 0 0 0 0 0
5 0 2 0 12 4 3
0 0 0 2 12 8 0
5 0 2 2 16 4 0
0 0 2 2 6 10 3
0 0 4 0 0 16 4


.

Decidamos cuáles columnas corresponden a los ri y cuales a los bij, cij. Vemos
que las columnas 1, 3, 4 y 7 tienen dos números distintos de 0 que corresponderían
a 2ri − 2 y a ri. Sin embargo, no es posible calcular ri para la columna 3 por lo
que la descartamos. Por otra parte, la columna 2 corresponde a un ri = 2 que no
tiene en G aristas con otras componentes regulares. Por lo que, las columnas 1,2,4
y 7 corresponden a los ri y las restantes columnas corresponden a las aristas entre
componentes regulares en G.

Luego, reordenando, DL(G) =



8 0 0 0 4 0 0
0 2 0 0 0 0 0
0 0 2 0 0 8 8
0 0 0 4 4 16 16
5 0 0 3 2 10 4
0 0 2 3 2 4 4
5 0 2 0 2 8 10


y vL(G) =



15
12
12
9
12
72
48


.

Entonces nos queda que DG es de 4× 4 y DG =


5 b12 b13 b14
c12 2 b23 b24
c13 c23 2 b34
c14 c24 c34 3

.
Además, mirando las �las 5, 6 y 7, podemos ver que la �la 5 (y por tanto la

columna 5 también) corresponden a las aristas que unen la componente 1 con la 4,
luego mirando la columna 5 nos queda que 2b14 = 4 y 2c14 = 4 entonces b14 = 2
y c14 = 2. De la misma manera, la �la 6 (y la columna 6) corresponden a las
aristas que unen la componente 3 con la componente 4 en G. Entonces, de la �la 6
obtenemos que 2b34 = 8 y 2c34 = 4 (b34 = 4 y c34 = 2). Finalmente, la �la 7 (y la
columna 7) corresponden a las aristas que unen la componente 1 con la componente
3 en G. Por lo que 2b13 = 24 y 2c13 = 12 (b13 = 12 y c13 = 6). Por otra parte,
la componente 2 no está conectada a ninguna otra componente, lo que implica que

b12 = b23 = b24 = c12 = c23 = c24 = 0. Nos queda así: DG =


5 0 12 2
0 2 0 0
6 0 2 4
2 0 8 3

. Para
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calcular vG usamos DG y los valores de vL(G) =



15 = 5n1

2

12 = 2n2

2

12 = 2n3

2

9 = 3n4

2

12
72
48


. Luego, vG =


6
12
12
6

.

3.3. Algunos contraejemplos al Teorema deWhitney

en su versión fraccionaria

¾Es cierto el caso general de L(G) ≈f L(H) entonces G ≈f H? ½No! Veamos
algunos contraejemplos (donde justamente, tenemos ceros en las diagonales de G o
de H):

Ejemplo 3.8. Si G y H son grafos bipartitos, con G (3, 4)-regular bipartito con 20
y 15 vértices en cada parte y H es (5, 2)-regular bipartito con 12 y 30 vértices en
cada parte, nos queda que G y H no son isomorfos fraccionarios pero sus grafos de
línea son ambos 5-regulares con 60 vértices. Luego, L(G) ≈f L(H). Matricialmente,

vG =

[
20
15

]
y DG =

[
0 3
4 0

]
y vH =

[
12
30

]
y DH =

[
0 5
2 0

]
. En particular, no podemos

aplicar el resultado anterior porque r1 = r2 = 0 y así queda que vL(G) = vL(H) =
[
60
]

y DL(G) = DL(H) =
[
5
]
.

Ejemplo 3.9. De la misma forma, si G es un grafo (2, 4)-regular bipartito con 6 y
3 vértices en cada partición y H un grafo 3-regular con 8 vértices. Nos queda que

L(G) ≈f L(H). Matricialmente, vG =

[
6
3

]
y DG =

[
0 2
4 0

]
y vH =

[
8
]
y DH =

[
3
]
.

Entonces, DL(G) = DL(H) =
[
4
]
con vL(G) = vL(H) =

[
12
]
. Vemos que aunque H

cumple con la condición de que la diagonal de DH sea positiva, G no cumple con la
misma condición.

Ejemplo 3.10. En general, sean G y H son grafos bipartitos con vG =

[
n1

m1

]
,

DG =

[
0 b1
c1 0

]
, vH =

[
n2

m2

]
y DH =

[
0 b2
c2 0

]
. Si, como en los ejemplos anterio-

res, vale que b1 + c1 = b2 + c2 y n1b1 = n2b2 entonces vL(G) = vL(H) =
[
n1b1

]
y

DL(G) = DL(H) =
[
b1 + c1 − 2

]
por lo que L(G) ≈f L(H) aún cuando G y H pueden

no ser isomorfos fraccionarios. Además, si F es un grafo b1+c1
2

-regular de s vértices

con s(b1+c1)
4

= n1b1, también queda que vL(F ) =
[
n1b1

]
y DL(F ) =

[
b1 + c1 − 2

]
.

Ejemplo 3.11. Sea G un grafo no conexo (compuesto por dos grafos regulares) con

DG =

[
5 0
0 4

]
y vG =

[
24
15

]
. Por otra parte, sea H otro grafo (también no conexo con
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dos componentes bipartitas bi-regulares) con DH =


0 4 0 0
6 0 0 0
0 0 0 5
0 0 3 0

 y vH =


15
10
6
10

. En-
tonces, DL(G) = DL(H) =

[
8 0
0 6

]
y vL(G) = vL(H) =

[
60
30

]
. Por lo que L(G) ≈f L(H)

pero G y H no son isomorfos fraccionarios. Vemos que este ejemplo se construyó
usando los ejemplos anteriores con distintas componentes conexas. En general, da-
do n, podremos construir grafos que sean la unión disjunta de n grafos regulares.
Calculando sus grafos de línea (que tienen también n componentes conexas regula-
res), éstos pueden ser isomorfos fraccionarios a los grafos de línea de grafos con n
componentes conexas bipartitas bi-regulares.

Ejemplo 3.12. (grafos con componentes conectadas entre sí, es decir, que no se cons-

truyen como los ejemplos anteriores). SeaG un grafo conDG =

[
3 2
12 0

]
y vG =

[
60
10

]
.

Por otra parte, sea H un grafo con DH =

0 3 0
3 0 4
0 10 0

 y vH =

30
30
12

. Calculando
DL(G) y DL(H) nos queda que DL(G) = DL(H) =

[
4 4
3 12

]
y vL(G) = vL(H) =

[
90
120

]
.

Por lo que L(G) ≈f L(H) pero G no es isomorfo fraccionario a H.

Ejemplo 3.13. (dos grafos con la misma cantidad de vértices). Sean G y H dos grafos

con 3n vértices cada uno y las siguientes matrices de componentes:DG =

2 1 0
1 0 1
0 1 0

,
vG =

nn
n

 y DH =


0 1 1 0
1 0 0 0
1 0 0 2
0 0 2 0

, vH =


n
n
n
2
n
2

. Entonces, haciendo algunas cuentas,

queda que DL(G) = DL(H) =

0 1 0
1 0 2
0 2 2

 y vL(G) = vL(H) =

nn
n

.
Vemos así que existen matrices DL que pueden ser construidas a partir de dife-

rentes grafos no isomorfos fraccionarios. Sería interesante caracterizar cuándo una
matriz DL es deconstruible (es decir, ver cuándo a partir de una DL irreducible se
puede llegar a una única D irreducible).

Ejemplo 3.14. Sea DL =


2 0 6 0
0 6 0 10
2 0 4 2
0 4 3 5

. Veamos que DL es deconstruible y calcule-

mos D. Inspeccionado la matriz DL, vemos que las columnas 3 y 4 tienen 3 números
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distintos de cero (y distintos entre sí) luego corresponden en D a conexiones entre

componentes regulares. Entonces D =


? 5 3 ?
2 ? ? ?
3 ? ? ?
? ? ? ?

. Además, las columnas y �las

1 y 2 corresponden a componentes regulares en D porque en la columna 4, �la 2
tenemos que 10 = 2b12 por lo que la columna 2 corresponde a una componente
4-regular y de la misma forma, como en la columna 3, �la 1 tenemos que 6 = 2b13

entonces la columna 1 corresponde a un 2-regular. Luego D =


4 5 3 ?
2 ? ? ?
3 ? 2 ?
? ? ? ?

. Todos
los demás coe�cientes son 0, puesto que ya usamos toda la información de la matriz

DL. Entonces nos queda que D =

4 5 3
2 0 0
3 0 2

.

Ejemplo 3.15. Sea DL =


6 0 0 0 0
0 2 0 6 0
0 0 6 0 10
0 2 0 4 2
0 0 4 3 5

 entonces vemos que si queremos decons-

truir DL y obtener D podemos usar las columnas y �las 2, 3, 4 y 5 para ver que

D =


? 0 0 0
0 4 5 3
0 2 0 0
0 3 0 2

 de la misma forma que en el ejemplo anterior. Sin embargo, no

podemos conocer el valor de ? porque ya vimos que tanto un 4-regular como un
(3, 5)-regular bipartito nos daría el coe�ciente 6 que se encuentra en la primera �la,
primera columna de DL. Así esta última DL (que corresponde a un grafo de línea
no conexo) no es deconstruible.



Capítulo 4

Invariantes fraccionarios

4.1. Cubrimiento y empaque de un hipergrafo

Un cubrimiento de un hipergrafo G dado es una familia de hiperaristas X1, ...,
Xj de G tal que V (G) ⊆ X1 ∪ ... ∪ XJ . El menor j para el cual esto es posible se
llama número de cubrimiento de G y lo denotaremos k(G). Un elemento s ∈ v(G)
está aislado si no está en ninguna hiperarista. En este caso, no existe un cubrimiento
de G y diremos que k(G) = ∞. El problema de encontrar el mínimo j para el cual
hay un cubrimiento de G se puede formular como un problema entero de minimi-
zación. Llamamos x = (x1, ..., xa) al vector de a coe�cientes (a es la cantidad de
hiperaristas de G) que toman los valores 0 ó 1, es decir x corresponde a una familia
de hiperaristas. Si queremos que x sea un cubrimiento de G, debemos pedir que
todos los vértices de G estén en alguna hiperarista de x. En notación matricial, nos
queda que MGx ≥ 1 donde MG es la matriz de incidencia vértice-hiperarista.

Luego, el problema entero de minimización para encontrar k(G) es el siguiente:
�Minimizar k(G) = 1tx sujeto a MGx ≥ 1� donde estamos suponiendo que los coe-
�cientes de x sólo toman los valores 0 ó 1. Este problema entero se puede �relajar�
para calcular un kf (G) (número fraccionario de cubrimiento) mediante el siguiente
problema estándar de minimización: �Minimizar kf (G) = 1tx sujeto a MGx ≥ 1�
donde ahora estamos suponiendo solo que x ≥ 0 (es decir, x puede tomar valores
reales mayores a 0 y no sólo 0 ó 1). Si calculamos el x que hace mínimo a k(G) = 1tx
con el primer problema de minimización, vemos que este x también cumple con el
segundo (�relajado�) problema de minimización; es una posible solución factible aun-
que quizás no es la que hace el mínimo de kf (G). Luego, nos queda que k(G) ≥ kf (G).

Por otra parte, un empaque de un hipergrafo G es un subconjunto de vértices
Y ⊆ V (G) con la propiedad de que dados dos elementos cualesquiera de Y no es-
tán en una misma hiperarista de G. El número de empaque p(G) es la máxima
cantidad de elementos que puede haber en un empaque. En ese sentido, llamamos
y = (y1, ..., yv) al vector de coe�cientes 0 ó 1 donde cada coe�ciente corresponde a
elegir o no un vértice de G (v es la cantidad de vértices de G). Luego, un empa-

39



40

que debe cumplir que M t
Gy ≤ 1 donde nuevamente MG es la matriz de incidencia

vértice-hiperarista de G. El problema entero para maximizar p(G) es el siguiente:
�Maximizar p(G) = 1ty sujeto a M t

Gy ≤ 1� donde estamos suponiendo que el vec-
tor y tiene todos sus coe�cientes iguales a 0 ó 1. Nuevamente podemos �relajar�
este problema para calcular un pf (G) (número fraccionario de empaque) mediante
el siguiente problema estándar de maximización: �Maximizar pf (G) = 1ty sujeto a
M t

Gy ≤ 1� donde suponemos ahora solamente que y ≥ 0 (es decir que, y ya no toma
los valores 0 ó 1 únicamente, puede tomar otros valores reales no negativos). De
la misma forma que antes, el y que maximiza p(G) = 1ty en el primer problema
de maximización, es una solución factible (pero quizás, no la que hace el máximo)
del segundo problema �relajado� de maximización para calcular pf (G). Luego, nos
queda que pf (G) ≥ p(G).

Es sabido que los problemas estándar: �Maximizar f = uty sujeto a Ay ≥ v con
y ≥ 0� y �Minimizar g = vtx sujeto a Atx ≤ u con x ≥ 0� son problemas duales
de programación lineal. En particular, el máximo de f coincide con el mínimo de
g (ver, por ejemplo, [1]). Utilizando este resultado para el número fraccionario de
empaque y el número fraccionario de cubrimiento, nos queda que pf (G) = kf (G).
Entonces, nos queda que p(G) ≤ pf (G) = kf (G) ≤ k(G).

En un grafo G sin vértices aislados (visto como hipergrafo 2-uniforme) podemos
calcular el número de empaque p(G) que coincidirá con el número máximo de vérti-
ces independientes α(G). De esta forma, podemos de�nir αf (G) = pf (G). Por otra
parte, para el grafo G, k(G) será el mínimo número de aristas a elegir que cubran

todos los vértices (es evidente que k(G) ≥ v(G)
2

porque cada arista cubre dos vértices).

Dado un grafo G podemos construir el hipergrafo HG donde las hiperaristas de
HG son los conjuntos de vértices independientes de G. Dada A la matriz de adya-
cencia de G, podemos calcular MHG

. Así, el número cromático de G coincide con el
número de cubrimiento de HG, es decir χ(G) = k(HG). También podemos de�nir
χf (G) = kf (HG) y se puede mostrar que esta de�nición es igual a otras formas de
de�nir el número cromático fraccionario de G.

Dado un grafo G podemos construir el hipergrafo H ′G que tiene como vértices
a las aristas de G y sus hiperaristas son el conjunto de aristas de G que inciden
en un punto. Es decir, H ′G = M t

G. El número de apareamiento de G, denotado por
µ(G), es el máximo número de aristas de G disjuntas dos a dos. Así, el µ(G) es el
número de empaque de H ′G. También podemos de�nir µf (G) = pf (H ′G) y ver que
esta de�nición coincide con otras formas de de�nir µf (G).

Es fácil ver que para el grafo de línea L(G) de un grafo G dado, nos queda que
µ(G) = α(L(G)). Sin embargo, no es cierto en el caso general que µf (G) = αf (L(G)).
Un ejemplo de esto puede verse con el grafo K1,3, cuyo número de apareamiento
fraccionario es 1, mientras que el número de empaque fraccionario de L(K1,3) = K3
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es 3/2 (dando un peso de 1/2 a cada vértice).

4.1.1. El número fraccionario de cubrimiento y empaque para

grafos isomorfos fraccionarios

Queremos ver ahora si existe alguna relación entre el kf (G) y el kf (H) donde G y
H son hipergrafos isomorfos fraccionarios. (Es decir, existen S1 y S2 matrices doble
estocásticas tales que S1MG = MHS

t
2 y MGS2 = St

1MH). Para esto, planteamos los
siguientes problemas estándar de minimización:

P1: �Minimizar a = 1tz sujeto a MHz ≥ 1 con z ≥ 0�.

P2: �Minimizar b = 1tw sujeto a St
1MHw ≥ 1 con w ≥ 0�.

P3: �Minimizar c = 1tu sujeto a MGS2u ≥ 1 con u ≥ 0�.

P4: �Minimizar d = 1tv sujeto a MGv ≥ 1 con v ≥ 0�.

Es fácil ver que P2 y P3 son el mismo problema dado que St
1MH = MGS2, luego

b = c. Por otra parte, a ≥ b porque los z de P1 son soluciones factibles de P2: si
z es tal que MHz ≥ 1 entonces St

1(MHz) ≥ St
1 · 1 = 1 donde estamos usando que

S1 es doble estocástica. De la misma forma c ≥ d porque por cada solución u de
P3 tenemos una solución factible v

′
de P4 con el mismo valor de función objetivo:

si u es tal que MGS2u ≥ 1, luego llamando v
′

= S2u nos queda que MGv
′ ≥ 1 y

1tv
′

= 1tS2u = 1tu. Luego queda que a ≥ b = c ≥ d. Pero a = kf (H) y d = kf (G),
entonces kf (H) ≥ kf (G). Con la misma idea, calculando:

P5: �Minimizar e = 1tx sujeto a S1MGx ≥ 1 con x ≥ 0�.

P6: �Minimizar f = 1ty sujeto a MHS
t
2y ≥ 1 con y ≥ 0�.

obtenemos que d ≥ e = f ≥ a y por lo tanto kf (G) ≥ kf (H). Luego, nos queda
que kf (H) = kf (G).

4.2. Aplicaciones al apareamiento fraccionario

Como ya vimos, un apareamiento en un grafo es un conjunto de aristas disjuntas
dos a dos. El número de apareamiento µ(G) es el tamaño del apareamiento más gran-
de. Un apareamiento fraccionario es una función f que asigna a cada arista del grafo
un número en [0, 1] de forma tal que para cada vértice v tenemos que

∑
f(e) ≤ 1

donde la suma es sobre todas las aristas incidentes en v. Si f(e) ∈ {0, 1} para cada
arista e, entonces f es simplemente un apareamiento. El número de apareamiento
fraccionario µf (G) es el supremo de

∑
f(e) sobre todos los posibles apareamien-

tos fraccionarios f . Se puede demostrar que este valor coincide con el visto antes
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(µf (G) = pf (H ′G)). Existen varios resultados conocidos que involucran a µf (G) y se
encuentran compilados en [5]. Los detallaremos aquí:

µf (G) ≤ 1
2
v(G)

Si G es bipartito entonces µf (G) = µ(G)

Para cualquier grafo G, 2µf (G) es un entero. Mas aún, existe un apareamiento

fraccionario f para el cual
∑
f(e) = µf (G) con f(e) ∈

{
0, 1

2
, 1
}
para todas las

aristas e.

Si G es un grafo sin vértices aislados, entonces kf (G) + µf (G) = v(G).

Apareamiento fraccionario perfecto: Un grafo G tiene un apareamiento frac-
cionario perfecto cuando µf (G) = 1

2
v(G). Son equivalentes: i) G tiene un

apareamiento fraccionario perfecto ii) existe una partición {V1, V2, ..., Vn} del
conjunto de vértices V (G) tal que , para cada i, G [Vi] es un K2 o es un grafo
hamiltoniano iii) existe una partición {V1, V2, ..., Vn} del conjunto de vértices
V (G) tal que, para cada i, G [Vi] es un K2 o es un grafo hamiltoniano con una
cantidad impar de vértices.

Un grafoG tiene un apareamiento fraccionario perfecto si y sólo si i(G−S) ≤ |S|
para todo conjunto S ⊆ V (G) donde i(G−S) es el número de vértices aislados
del grafo G− S.

¾Qué se puede decir sobre los apareamientos fraccionarios de G y H si G ≈f H?
Ya vimos que en ese caso kf (G) = kf (H) pero usando que v(G) = v(H) y el resultado
anterior nos queda que los números de apareamiento fraccionarios también coinciden:
µf (G) = µf (H). En particular, si G tiene un apareamiento fraccionario perfecto y H
es isomorfo fraccionario a G entonces H también tiene un apareamiento fraccionario
perfecto.

Si calculamos la matriz DG y el vector vG del grafo G, y la diagonal de DG es
distinta de 0, entonces G tiene un apareamiento fraccionario perfecto. Basta de�nir
una función f sobre las aristas de G tal que

∑
f(e) = 1

2
v(G) (y

∑
f(e) ≤ 1 sobre

cada vértice). Para ello, de�nimos f(e) = 1
ri
si e es una arista de la componente i ri-

regular y f(e) = 0 si e es una arista que une dos componentes regulares. Sumando,
nos queda que cada componente con ni vértices aporta a µf (G) un valor de ni

2

puesto que niri
2
. 1
ri

= ni

2
. Por lo tanto, en este caso, podemos particionar los vértices

de G en V1, V2, ..., Vk conjuntos de modo tal que los grafos inducidos G [Vi] son K2 o
hamiltonianos con una cantidad impar de vértices.



Capítulo 5

Conclusiones

La complejidad computacional del problema de reconocimiento de isomor�smo
de grafos es un problema abierto, por lo que es importante encontrar otros tipos de
isomor�smos menos restrictivos que preserven el isomor�smo usual y que permitan
decidir rápidamente si dos grafos pertenecen o no a una misma clase. De no perte-
necer a una misma clase se deduciría que estos dos grafos tampoco son isomorfos
en el sentido usual. Uno de estos isomor�smos menos restrictivos es el isomor�smo
fraccionario de complejidad polinomial.

El isomor�smo fraccionario resulta de �relajar" el isomor�smo de grafos: en vez
de pedir la relación AP = PB (A, B matrices de adyacencia de G y H y P una
matriz de permutación) decimos que G y H son isomorfos fraccionarios si AS = SB
donde S es una matriz doble estocástica. Dado que las matrices de permutación son
también doble estocásticas, se deduce que este nuevo isomor�smo preserva el usual.

En este trabajo, siguiendo el capítulo 6 del libro Fractional Graph Theory - A
rational approach to the theory of graphs de E.R. Scheinermann y D.H. Ullman,
mostramos que el isomor�smo fraccionario puede caracterizarse completamente. El
teorema principal del isomor�smo fraccionario nos da dos caracterizaciones equiva-
lentes: el de las particiones equitativas y el de las secuencias de grados. Es evidente
que los vértices de cualquier grafo pueden ser divididos en partes donde cada una
de ellas es un subgrafo inducido regular y donde para dos partes cualesquiera el
subgrafo inducido por las aristas que unen estas dos partes es bipartito, basta tomar
cada vértice como una de estas partes. Una división así se llama partición equita-
tiva y para cualquier grafo se pueden calcular los parámetros correspondientes a la
partición equitativa más gruesa, es decir aquella que tenga la menor cantidad de
partes. El teorema principal demuestra que dos grafos son isomorfos fraccionarios si
los parámetros de estos dos grafos son los mismos. Así, en el capítulo 1 de este traba-
jo, mostramos los principales resultados sobre el isomor�smo fraccionario conocidos
hasta la fecha. Estos resultados, de los cuales el principal es la caracterización de
los grafos isomorfos fraccionarios, se deducen utilizando algunas herramientas del
álgebra lineal como el teorema de Perron-Froebenius para matrices positivas y la
descomposición de Birkho� de las matrices doble estocásticas. Este primer capítulo
sirve de introducción para comprender el "estado del arte" respecto al isomor�smo
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fraccionario.

Por otra parte, el libro Fractional Graph Theory - A rational approach to the
theory of graphs, en sus diferentes capítulos, está dedicado, justamente, a exponer
muchos de los resultados de la teoría fraccionaria de grafos, donde por teoría frac-
cionaria de grafos se entiende aquellos resultados de la teoría de grafos que pueden
ser relajados para obtener análogos fraccionarios. Un ejemplo claro es el del número
cromático que puede extenderse a un número cromático fraccionario. Sin embargo,
en el capítulo 6 del mencionado libro, dedicado al isomor�smo fraccionario, no se
relaciona este isomor�smo con otros resultados del libro, como por ejemplo el del
número cromático fraccionario. Una pregunta interesante que este trabajo trató de
responder es si existen algunos números fraccionarios conocidos invariantes por el
isomor�smo fraccionario. La respuesta es que sí, el número fraccionario de empa-
que y el número fraccionario de cubrimiento son invariantes por el isomor�smos
fraccionario.

Para calcular estos invariantes se necesita de las herramientas de la programación
lineal y para trabajar con la programación lineal los grafos deben ser descriptos no
por sus matrices de adyacencia sino por sus matrices de incidencia vértice-arista. En-
tonces, resultó natural preguntarse cómo se describe el isomor�mo fraccionario si en
vez de tener las matrices de adyacencia deG yH (dondeG ≈f H) tenemos sus matri-
ces de incidencia vértice-arista. En este trabajo, obtuvimos que AS = SB (G ≈f H)
⇔ existen S1 y S2 doble estocásticas tales que S1MG = MHS

t
2 y MGS2 = St

1MH

donde A y B son las matrices de adyacencia de G y H respectivamente y MG y MH

son las matrices de incidencia vértice-arista de G y H. A partir de este resultado,
también, pudimos extender la noción de isomor�smo fraccionario a hipergrafos. En
particular, el capítulo 2 de esta tesis estuvo dedicado a mostrar cómo se puede ex-
tender el isomor�smo fraccionario de grafos a hipergrafos. Así, en el capítulo 4, ya
teniendo los resultados del capítulo 2, pudimos demostrar, utilizando la programa-
ción lineal, que los números fraccionarios de empaque y cubrimiento son invariantes
por el isomor�smo fraccionario. Y utilizamos este resultado para sacar algunas con-
clusiones sobre el apareamiento fraccionario de dos grafos isomorfos fraccionarios.

En cambio, el capítulo 3 de este trabajo trató de buscar algunos resultados sobre
los grafos de línea de dos grafos isomorfos fraccionarios dados. Es evidente que dos
grafos isomorfos tienen grafos de línea isomorfos; sin embargo, su análogo fracciona-
rio no es tan obvio. Pero, pensando que a partir de la matriz de parámetros (que se
calcula de la partición equitativa más gruesa) de un grafo se obtiene unívocamente
la matriz de parámetros de su grafo de línea, resulta que si dos grafos tienen los mis-
mos parámetros (y por tanto, son isomorfos fraccionarios) entonces los parámetros
de sus grafos de línea coinciden (y por lo tanto, los grafos de línea son isomorfos
fraccionarios). El teorema de Whitney dice que si dos grafos de línea son isomorfos
entonces los grafos originales son también isomorfos salvo un único caso particular.
Sería interesante encontrar un análogo fraccionario a este teorema. Por una parte,
el análogo fraccionario del teorema de Whitney es falso en su versión más general.
En el capítulo 3 del trabajo se muestran numerosos contraejemplos. Estos contra-
ejemplos, se construyen todos a partir de matrices de parámetros que tienen en su
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diagonal por lo menos un cero. Es por eso que conjeturamos que si dos grafos de línea
son isomorfos fraccionarios entonces los grafos originales son isomorfos fraccionarios
siempre y cuando sepamos que las matrices de parámetros de estos grafos no tienen
ceros en la diagonal.

Existen diversas líneas de trabajo futuro. Una de ellas es lograr demostrar el
análogo al teorema de Whitney para grafos isomorfos fraccionarios, con las restric-
ciones adecuadas, como ya explicamos. Uno de los impedimentos para llevar a cabo
la tarea fue la falta de una forma sencilla de calcular la matriz de parámetros del gra-
fo de línea a partir de la matriz de parámetros del grafo original. Sin embargo, existe
una solución a este problema usando una notación diferente para estas matrices de
parámetros (muy parecidas a las ideas desarrolladas en el capítulo de hipergrafos).
Otro de los problemas que obtaculizaron la obtención de este resultado es que es di-
fícil caracterizar cuándo una matriz de parámetros de un grafo de línea corresponde
a la partición más gruesa del grafo de línea (que es lo que llamamos reducibilidad
de las particiones o reducibilidad de la matriz de parámetros). Pero, creemos que
utilizando esta nueva notación matricial para los parámetros se puede calcular con
mayor facilidad si una matriz de parámetros es reducible o no a una partición más
gruesa. Otra línea de trabajo futuro es continuar analizando los resultados que se
obtienen de la extensión del isomor�smo fraccionario a hipergrafos y cuáles otros
invariantes fraccionarios también son invariantes en el isomor�smo fraccionario.
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