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Resumen

Dos grafos Gy H son isomorfos (G ~ H) si unicamente difieren en cémo estan
nombrados sus vértices. Dadas las matrices de adyacencia A y B de los dos grafos
G y H, tenemos que A se puede calcular como A = PBP~! donde P es una matriz
de permutacion (es decir, P tiene sélo un 1 en cada fila y columna y sus demés
coeficientes son 0). La relacion anterior puede ser escrita como AP = PB. Diremos
que G ~¢ H (G y H son isomorfos fraccionarios) si se cumple la relaciéon “relajada”
AS = SB donde S es una matriz doble estocastica (es decir, S tiene todos sus
coeficientes no negativos y la suma de cada columna y de cada fila da 1). Como
las matrices de permutacion son casos particulares de matrices doble estocéasticas,
nos queda que dos grafos isomorfos son también isomorfos fraccionarios. Pero mucho
mas puede ser dicho sobre el isomorfismo fraccionario.

Para trabajar con el tema del isomorfismo fraccionario de grafos, seguiremos el
capitulo 6 del libro Fractional Graph Theory - A rational approach to the theory of
graphs de E.R. Scheinermann y D.H. Ullman. Asi, la primera parte de esta tesis
serd simplemente una traduccion (con algunos cambios pequenos) del capitulo 6 del
mencionado libro. Esta primera parte nos servird de introduccién para entender el
“estado del arte” con respecto al isomorfismo fraccionario de grafos. En cambio, las
partes siguientes (capitulos 2, 3 y 4 de la tesis) son trabajo original. En particular,
en el capitulo 2 extenderemos el concepto de isomorfismo fraccionario de grafos
al caso mas general de hipergrafos. Utilizando estos hipergrafos, en el capitulo 4
podremos mostrar que los nimeros fraccionarios de empaque y cubrimiento son
invariantes por el isomorfismo fraccionario. Para esto, trabajaremos con algunos
resultados de la programacion lineal (para calcular los ntimeros fraccionarios de
empaque y cubrimiento necesitamos la nociéon de hipergrafo y no solo la de grafo).
Por otra parte, en el capitulo 3 estudiaremos el isomorfismo fraccionario de los
grafos de linea de grafos dados y analizaremos el analogo fraccionario al teorema
de Whitney (dos grafos de linea son isomorfos si y s6lo si los grafos originales son
isomorfos salvo un tunico caso particular).
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Capitulo 1

Isomorfismo fraccionario de grafos

1.1. Definiciones basicas y notacion

Denotaremos un grafo G por un par (V(G), E(G)), donde V(G) es un conjunto
finito, el conjunto de vértices de G, y E(G) es un conjunto de pares no ordenados
de vértices de G, llamados aristas. Sean n = v(G) = |V(G)| y m = ¢(G) = |E(G)|.

Un vértice v es adyacente a otro vértice w en G si (v,w) € E(G). Decimos que v
y w son los extremos de la arista. El vecindario de un vértice v es el conjunto N (v)
que consiste de todos los vértices adyacentes a v. Un vértice v es aislado cuando
N(v) = 0. El grado de un vértice v es la cardinalidad del conjunto N(v) y se nota
d(v). Un grafo se dice regular si todos sus vértices tienen el mismo grado. Si se quiere
especificar ese grado comtn r, se dice que el grafo es r-regular.

Un grafo H es un subgrafo de un grafo G si V(H) C V(G) v E(H) C E(G).
Dado un conjunto de vértices X C V(G), el subgrafo de G inducido por X es el
subgrafo H de G tal que V(H) = X y E(H) es el conjunto de aristas de G que tiene
ambos extremos en X, y lo notamos G[X].

Un camino en un grafo G es una secuencia de vértices distintos P = vy, vo, ...,
Vg, donde (v;,v;11) € E(G), 1 =1,....k — 1. Un grafo G es conezxo si para todo par
de vértices distintos v y w de G existe un camino de v a w.

Llamamos C} al grafo con k vértices vy, vs, ..., vg, donde vy, ..., v es un camino,
vy es adyacente a vg, no hay otras aristas en el grafo, y k > 3.

Un grafo G es completo si cualquier par de vértices distintos de G son adyacentes.
Llamamos K, al grafo completo con n vértices.

Un conjunto de vértices I de un grafo G es un conjunto independiente si ninguna
arista de G tiene ambos extremos en I. Un pardmetro muy estudiado de un grafo
G es su nimero de estabilidad «(G), definido como la cardinalidad de un conjunto
independiente méximo de G.

Un coloreo de un grafo G es una particion de V(G), donde cada clase de la
particion es un conjunto independiente al que identificamos con un color. Un k-
coloreo es una particion de V(G) en k conjuntos independientes. Si G admite un
k-coloreo, decimos que G es k-cromético. El nimero cromdtico de G es el menor k
para el cual existe un k-coloreo de G y se nota x(G).
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Un grafo es bipartito si es 2-coloreable, y una biparticion es una particiéon de sus
vértices en dos conjuntos independientes. Un grafo bipartito de biparticion (A, B)
se dice bi-reqular si los vértices de A tienen el mismo grado a y los vértices de B
tienen el mismo grado b (no necesariamente a = b). Si queremos explicitar esos
valores, decimos (a,b)-regular. Si todo vértice de A es adyacente a todo vértice de
B decimos que el grafo es bipartito completo y lo notamos K| 4| . Dado un grafo
G y dos subconjuntos disjuntos Ay B de V(G), el grafo bipartito G[A, B] se define
como el subgrafo de G formado por los vértices AU B y las aristas de G que tienen
un extremo en A y uno en B. Notar que no necesariamente es un subgrafo inducido
de G.

Dado un grafo G, definimos el grafo de linea L(G) como un nuevo grafo en el
cual los vértices son las aristas de G y dos vértices en L(G) son adyacentes si y sélo
si las correspondientes aristas en GG tienen un vértice en comin.

Decimos que G es un digrafo, o un grafo dirigido, si las aristas estan dadas por
un conjunto de pares ordenados de vértices, llamados arcos. El concepto de camino
se extiende a digrafos pero ahora (v;,v;41) es un arco. Un digrafo es fuertemente
conezxo si para todo par de vértices distintos v y w de G existe un camino (dirigido)
de v aw y uno de w a v.

Dado un grafo G' cuyos vértices estdn numerados de 1 a n, definimos la matriz
de adyacencia de G como M € {0,1}"*" donde M (i,j) = 1 si los vértices i y j son
adyacentes y 0 en otro caso.

Numerando las aristas de G' de 1 a m, definimos la matriz de incidencia de G
como M € {0,1}"*™ donde M (i,7) = 1 si el vértice i es uno de los extremos de la
arista 7 y 0 en otro caso.

Un grafo es planar si puede ser dibujado en el plano sin que sus aristas se crucen.

Definiciones no dadas aqui pueden encontrarse en [2]| o [7].

1.2. Introducciéon

Dos grafos son isomorfos si inicamente difieren en como estan nombrados sus
vértices. En ese sentido, dos grafos G y H (G ~ H) son isomorfos si existe una
biyeccion ¢ : V(G) — V(H) tal que wv € E(G) si y solo si ¢p(u)p(v) € E(H).
Si A y B son las matrices de adyacencia de los grafos G y H, podemos escribir
esta relacion como A = PBP~! donde P es una matriz de permutacion (es decir,
P permuta columnas o filas segiun esté multiplicando a derecha o a izquierda). En
particular, P es una matriz cuadrada con sélo ceros y unos como coeficientes y con
la propiedad que hay solo un 1 por fila y por columna. La relacion A = PBP~!
también puede ser escrita como AP = PB. Es esta ultima relacion la que va a ser
relajada en el isomorfismo fraccionario.

Llamaremos a una matriz S doble estocdstica si todos los coeficientes de S son no
negativos y cada fila y cada columna de S suma exactamente 1 (es decir, S-1 =1
y St 1 = 1). Es facil ver, que con estas condiciones todos los coeficientes de S
pertenecen al intervalo [0,1] y sumando las columnas de S y las filas de S nos
queda que S tiene que ser una matriz cuadrada. Diremos que dos grafos G vy H




son isomorfos fraccionarios (y lo escribiremos G ~; H) si existe una matriz S
doble estocéstica tal que AS = SB donde A,B son las matrices de adyacencia de
G y H. Luego caracterizaremos esta relacion de equivalencia y la extenderemos a
hipergrafos.

Notacion: Siempre que escribamos S-1 =1 con “1” nos estaremos refiriendo al

1
. 1 .
vector con n unos como coeficientes. Asi 1 corresponde a | .| y la expresion S-1 =1
1
1 1
corresponde a S- | .| = | .| donde S es una matriz doble estocéstica de n x n.
1 1

Proposicién 1.1. La relacion G ~; H es una relacion de equivalencia.

Demostracion. Veamos que es reflexiva, simétrica y transitiva.

Reflexiva: AI = I A donde [ es la identidad y por tanto una matriz doble estocastica.
Simétrica: si AS = SB entonces trasponiendo nos queda que S'A = BS* (porque
las matrices de adyacencia son simétricas, A" = A y B* = B). Por tanto tenemos
que BU = UA con U = S* matriz doble estocastica.

Transitiva: si AS; = S1B y ASy = S2C nos queda que StA = BS! multiplican-
do a izquierda esta expresion por Sy nos queda que StAS; = BS!S,. Por tanto
S1S,C = BSES,. Basta ver que U = StS, es doble estocastica. Pero es facil ver que
el producto de dos matrices doble estocasticas es doble estocastica también, basta
multiplicar por el vector 1: U-1 = S1S5-1=51-1=1yU"-1=515;-1=55-1=1.
O

Por ejemplo, los siguientes dos grafos G y H son isomorfos fraccionarios:

Para comprobarlo escribimos sus matrices de adyacencia,




S OO OO HIO OO~ - O
SO OO O 1o oo - O
SO O OO0 o oo -
SO H OO OoO|IH—H OO OO
O H O OO OoO|I+HO +H O OO
— o O O OO0 - O OO
SO = - 4 OO0 O OO O -
S = O = O 1O O O O — O
— O OO - 40O o - OO
— - O O O -0 O - O OO
—\ o — O - OO0 - O O OO
O 4 4 O O|+H O O O oo
L ]
Il
<

OO OO H|IH OO O —HO
oo oo A0 oo H o A
SO O H OO 0o O +H O
SO 14 O OO0 —H O —H OO
O 14 OO OO |I+H O H O OO
—N O OO oo —+H O oo
—N o O - O oo oo -
O —H O - O 4|0 O O O - O
— OO 4000 O +HO O
OO 4O 400 +H O OO
— OO 400+ 0O OO O
O O O —H|l+H O O O O O

y B

Notacién: J, sera siempre la matriz de n x n con todos sus coeficientes iguales
aly J,wm sera la matriz de n x m con todos sus coeficientes iguales a 1.

0
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|

con todos sus coeficientes iguales a 1 y cada 0 es la matriz de 6 x 6 con todos sus
coeficientes iguales a 0. Es evidente que S es doble estocastica. Nos queda que
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Calculamos AS y SB con S

} donde cada Jg es la matriz de 6 x 6
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por lo que G = H y sin embargo G no es isomorfo a H (G es planar y H no lo es).

No obstante, G y H tienen en comun:

» G y H tienen el mismo nimero de vértices

= (G y H tienen el mismo ntimero de aristas

» GGy H tienen la misma secuencia de grados {4,4,4,4,4,4,3,3,3,3,3,3}

» Gy H tienen el mismo méximo autovalor (2

Estas similitudes se cumplen siempre que dos grafos sean isomorfos fraccionarios.

1.2. Dos grafos isomorfos fraccionarios tienen la misma cantidad de

icién

.

Propos

vértices.

Demostracion.

Dado que S debe ser cuadrada de n x n para ser doble estocéstica

queda que A y B también son de n x n. [

1.3. Dos grafos isomorfos fraccionarios tienen la misma cantidad de

icién

Propos

aristas.




Demostracion. Sean A y B las matrices de adyacencia de dos grafos isomorfos
fraccionarios G y H. Entonces existe S doble estocastica tal que AS = SB. Dado
que 1"+ A -1 = 2¢(G) donde £(G) es el namero de aristas de G, entonces

2¢(G) = 1"-A-(S-1)
= 1'-(AS)-1
= 1'-(SB)-
= (1'S)-B-
= 1"-B-1
= 2¢(H).

1
1

U

Mas adelante veremos que las secuencias de grados de dos grafos isomorfos frac-
cionarios deben ser las mismas y que el méximo autovalor también.

Proposicion 1.4. St G y H son dos grafos r-requlares con n vértices entonces

Demostracion. Llamemos S = %Jn donde J,, es la matriz de n X n con todos sus
coeficientes iguales a 1. Entonces AS = %AJn =-J,y SB = %J,LB = ~J,. Por lo
que AS =5SB. O

En particular, por ejemplo, Cy es isomorfo fraccionario a la unién disjunta de dos
K3 (ambos grafos son 2-regulares de 6 vértices). Vemos entonces que el isomorfismo
fraccionario no conserva conectividad.

Es importante notar que en la mayoria de los casos la matriz S doble estocéstica
que multiplica a A y B tiene determinante 0, por lo que los determinantes de A y
B pueden no coincidir.

El analisis del isomorfismo fraccionario necesita de algunas herramientas del al-
gebra lineal para aplicar a las matrices doble estocasticas (ver, por ejemplo, [3]).
Primero, al ser matrices positivas, sus autovalores y autovectores tienen propieda-
des particulares. Segundo, las matrices doble estocéasticas pueden ser escritas como
combinaciones convexas de matrices de permutacion.

1.3. Algunas herramientas del algebra lineal

1.3.1. Suma directa y reducibilidad

Sean Ay B dos matrices cuadradas (no necesariamente de las mismas dimensio-
nes). La suma directa de Ay B es la matriz cuadrada

A@B:[A 0}.

0 B

Si M = A@® B decimos que M es descomponible. En general, M es descom-
ponible si existen A,B,P y @ tales que P y () son dos matrices de permutacion y




M = P(A@® B)Q. Si no existe una descomposicion asi, decimos que M es indescom-
ponzble.

Sea M una matriz de n X n. Sea D(M) el digrafo con n vértices vy,...,v, con un
arco de v; a v; si M;; # 0. Decimos que M es irreducible si D(M) es fuertemente
conexo. Si no, decimos que M es reducible. En particular M es reducible sélo cuando

existe una matriz P de permutacion tal que PM P! = [gl g] donde Ay C son

matrices cuadradas.

Ademas, decimos que M es una matriz fuertemente irreducible si PM es irreduci-
ble para toda matriz de permutaciéon P. Si M no es fuertemente irreducible podemos

encontrar matrices de permutacion Py () tales que PMQ = [161 g] donde Ay C

son matices cuadradas.

Proposicion 1.5. Sea S una matriz doble estocdstica y también indescomponible.
Entonces S es fuertemente irreducible.

Demostracion. Supongamos que S no sea fuertemente irreducible, entonces podemos

S S
61 S;z:| donde SH y 522 son

matrices cuadradas. Entonces, veamos que Sy también es una matriz rectangular
con sus coeficientes todos iguales a 0 (por tanto, S es descomponible). Como S es
doble estocastica la suma de cada columna de S7; es 1 y por lo tanto la suma de
todos los coeficientes de Si; es a (a X a es la dimension de Sip). Pero también la
suma de todos los coeficientes de [SH 512} es a porque hay a filas y cada fila suma
1. Luego todos los coeficientes de S5 deben ser 0. Por lo que S = Si; & S , es
decir, S es descomponible. [

permutar las filas y columnas de S tal que S = [

1.3.2. Matrices positivas: el teorema de Perron-Frobenius

Sea M una matriz. Escribimos M > 0 para expresar que cada coeficiente de M
es no negativo y decimos que M es no negativa. De la misma forma, M > 0 expresa
que todos los coeficientes de M son positivos y decimos que M es positiva. También
podemos hablar de vectores positivos.

Un autovalor dominante de una matriz cuadrada M es un autovalor A de M
cuyo valor absoluto es mayor o igual al de cualquier otro autovalor de M.

El principal teorema sobre matrices no negativas es el de Perron-Frobenius.

Teorema 1.6. Sea M una matriz irreducible y no negativa. Entonces M tiene un
unico autovalor dominante \ que es positivo, simple, y tiene asociado un autovector
positivo. Mds ain, los autovectores asociados a otros autovalores son no negativos.




1.3.3. Matrices doble estocasticas y su descomposicién de
Birkhoff

Teorema 1.7. Sea S una matriz doble estocdstica. Entonces, existen niumeros po-
s1twos a, ..., g Yy matrices de permutacion Py, ..., Ps tal que

S:iaipi Y 1:iai.
i=1 i=1

El resultado se puede expresar diciendo que toda matriz doble estocastica es una
combinacion convexa de matrices de permutacion. La descomposicion S = >° | o P
es llamada la descomposicion de Birkhoff de una matriz doble estocastica S.

El conjunto de matrices doble estocasticas forma un subconjunto compacto y
convexo del conjunto de todas las matrices reales donde los puntos extremales de
este conjunto convexo son las matrices de permutacion.

Sea S una matriz doble estocastica y x un vector. El vector Sz es una lista de
promedios pesados de los coeficientes de z. Si R es otra matriz doble estocéstica
y R(Sx) = x, entonces, se puede pensar que no hubo “pérdida de informacion”.
Intuitivamente, esto es solo posible, si Sz y = tienen los mismos coeficientes, es decir
Sx es una permutacion de x.

Teorema 1.8. Sean S y R dos matrices doble estocdsticas de n X n con descom-
posiciones de Birkhoff S = Y a;Pi y R = ) (;Q; y sean x e y vectores de n
coordenadas.

(1) Siy= Sz yx= Ry, entonces y = Pix y x = Q;y para todo 1, j.

(2) Sean x e y como en (1). Si ademds, S o R es indescomponible, entonces
xr =1y =s-1 para algin escalar s.

(8) Six ey son0,1—vectores (sus coordenadas son ceros o unos) y ademdsy = Sz
entonces y = Pyx para todo 1.

Demostracion. La demostracion de este resultado necesita la definicion del siguiente
conjunto convexo. Sea v un vector. Sea II(v) la capsula convexa de todos los vectores
formados por las permutaciones de los coeficientes de v. Notemos que los puntos
extremales de TI(v) son todas las permutaciones de v, es decir los vectores de la forma
Pv con P una matriz de permutacion. Consideremos, ahora, que y = Sz donde S es
doble estocastica. Dado que S = Z%Pi, tenemos que y = Sx = ZOQ’PZ'{E y por
tanto y es una combinaciéon convexa de las permutaciones de z, es decir y € II(x).
Més atn, si P’ es alguna permutacion entonces P'y = P'Sx = Z a;(P'P;)x; por lo
que Py € II(x). Nos queda que todos los puntos extremales de II(y) estan en II(x).
Luego, si S es doble estocastica y y = Sz entonces II(y) C II(z).

Probemos ahora el teorema: (1) veamos que y = Sx y ¢ = Ry implica que
II(x) = II(y). Entonces z e y son puntos extremales de esta capsula convexa. Como
Yy = Z&iljix debemos tener que y = P,z para todo ¢ y de la misma manera




r = @,y para todo j. (2) primero notemos que si z o y es 0, entonces ambos son 0 y la
conclusion es valida. Asi que supongamos que x e y no son 0y S es indescomponible.
Sabemos que y = Sz v x = Qy para alguna matriz de permutacion (). Entonces
xr = @Sz y x es un autovector de QS con autovalor 1. Ademaés, notemos que también
el vector 1 es autovector con autovalor 1. Como S es no negativa e indescomponible
es fuertemente irreducible lo que garantiza que (S es irreducible. Usando el teorema
anterior nos queda que (.S tiene un tnico autovalor dominante que es positivo y
tiene asociado un autovector positivo. Por lo que se sigue que x es un miiltiplo del
vector 1. (3) sabemos solamente que y = Sz y que z,y € {0,1}". Como y € II(x),
nos queda que 1ty = 1Sz = 1*x por lo que x e y tienen el mismo niimero de unos.
Es decir, x es una permutacion de y. Por lo que y es un punto extremo de II(z) y

dado que y = Z «; P;x, tenemos que y = P,z para todo 7. [

Una aplicacion del teorema es que dos grafos isomorfos fraccionarios G y H
tienen la misma secuencia de grados.

Proposicién 1.9. 5: G =y H, entonces G y H tienen la misma secuencia de grados.

Demostracion. Sean A y B las matrices de adyacencia de G y H y sea S la
matriz doble estocastica con AS = SB. Sean dg = A-1y dy = B -1, los
vectores cuyas coordenadas son los grados de los vértices de G y H. Entonces
dg=A-1=AS-1=SB-1=8Sdgydg=B-1=BS"-1=S5'A-1= S%g.
Luego por el teorema anterior tenemos que dg v dy son uno permutacion del otro,
es decir, G y H tienen la misma secuencia de grados. [

1.3.4. Producto de Kronecker

Sean Ay B matrices de n x n. El producto de Kronecker de Ay B, A® B, es
una matriz de n? x n? de la siguiente forma:

AnB ApB ... ALB
A ® B— Ang AQQB AQHB
AnB ApxB .. A.,.B

donde A;;B es la matriz de n x n formada multiplicando a B por el escalar A;;.
Calculemos ahora qué transformaciéon lineal representa A ® B. Para matrices de
nxn, A, By X, sea Fap(X) = AXDB'. Entonces, Fap es una transforma-
cion lineal definida en el espacio R™*" de todas las matrices reales de n x n.
Una base de R™™ es el conjunto {E(i,j) : 1 <1i,j <n} donde E(i,j) es la ma-
triz con todos sus coeficientes iguales a 0 excepto un 1 en la posicién 5. Luego,
Fap(E(i,j)) = AE(i,j) B es la matriz cuya coordenada pq se calcula de la siguien-
te forma: [AE(i, j)B'],, = > Apa (i, j)av By, = ApiBgj. Como p y ¢ varian entre 1y
n, obtenemos n? entradas en la columna j del bloque i-ésimo de columnas en A® B.

Més ain, para una matriz M de n x n, sea ¢(M) el vector columna de n? coe-
ficientes formado al apilar las columnas de M una encima de la otra. Tenemos que

c(Fap(X)) = (A® B)(c(X)).
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Por lo que A ® B es la matriz de la transformacion lineal F4 g con respecto a
la base E(i, 7). Cuando A y B son matrices doble estocésticas vemos que A ® B
también lo es.

Lema 1.10. Sean A y B dos matrices doble estocdsticas de n Xn con descomposicio-
nes de Birkhoff A = Z%‘Pi y B = Zﬁij. Entonces A ® B es doble estocdstica

con descomposicion de Birkhoff AQ B = Z Z if3;(P; ® Q;).

Demostracion. Si Py @ son matrices de permutacion entonces P ® () también lo
es. Luego el bloque kl de A ® B se calcula como

AuB = (D) aiP)uB
= O aiP)u(d_ 8,Q;)
= > > (@P)ubQ;
= D ) B(PuQ;

luego A® B = Zzaiﬁj(Pi ® Q). U

1.4. Particiones equitativas

La existencia de un isomorfismo fraccionario entre dos grafos esta conectada con
el concepto de particiones equitativas. En el primer ejemplo que vimos de dos grafos
isomorfos fraccionarios se podian pintar los vértices de los dos grafos de blanco y
negro de forma tal que los vértices negros tenian grado 4 y los vértices blancos gra-
do 3. De hecho, también se podia observar que cada vértice negro tiene exactamente
3 vecinos blancos y 1 negro y cada vértice blanco tiene 2 vecinos negros y 1 blanco.

Sea S un subconjunto del conjunto de vértices de G. Llamemos d(v, S) al grado
de v en S, es decir, el namero de vértices vecinos a v en S (d(v,S) = |[N(v) N S]).
Decimos que una particion V3 U ... U V; de V(G) es equitativa si para todo i,j y
todo z,y € V; tenemos que d(z,V;) = d(y,V;). En otras palabras, cada uno de los
grafos inducidos G [V;] es regular y cada grafo bipartito G [V}, V;] es bi-regular. Es
evidente que todo grafo tiene una particion equitativa considerando a cada vértice
separado como una parte de la particiéon. Si G es un grafo regular entonces admite
una particién con una tnica parte, V(G).

Ademas, las particiones de un conjunto (incluyendo las particiones equitativas de
un grafo) pueden ser parcialmente ordenadas por refinamiento. Dadas dos particiones
de un conjunto Py @), podemos formar la particion més fina que es mas gruesa que
Py Q. La llamamos el supremo de Py () y la denotamos P V ). Otra forma de
describir el supremo de P y @) es de la siguiente manera: decimos que x =p y si x e
y estan en la misma parte de la particion P. (Es facil ver que =p es una relacion de
equivalencia). Sea R = PV @ luego = y si y solo si podemos encontrar zi, ..., 2
con T =21 = 2o = ... = z, = y donde cada = puede ser =p 0 =pg.
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Lema 1.11. Sean P y () dos particiones equitativas de un grafo G. Entonces
R = PV Q también es una particion equitativa.

Demostracion. Sea R = {Ry, ..., R.}. Es facil ver que cada R; puede ser particionado
en conjuntos de P o de @ (porque Py @) son refinamientos de R). Sean x,y € R;. Te-
nemos que ver que d(z, R;) = d(y, R;) paratodo j. Comor =z =n=... =2, =y
lo tinico que hay que ver son los casos ¢ =p y y * =¢ y. Sin pérdida de genera-
lidad consideremos z =p y. Como R; se puede particionar en conjuntos de P,
es decir R; = P, U ..U P, (porque P es un refinamiento de R), nos queda que:
d(z,R;) =d(z, P)+...+d(z,P,) y d(y, R;) = d(y, P\)+...+d(y, B,). Como z =p y
luego cada d(x, F;) es igual a d(y, P;). Por lo que resulta que d(z, R;) = d(y, R;). O

Teorema 1.12. Sea G un grafo. Entonces G tiene una dnica particion equitativa
mds gruesa.

Demostracion. Sean P, ..., P la lista de todas las particiones equitativas de G.
Esta lista no es vacia dado que vimos que siempre hay una particion equitativa para
cualquier G (la de los singletons). Sea @) = P, V...V Py. Por el lema anterior y como
V es asociativa, () es la tnica particion equitativa mas gruesa. [J

Volviendo a los grafos isomorfos fraccionarios, nos gustaria ver que todos tienen
una particion equitativa comun. Para ello veamos lo siguiente: dado G un grafo
y P = {Py,..., P} una particién equitativa de V(G) podemos calcular ciertos pa-
rametros de P. Estos parametros son un par (n,D) donde n es un vector de p
componentes indicando el nimero de vértices de cada P; y D es una matriz de p X p
donde cada coeficiente ij corresponde al valor d(z, P;) con x € P;. Por ejemplo, para
los grafos vistos anteriormente y pensando en las particiones en vértices negros y

blancos tenemos que n = [ 2 } vy D= [?1) é] para ambos grafos.

Si para dos grafos G y H tenemos particiones Py @ tales que los pares (n, D)
de ambas particiones coinciden, entonces decimos que P y () tienen los mismos
parametros. En ese caso, G y H tienen una particion equitativa comin (biyeccion
mediante entre los vértices de G y los de H). Si, ademés, P y () son las particiones
equitativas mas gruesas de G y H, entonces decimos que Gy H tienen la particion
equitativa mas gruesa en comun.

Los parametros (n, D) de una particién equitativa P = { P, ..., P,} siguen algunas
reglas sencillas. Por una parte, ny + ... + n, = v(G). Por otra parte, nos queda que
n;D;; = n;D;;. Finalmente, si ordenamos los vértices de G siguiendo el orden de las
particiones nos queda que la matriz de adyacencia de G es

donde cada bloque A;; es de tamano n; X n; y la suma de cada fila de A;; es D;;.
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1.5. Secuencias iteradas de grados

Otro concepto para entender el isomorfismo fraccionario es el de las secuencias
iteradas de grados de un grafo. Podemos calcular la secuencia de grados de un grafo
(y lamarla d;(G)) como el conjunto con multiplicidad d;(G) = {d(v) : v € V(G)},
ordenado en forma no decreciente. También podemos calcular para un vértice v fijo,
la secuencia de grados de sus vecinos: d;(v) = {d(w) : w € N(v)}. Para los grafos
vistos anteriormente los vértices blancos tienen secuencia de grados {3,3,4} vy los
vértices negros tienen secuencia de grados {3,4,4,4}.

Por otra parte, podemos calcular la secuencia de la secuencia de grados de los
vértices de G (y la llamamos dy(G)): do(G) = {d1(v) : v € V(G)} y de la misma ma-
nera ds(v) = {dy(w) : w € N(v)}. Por ejemplo, siempre con los grafos de antes, para
los vértices blancos tenemos que do(v) = {{3,3,4},{3,3,4},{3,4,4,4}} y para los
vértices negros tenemos que dy(v) = {{3,3,4},{3,4,4,4},{3,4,4,4} ,{3,4,4,4}}.

Podemos seguir iterando y definir:

de1(G) = {di(v) v € V(G)}
korl(U) = {dk(w) RS N(U)}

Finalmente, podemos definir la secuencia de grados de un vértice v de G como la lista
infinita: D(v) = [d1(v), d2(v), ...] y de la misma forma: D(G) = [d1(G), d2(G), ...].

Es sencillo ver que para los grafos G y H del ejemplo anterior tenemos que
D(G) = D(H). Lo que veremos en la proxima seccion es justamente el teorema
principal sobre isomorfismo fraccionario que nos dice que tener dos grafos G y H
isomorfos fraccionarios es equivalente a que estos grafos tengan la misma particion
equitativa mas gruesa o a que tengan D(G) = D(H).

1.6. El teorema principal sobre isomorfismo fraccio-
nario

Teorema 1.13. Sean G y H grafos. Son equivalentes:
(1) G~ H
(2) G y H tienen en comin la particion equitativa mds gruesa
(3) G y H tienen en comin alguna particion equitativa

(4) D(G) = D(H)

Demostracion. Sean G y H grafos con n vértices, V(G) = {vi,..,vn}, ¥
V(H) =A{w,...,w,}. Sean A y B sus matrices de adyacencia, respectivamente.

(1) = (3): Supongamos que G ~; H y sea S una matriz doble estocastica tal
que AS = SB. Renombrando los vértices de G y H, podemos suponer que S tiene
una estructura de bloques S = 51 & ...® S5 donde cada S; es indescomponible (y por
tanto fuertemente irreducible). La matriz S induce particiones sobre los vértices de
Gy H: P; ={V1,....,V,} donde v; y v; estan en la misma parte de la particion de G
si los indices ¢y j caen en el mismo Sy y de la misma forma definimos Py. Veamos
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que P; y Py son particiones equitativas con los mismos parametros. Particionando
Ay B en bloques que siguen las particiones Pg y Py, nos queda:

AH A12 Als Sl 0 0 Sl 0 0 BH Blg Bls
Agl AQQ AQS 0 SQ 0 _ 0 SQ 0 Bgl BQQ BQS
Ag Ag o Ags 0 0 .. S 0 0 .. Ss| [Bss Bs ... Bss

y se puede escribir de forma méas compacta como: A;;S; = S;B;;. Trasponiendo
AS = SB nos queda que S*A = BS"y SIA;; = BijS;?. El vector d;;(G) = A;; - 1 da
el nimero de aristas de cada vértice en V; a todos los vértices en V. De la misma
manera d;;(H) = B;; - 1 da el numero de aristas de cada vértice en W; a todos los
vértices en W;. Veamos que d;;(G) = d;;(H) = ¢ - 1 para algtn entero c:

Aplicando el Teorema 1.8 a los vectores d;;(G) y d;;(H) podemos concluir que
d;;(G) = d;j(H) = ¢- 1 como querfamos.

(1) = (2): Vimos que (1) = (3). Més atin, mostramos que los bloques de S
inducen una particion equitativa comtn en los grafos G y H. Usemos esto para ver
que (1) = (2). Supongamos que G =¢ H y S es doble estocastica con AS = SB. Sea
Pg la particion equitativa mas gruesa de G con parametros (n, D). Basta ver que H
tiene una particién equitativa con los mismos parametros. Sea Pg = {Vi,...,V,.} vy
supongamos que los primeros n; vértices de G estan V; y los siguientes ny vértices
estdn en V5, etc. Sea R = Ry @ Ry @ ... ® R, la matriz doble estocéastica donde cada

R, = niJni donde n; es el ntimero de vértices de V; y J,, es la matriz de n; x n;

con todos 1 en sus coeficientes. Como P4 es una particion equitativa tenemos que
n;D;; = n;jDj; que se puede escribir como AR = RA. Dado que AS = SB, nos

queda que ARS = RAS = RSB.

Veamos que RS = R. Sabemos que los bloques indescomponibles de S corres-
ponden a una particién equitativa de G. Asi, escribimos S = S1 & Sy @ ... B S,
donde cada Sy, es doble estocastico (pero no necesariamente indescomponible) y tie-
ne las mismas dimensiones que Ry. Entonces RS = (R1S1) & (R2S3) & ... ® (R,.S;)
y RS, = Ry porque Ry = n—lkJn,c y Sk es doble estocéstica. Dado que ARS = RSB,
sabemos que AR = RB. Por lo que R induce una particion equitativa en H con los
mismos parametros que Fg.

(2) = (3): Trivial.

(3) = (1): Supongamos que G'y H tienen particiones equitativas Py y Py con
los mismos pardametros (n, D). Sean Pg = {V4, ..., Vi} v Py = {W1, ..., W} de forma
tal que |V;| = |W;| = n; y de esta forma el nimero de aristas de un vértice cualquiera
de V; a los vértices de V; es igual al nimero de aristas de un vértice cualquiera de

Wi alos vértices de W; y vale D;;. Podemos suponer que los vértices en GG estan en
el orden dado por la particion Py y lo mismo para H.

Sea S; = niJnl yS=5&..dS5, Calculando
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AH A12 Als Sl 0 0 AHSl Algsg AlsSs
AS — A21 AQQ AQS 0 Sg 0 _ Aglsl AQQSQ AQSSS
Agq Ap ... Ag 0 0 .. S AqS] AgpSs ... AgSs
Sl 0O .. 0 BH Bl2 Bls S1B11 51312 SlBls
. 0 SQ 0 B21 B22 BQS . SQBQl SQBQQ SQBQS
y SB = =
0 0 .. Si| |Bsgt Bs2 ... B S;Bs1 SsBsy ... SiBss
vemos que éstas coinciden (puesto que A;;S; = D;j - Jn, v SjBji = Djj - Jn,).

(3) = (4): Sean Pg = {V4,....,Vi} v Py = {Wh,...,W,} particiones equita-
tivas de G y H respectivamente con los mismos parametros. Queremos ver que
D(G) = D(H). Es suficiente mostrar que para todo v € V; y para todo w € W,
tenemos que D(v) = D(w), es decir di(v) = di(w) para todo k. Podemos mostrar-
lo por inducciéon en k. Para & = 1 usamos que FPg y Py son particiones equi-
tativas con los mismos parametros. Supongamos ahora que dy_1(v) = dj_1(w)
para todo v € V; y para todo w € W;. Como di(v) = {dp_1(x):x € N(v)} y
dp(w) = {dk—1(y) : y € N(w)} y el nimero de vecinos de v y w es el mismo para
cada parte apropiada de las particiones, nos queda que di(v) = di(w).

(4) = (3): Supongamos que D(G) = D(H). Podemos partir G y H poniendo
dos vértices en la misma parte de la particién si tienen la misma secuencia iterada
de grados. Llamemos a estas particiones P y Pp. De la lista D(v) podemos leer
cuantos vecinos de cada tipo tiene v. Luego Pg y Py son particiones equitativas con
los mismos parametros. [l

1.6.1. Algunas consecuencias del teorema principal

Algunas consecuencias interesantes son:

Sean GG y H grafos. Son isomorfos fraccionarios cuando las respectivas particiones
equitativas mas gruesas tienen los mismos pardmetros. Por lo que basta encontrar
estas particiones y comparar los parametros.

Si partimos la matriz de adyacencia A de un grafo G siguiendo la particion
equitativa mas gruesa, nos queda

All Alp
A= ..
A

pl

A

pp

entonces sabemos que los A;; son matrices con 0 y 1 tnicamente donde la suma de
cada fila es constante y vale d;; (v de la misma forma, la suma de cada columna es
constante y vale d;;). Podemos encontrar todos los grafos isomorfos fraccionarios a
G siguiendo estas operaciones: para cada par de indices ¢,j reemplazamos A;; por
otra matriz C;; de las mismas dimensiones y con las mismas sumas en las filas y en
las columnas que A;; (y reemplazamos A;; = Afj con C'fj). Esto da una descripcion
completa de las clases de grafos isomorfos fraccionarios.




15

Sea P = {Vi,...,V,} la particion equitativa més gruesa de G. Para dos vértices
cualesquiera x,y en la misma parte de la particion de P el ntimero de caminos de
longitud k£ empezando de x debe igualar al nimero de caminos de longitud &k que
comienzan en y. Ademas, si G es isomorfo fraccionario a H, para todo vértice z
ligado a x, el nimero de caminos de longitud k& (en H) debe igualar al ntimero de
caminos de longitud k que comienzan en z. Sea w(k) el vector del nimero de caminos
de largo k empezando en los diferentes vértices de G. Notemos que w(k) = A* - 1.
Si G es conexo, A¥ - 1 tiende al autovector correspondiente al maximo autovalor de
A (llamémoslo ). Por tanto, para cada vértice x, el nimero de caminos de largo k
comenzando en z es asintotico a cA\¥ para alguna constante ¢ positiva. (Si el grafo no
es conexo, el nimero de caminos de largo k£ que comienzan en un vértice dado crece
como A* donde X es el maximo autovalor de la componente del grafo que contiene
al vértice dado). Por lo tanto,

Proposicién 1.14. Si G ~; H entonces el mdzimo autovalor de G y H es el mismo.

Es interesante notar, sin embargo, que dos grafos isomorfos fraccionarios no son
necesariamente coespectrales.

Independientemente del teorema principal, el problema de reconocer si dos grafos
son fraccionalmente isomorfos es polinomial, ya que la misma definiciéon basada
en sus respectivas matrices de adyacencia A y B y la existencia de una matriz
doble estocastica S tal que AS = SB se traduce en un problema de programacion
lineal, que puede resolverse en tiempo polinomial [4]. En contraste, la complejidad
computacional del problema de reconocimiento de isomorfismo de grafos continta,
al dia de la fecha, abierta.







Capitulo 2

Isomorfismo fraccionario de
hipergrafos

2.1. Introduccién a los hipergrafos

Un hipergrafo G es un par G = (S, X) donde S es un conjunto finito y X
es una familia de subconjuntos de S. El conjunto S se llama conjunto de vértices
del hipergrafo. Los elementos de X son las hiperaristas o simplemente aristas del
hipergrafo. Por ejemplo, un grafo es un caso particular de hipergrafo donde cada
elemento de X tiene cardinal 2. (En ese caso, se dice que el hipergrafo es 2-uniforme).
Para un hipergrafo dado, M es la matriz vértice-arista de incidencia si tiene n filas
(tantas como vértices en el conjunto S) y m columnas (tantas como hiperaristas en
el conjunto X) y M;; vale 0 6 1 segun si el vértice ¢ pertenece a la hiperarista j. En
particular los grafos (hipergrafos 2-uniformes) pueden ser determinados examinando
M: si cada columna tiene sélo dos 1 estamos ante un grafo. Es decir, si 1 - M = 2.
Por otra parte, es facil ver que M -1 = ¢ donde §; es el grado del vértice i.

Vemos entonces que para un grafo GG, tenemos dos tipos de notaciones matriciales,
la matriz cuadrada de n x n (n es el ntimero de vértices de G) de adyacencia y la
matriz vértice-arista de n x m (donde n es como antes y m es el niimero de aristas)
de incidencia.

Hasta ahora, hemos trabajado con las matrices de adyacencia para grafos Gy H.
Y hemos intentado a partir del concepto de isomorfismo de grafos, una relajacion
para llegar al concepto de isomorfismo fraccionario de grafos. Una pregunta que
podemos hacernos es: jcomo se traduce la ecuacion matricial AS = SB (donde A
y B son las matrices de adyacencia de los grafos G y H y S es una matriz doble
estocastica) a una ecuacion matricial con Mg y My (donde Mg y My son las
matrices vértice-arista de incidencia)? Veremos con detalle que G ~; H (es decir,
AS = SB) <= existen S; y Sy matrices doble estocésticas tales que Sy Mg = My S}
y Mng = SiMH

La razon para pedir estas dos condiciones es la relajacion de la condicion de que
dos hipergrafos sean isomorfos: PMg(Q) = My donde ahora G y H son dos hiper-
grafos (no necesariamente 2-uniformes) y P y @ son dos matrices de permutacion
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de tamanos apropiados. Luego, PMg = MyQ'y McQ = P'My (donde usamos que
para matrices de permutacion Py @ se cample que P! = P71y Q! = Q7! y también
estas tltimas son matrices de permutacion). Entonces, relajando las matrices de per-
mutacion Py @) nos quedan las mismas ecuaciones para matrices doble estocésticas
S1y Ss. (Por qué es necesario este nuevo enfoque, si podriamos seguir trabajando
con las matrices A y B? Lo interesante de esta otra aproximacién para el isomorfis-
mo fraccionario es que ahora puede ser extendido a hipergrafos. En particular, esto
nos permitira calcular algunos invariantes fraccionarios usando programacion lineal.
También podremos extender el teorema principal de caracterizacion de los grafos
isomorfos fraccionarios a hipergrafos.

Por ahora diremos que dos hipergrafos G y H cumplen que G = H si y s6lo si exis-
ten S; y Sy matrices doble estocasticas tales que S1 Mg = MySy MgSy = StMy.

Es evidente que dos matrices Mg v My que cumplen con las ecuaciones anteriores
tienen las mismas dimensiones (ambas tienen n filas y m columnas).

Proposicion 2.1. = es una relacion de equivalencia.

Demostracion. Veamos que es reflexiva, simétrica y transitiva.

Reflexiva: TMg = Mgl:y Mgly = ItMg donde Iy = It y I, = I} son las
matrices identidad de n x n 'y m x m (como siempre n es el ntimero de vértices de
G y m es el nimero de hiperaristas de G).

Simétrica: trivial puesto que llamando a St = U; y S, = U, nos queda que
UlMH = MGU2 Yy MHU2 = UfMG

Transitiva: si SyMg = MyShy MgSs = StMyy SsMg = MgSty MgS, = SEMy
nos queda que S;MgSy = MySLiSy pero también S1MgS, = S1SMy con lo que
My SiS, = S1SEMy. De la misma forma, nos queda que S3MgSy = S35t My pero
también S3MgSy = Mg SiSs con lo que S35t My = Mg SiS,. Llamando Uy = S4S,
y Uy = 535! nos queda que MyU; = UMy y UyMy = MiU;. (Recordemos que un
producto de matrices doble estocésticas también es una matriz doble estocéstica).
O

2.2. Isomorfismo fraccionario de hipergrafos

2.2.1. Ejemplos y casos particulares

Para ver que dos grafos G y H isomorfos fraccionarios también cumplen que
G = H, trabajaremos primero con algunos ejemplos y casos particulares:

Ejemplo 2.2. G y H como en la figura. Como G y H son ambos 3-regulares de 8
vértices, son isomorfos fraccionarios y pueden ser descriptos por el vector v = [8] y
la matriz D = [3].
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Calculemos Mgy Mpy:

10000O001T1O0O00O0

1100000O0O0OT1TTO0O
01 1000O0O0O0O0OT1TFQ0
0011000O0O0O0O0T1
000110O0O0T1O0TO0@O0
000011O0O0O0T1T00©0

0000O0O1T1O0O0O0OT1F®0

0000O0OO0O1T1O0O0O0T1

Mg =

100110000O0O0O0°O
1100010O0O0O0O0O0
01 1010O00O0O0O0O00O0
001 101O0O0O0O0O0QO0

0000O0OO0O1O0O0OT1T1TOQ0

0000O0OO0O1T1O0O0QO0T1

000O0O0OO0OO0O1T1TO0OT1F®O0

0000O0OO0OO0OO0OTITT1TO0T1

y My =

t
2+

Jiz = Sy calculemos Sy Mg y My SE:

1 1
ng:SfySQZE

Definamos S;

- —  — — —
[eNoNol NoloNalRS

SO 4O OO —=O
O —H O OO OO
OO0 0O OO
O OO OO O
[eNeBoloBoNel S
[sNeleolBoBoll il
[eNeNeNoll B Rele]
OO0 —H-HOOO
OO —HH OO OO
O—-H—-H O OO0 OoOo

O OO0 O0OOoOo
e —

.
— o o o

R B e B B e I e R e B ]
R B B B I B |
R B e B e B e B B |
o e o o e
— o o
R B e B B e IR e R e B ]

R B B B I B |
_— 1

—iloo

S1Mg

Jsx12

2
8

|
A A AN

A AANAANANNNN
A A AN
AN AN ANANNNN
A A AN
A A AN
A A AN
A AN AN
AN AN ANANNNN
A A AN
A AN AN

N A AN
L

ialld
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M1111111111 17
111111111111
100110000000 111111111111
110001000000 111111111111
011010000000 111111111111
Magt— 001101000000 ;111111111111
H2=1po0o000100110] 2111111111111
000000110001 111111111111
000000011010 111111111111
000000001101 111111111111
111111111111
11111111111 1]
333333333333
333333333333
333333333333
_1(333333333333| _ 5,
T12(333333333333| " 1278x12
333333333333
333333333333
333333333333

Por lo que S;Mg = MgSh = iJ8X12 y de la misma forma también, MgS, =
StMy = 1
1+ H 1Y8x12-
Como en un grafo r-regular hay 4 aristas, es facil ver que los calculos anteriores

T

dan como resultado %Jvm = L Jyxa- Veamoslo en la siguiente proposicion:

Proposicion 2.3. Si los grafos G y H son ambos de n vértices y r-requlares (luego
G~ H) entonces G = H.

Demostracion. Calculemos explicitamente las matrices S; y S. Como antes, lla-
mamos J; a la matriz de s x s cuyos coeficientes son todos 1 y Jsx; la matriz de
s X t cuyos coeficientes son todos 1. Sean Mg y My las matrices vértice-arista de
incidencia de los grafos G y H. Entonces las dimensiones de estas matrices son de
n x a donde a = % es el nimero de aristas de G'y también de H. Calculemos S Mg
y My S% donde S; = St = %Jn y So =St = L—llJa.

S1Mg = %JHMG = %QJW@ donde el 2 aparece porque cada columna de Mg suma
2 (tiene tnicamente dos 1 en cada columna, los grafos son hipergrafos 2-uniformes).

My St = MHéja = %rJnxa donde r aparece porque cada fila de My suma r (hay
exactamente r unos en cada fila por ser un grafo r-regular).

Pero como a = =, entonces % = = por lo que S;M¢g = My SE. De la misma
forma, MgS; = M(;ija = ér]nxa v StMy = %JnMH = %2Jnxa, expresiones que
coinciden. [J

Ejemplo 2.4. Sean G y H grafos bipartitos, como en la figura.

5 5
6 6
1 7 1 7
2 8 2 8
3 9 3 9
4 10 4 10

11 11

12 12
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Entonces, como G y H son isomorfos fraccionarios, ambos pueden ser descriptos

= %LJ4@%J8 y

t
1=

]. Definiendo S}

0 4
2 0

|

J1g v ordenando convenientemente los vértices en Mg v My, nos queda

} y la matriz D

;

por el vector v

S

L
16

t
5 =

que:

0000111100000000

1110000000000 0 0]
000000O0O0O11110000

000000O0OO0OOO0OOO0O1111
1000100000000000O0
01000100000000O00O0
00100010000000O0O0
00010001000000O0O0
000000O0O0O100OO0O1TO0O0O
00000O0O0O0OO0O100O0O1TO0O0
00000O0O0OOOO0O1O00O01O
00000000OO0O0CO10O0O01

000O0O0OO0OOOGOO0O0 0]
000O0O0OOOOOSO0OOQ O
000O0OOOODOOOO

o

o

1
O | 00— 00— | 00— | 00— | 00— | 00— | 00— | 00

O | 00| 00— | 00— | 00— | 00— | 00— | 00— | 00

O | 00— | 00— | 00— 00— | 00— | 00— | 00— |00 T 1

| < | <t | <t <t | 00— | 00— 00— | 00— | 00— | 00— | 00— |00
O 00— |00 00— | 00— | 00— | 00— | 00— |00

4| St | <t | <t | <t 00— 00— | 00— 00— | 00— | 00| 00— |00
O 00— 00— | 00— 00— 00— | 00— | 00— 00

| St | <t | <t | <t 00— 00— | 00— 00— | 00— 00| 00— |00
O | 00— | 00— | 00— | 00— | 00— | 00— | 00— | 00

| St | <t | <t | <t 00— 00— | 00— 00— | 00— 00| 00— |00
O |00 00— 00— | 00— | 00— | 00— | 00— |00

| St | <t | <t <t 00— 00— | 00— 00— | 00— 00| 00— |00
O 00— 00— | 00— | 00— | 00— | 00— | 00— |0

| St | <t | <t | <t 00— 00| 00— 00— | 00| 00| 00— |00
O |00 00— | 00— | 00— | 00— | 00— | 00— |00

| | <t |t <t | 00— 00— 00| 00— | 00— 00— | 00— 00
O |00 00— | 00— | 00— | 00— | 00— | 00— |00

| | <t |t <t | 00— 00— 00| 00— | 00— 00— | 00— 00
O | 00— 00— | 00— | 00— | 00— | 00— | 00— |00

| St | <t | <t | <t 00— 00— | 00— 00— | 00— | 00— | 00— |00
O | 00— 00— | 00— | 00— | 00— | 00— | 00— |00

4| St St | <t 00— 00— | 00| 00— | 00— 00— | 00— | 00

IO © O © O O O O

=T O © O O
=T O © O O
o o

I T O O
L

| < | <t | <t <t 00— | 00— 00— | 00— | 00— 00— | 00— |00

o O O o

| < | <t | <t < | 00— | 00— 00— | 00— | 00— 00— | 00— |00
o O o o

| < | <t | <t <1 00— | 00— 00— | 00— | 00— | 00— | 00— |00
o O o o

1 | <t <t | <t <t 00— | 00— 00— | 00— | 00— 00— | 00— [ 00

| < | <t | <t < | 00— | 00— 00— | 00— | 00— | 00— | 00— |00

| < | <t | <t < | 00— | 00— 00— | 00— | 00— | 00— | 00— |00
L 1

S1Mg
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B T TR o T R TR o TR T o T o R I TR T TR e O R
R T e T o TR s TR o TR TR s R o R o O o S s O e R o B o I TR |
B e TR o T TR o TR o R TG o T o R T TR T B B IR
R T T o TR s TR o R TR TR o R o R o TR B o TR B s R T |
“1111111111111111_
=g
SCoo—~ocococoococo~
CooHCcOoOOCOO0OHO
cooc-Hoco0cOoO OO
coor~OoO0cO0OO0OO
cCo~o0Cco00CO0O0 OO
cCo~o00co0cO00CO~O
co~ococococoo 0O
co~0co0o0o0CO~0OO0OO
c~0ccocoococo—~00O0
ocHoo0oCcOoOo~NOOOO
c~oococo—~00O0O0O
OcHooco~ocOoOocOOCO
~oO0co0CcOoOO0C~NOOOO
~—coo0coco~0O0O0O0O
e R=R=R=ER=R=R=R=R=R=
“~oOoo~oco0o0oc0Oo9g
Il
..noDQ
S

M4 4 4444444444444 4
44444444444444414
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Por lo tanto, S Mg = MgS y de la misma manera MgSy; = StMpg. Veamos la

generalizacion de este ejemplo:

2.5. Sea G un grafo bipartito de n y m vértices (b, ¢)-reqular (es decir,

icion

Propos
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uno de los conjuntos de la biparticion tiene n vértices de grado b y el otro m vértices
de grado ¢, por lo tanto, la cantidad de aristas es a =nb = mc). Si H es otro grafo
con las mismas caracteristicas (por lo tanto, G ~; H) entonces G = H.

Demostracion. Si Gy H son como en la proposicion, Mg y My pueden ser reordena-
das de manera tal que las primeras n filas corresponden a los n vértices de una de las
componentes del grafo bipartito. En ese sentido, Mg puede ser dividida en 2 matrices
de n x a y m x a (una debajo de la otra) donde cada una de esas matrices tiene un
unico 1 por columna y la primer matriz tiene b unos por fila y la segunda tiene ¢ unos

por fila. Es decir Mg = [MGJ] Lo mismo con My, — [MH] |

Nuevamente, calcula-
)
\/~ZG,2 MH72

1
mos explicitamente las matrices Sy y So. Sea Sy =1, @ L, = {”6]" L(} } = St

y Sy = 1.J, = Si. Entonces,
lJn 0 MG 1 lJn><a
SlMG N |: 0 %Jm MG,Z N %mea
MySh = [%H’l} 1.=1 [gj”xa} pero como 2 =1y £ = L 105 queda que las
H22 mxa
expresiones anteriores coinciden. De la misma forma
. MG,I 1 _ 1 anxa t o %Jn 0 MH,I . %Jnxa
M = {MG,J TR 1Y S B R L
que también coinciden.

Ejemplo 2.6. Sean GG y H son isomorfos fraccionarios con v = E} y D= {

como muestra la figura.

Calculemos S1 Mg y My S donde Sy = St = L @3 sy So = Sh = 1 1@ 1@ 5 4.
Calculemos S1 Mg y My Sk:

%%000000 1000000111000
332000000/|/10000000001711
00%%%%%% 0100001100000
siMo=]2 0 ¢ 5 g g|[0110000010000
Me=1gp9 1 1 I 1 11 0011000001000
oot ¥t flooo1100000100
0ot P88 ¥ looo0o110000010
0o 1189 % looooo11000001
6 6 6 6 6 64
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1Tooooooi1 1 1 1 1179
T 11111
pli11111 PR q
PO O O O O O O N0 N 0 O |
=lpiiiiiiteeees
PO O O O O O 0 B0 O B0 OO |
PS5 O O O N0 N 0 O |
DA O G G N 0 0 0 B B O |
3 3 3 3 3 3 6 6 6 6 6 64

(1000000000000

A A I

10000001110007 (98 8888°8% 00000

1000000000111 (8888885 0400

0100001100000 |58 8858 ¢ 544,

N L 1R R R R F AR

0001100000010 (0000000 &35 ggg

0000110001000 0000000 f filid

0000011000001 0000000 i P IEDE

ooooooo it PP

ooooooo i PP P

_0000000%%%%%%_
Toooooo0d1 1 1 1179
F A S
SESEEEEEEEEE.

w
w
w
w
w
O
[=2]
(=]
(=]
(=]
(=]
L

3

y entonces S Mg = My S, y de la misma forma MgSy = St M.

Proposicion 2.7. Sea G un grafo con la particion equitativa mds gruesa de 2 com-

ponentes. Es decir, G puede ser descripto por los siguientes pardmetros: v = {:’J

)
decir, G =y H. Entonces G = H.

b .
y D = 7‘61 1 donde nb = mc. Sea H otro grafo con los mismos pardmetros, es

Demostracion. Como antes, definamos explicitamente las matrices doble estocasti-
cas S; y 9s. Sea

Sl—EJHGBEJm_{O ,,%Jm]_sl
Y 1
1 1 1 ar o 10 U .
So=—Jo, @ —Joy ® — oy = I 0 =5
ay a2 as

00 XU,

donde a; = "%, a; = *5* y a3 = nb = mc son las cantidades de aristas involucradas.
Por tanto, Mg y My tienen dimensiéon v X a donde v =n+my a = a1 + as + as.
Y ambas, reordenéndolas, se pueden escribir en bloques:

My — Mg 11 0 Mg 13
0 Mga Megas
ri-regular de n vértices, Mg oo (de tamano m X ag) corresponde al ro-regular de m
vértices y Mg 13 v Mg o3 (de tamanos n X ag y m X az respectivamente) corresponden

donde Mg 11 (de tamaho n x ap) corresponde al
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al bipartito (b, ¢)-regular. Por lo tanto, Mg 11-1=my 1- Mg1, = 2 y de la misma
forma, MG’QQ -1 = oy 1- MG,QQ = 2. También, MG,13 -1 =5 y 1- MG,13 =1 y
Mgaz-1=cyl-Mgas=1.

Entonces

S My — |:%Jn 0 } {MG,M 0 MG,lS]

1
0 —Jn 0 Meoo Mg os
1 1
_ EQJnXm 0 ﬁ]-Jnxag,
= 1 I
O E2Jm><a2 E]-meag
aiJa1 0 0
" M1 0 My 13 ! 1
MygS; = ’ ’ 0 —J, 0
2 0 M M az %2
H,22 H,23 1
0 0 = Jos
as
1 b
_ arln]nxal ) 0 aJnXag
C
O a_QTZJmXaQ % mxas
perocomo 2 =1 2 12 b _ 1y _ 1ya5qyedaquelas expresiones anteriores
n a1’ m a2’ as n as m

coinciden. De la misma forma

L7, 0 ] [My 0 M
t _ | nYn ,11 H,13 _
o1 = { 0 Ll | 0 Mym My
%QJnXal O %1Jn><a3
O %2Jm><a2 %1Jm><a3
M, 0 M, a0 U
y MGSQ _ |: 8,11 " MG,13:| 0 aizt]ag 0
G,22 G,23 0 0 ét]a;
o %lenxal O %Jnxag
n O aLQTQJmXaQ ét]mxag

son iguales. [
2.2.2. Caso general

Veamos ahora que si dos grafos G y H son isomorfos fraccionarios (G ~; H) en-
tonces G = H (vistos como hipergrafos 2-uniformes), usando la proposicion anterior
y generalizandola.

Si G =~y H, ambos grafos tiene la misma particiéon equitativa méas gruesa y
por tanto pueden ser descriptos por los pardmetros v y D donde v es un vector
de k ntmeros correspondientes a las k partes de la particion del grafo y D es una
matriz de k X k cuyos coeficientes corresponden a los distintos grados de conexion
entre componentes. Ademas, permutando filas y columnas, Mg de v X a nos queda
dividida en k xt bloques (donde t = (]; = @ es la cantidad de particiones de las
aristas considerando que hay k bloques). Para las primeras k£ columnas, tendremos
0 fuera de la diagonal y los k& bloques (en la diagonal) Mg ; corresponden a las k
componentes regulares y por tanto Mg -1 = D;; y 1- Mgy = 2. Ademds, en las
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0 0
Disy 1 Mgy = 1

donde j es indexado por s. Luego, llamamos S; = %Jvl D...D i*]vk (luego S; = S)

siguientes columnas, los bloques cumplen con Mg ;-1 =

y llamamos Sy = iJal D...O aitJat (luego S = S%). Entonces

s indexa a las aristas que unen la particién ¢ con la particiéon j. De la misma forma
queda que StMpy = MqgSs.

Veamos ahora que si dos hipergrafos G y H son grafos (hipergrafos 2-uniformes)
y G = H entonces G =~y H. Para ello, usaremos las mismas ideas que en el teorema
principal de isomorfismo fraccionario.

Teorema 2.8. Si G = H y G y H son grafos (hipergrafos 2-uniformes) entonces

1
oo 10 0 .. 0 0
0 £duw, 0 . 0 0
0 0 Ly .. 0 0
SIMG — v3 v3 °
0 0 0 oo, 0
0 0 0 .. 0 or o
MG,ll 0 O 0 0 MG,l(k+1) MG,l(k+2) 0
0 Mgz 0 .. 0 0 Mgt 0 0
0 0 Mgas - 0 0 0 Mg 3(k42) - 0 _
O 0 0 Mg7(k_1)(k_1) 0 0 MG,(k—l)t
0 0 0 .. 0 Mg kk 0 0 e Mg
= Juyxay 0 0 0 0 arvixagyy o Juixagys 0
0 2 Jupxas 0 0 0 o5 Joaxaria 0 0
0 0 = Jusxag - 0 0 0 o5 Jusxagys - 0
o ok xan . 0 0 0 Tif Jug_ 1 xar
0 o Juxay, 0 0 o duexa
MG711 0 0 0 0 MG,l(k+1) MG,I(k+2) 0
0 Mgz 0 .. 0 0 Mgogtn 0 0
MHS; _ 0 O MG,33 0 0 0 MG,3(1€+2) 0 °
0 0 0 o My (kety(km1) - 0 0 oo Mg (k1)
0 0 0 . 0 Mg gk 0 0 e Mgt
L 0 0 0 0
ay Y21
0 HJdap O 0 0
0 0 Jas 0 o |_
0 0 0 arJu, 0
0 0 0 0 2 Jay
rD D D
alllJle’ll 0 0 0 0 akflj’”xa’““ ﬁ‘]leaﬂz
0 Dazj Jvgxay 0 0 0 a[:ill Ju2xuk+1 0
0 0 ?17:;,3‘]1)3 Xag 0 0 0 02112 ng X 42
— I
0 0 0 <kak1)(1k = Jvk 1Xak—1 0 0 0 (ka,])k‘]'”k 1 Xat
Dyp(p—
0 0 0 0 Bik 7oy xan 0 0 B T
D.. . Di; Djj;
ySlMG:MHS§puestoquev%_:a—zlparalgzgkyvii:a—jyvij:a—fdonde
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Demostracion. Sabemos que S Mg = My Sty MgSy = StMy. Se puede asumir que
Sty S, tienen estructura de bloques, es decir S1 = A1 ... DAL,y So=B1®...& B,
donde cada A; y cada B; son indescomponibles y por tanto fuertemente irreducibles.
Veamos que realmente es asi. Si PS1QQ = A; @ ... & Ay con Py () permutaciones y
RST = B1 & ... B, con Ry T permutaciones, podemos escribir:

PSiMgR' = PMy SR

entonces

(PS1Q)(Q"MgR') = (PMyT)(T'SLRY)

pero al mismo tiempo, tenemos que (por la otra ecuacion):
Q' MgS,T = Q'S MyT

y entonces
(Q"MgR")(RSST) = (Q'S; P")(PMyT).

Es decir, al intercambiar filas y columnas de S7 y S para llevarlas a una estruc-
tura de bloques, nos queda que Mg y My también intercambian filas y columnas
segiin las siguientes formulas: My, = Q*MgR' y M,; = PMyT. Y llamaremos M¢ y
My a estas nuevas My y M.

Escribamos las condiciones S; Mg = MyShy MgSy = SiMy.

A, 0 ... 0] [Gy G ... Gia
O AQ O G21 GQQ G2a
0 0 ... Al |Gy Gro ... Gia
H11 H12 Hla Bi 0 0
_ |Hyy Hyp ... Hoy| | O B .. 0
Hy Hpy ... Heu| |0 0 ... B
(G Gy ... G| [Br 0 ... 0
GQl G22 Gga 0 BQ O .
_le Gkg Gka O O Ba
Aﬁ O 0 H11 H12 Hla
O Ag 0 H21 H22 Hga
0 0 .. Al |Hu Hp ... Hp

Luego Asz] = HUB; y Giij = AZZHZ] Llamando dw<G) = Gwl y dw<H) = Hzl
calculamos Asz] -1 = HZ]B; -1 = Hij - 1.

Entonces AZdZ](G) = dZ](H> y como Gij -1 = Gz‘ij -1 = AgHw -1 nos que-
da que d;;(G) = Ald;;(H). Pero usando el Teorema 1.8 nuevamente tenemos que
dij(G) = di;(H) = c-1. Por otra parte, llamando d;;(G) = 1'-Gy; y d;;(H) = 1'- Hy,
nos queda que d;j(G) = 1tGZ’j = ]_tAijGij = 1tHZjBJt = d;J(H)BfJ Yy d;lj(G)B] =
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1'G;;B; = 1"AlH;; = 1'H;; = d;(H) Usando nuevamente el Teorema 1.8 pero para
d;j(G) y d;/](H) nos queda que d;;(G) = d;;(H) = e - 1*. Luego, nos queda que para
hipergrafos 2-uniformes, este tltimo valor e puede ser 0,1 ¢ 2 tnicamente. Asi, las
matrices Mg y My quedan divididas en bloques G;; y H;; de las mismas dimen-
siones donde cada fila suma lo mismo y cada columna suma lo mismo (que puede
ser tnicamente 2, 1 o 0). Pero como las columnas de Mg y My suman 2 en cada
columna, nos quedan los siguientes casos: si la suma de las columnas de G;; (y por
tanto también de H,;) suman 2, estamos ante los vértices de las clases regulares, si
la suma de las columnas de G;; suman 0 es por lo tanto que G;; es una matriz nula
(y también H;;) y si las columnas de G;; suman 1, habra otra Gj; donde la suma
también de 1, entonces estamos ante las conexiones de la clase i a la clase k (y lo

mismo pasa con H;;). Por tanto S; y S; inducen una division de los vértices y aristas
de Gy H, que hacen que G ~y H. [

Como hemos demostrado que para dos grafos G y H, G ~; H entonces G = H
y G = H entonces G ~; H, de ahora en més utilizaremos tinicamente la notacion
G =~y H para G = H. Es decir, que el concepto de isomorfismo fraccionario, puede
ser extendido a hipergrafos. Diremos que dos hipergrafos son isomorfos fraccionarios
si G = H y lo escribiremos G ~; H.

Cabe destacar que, tal como en el caso de los grafos, las condiciones que definen
que dos hipergrafos sean isomorfos fraccionarios pueden ser verificadas mediante la
factibilidad de un modelo de programacion lineal de tamano polinomial en el tamano
de los hipergrafos: G ~; H siy solo si existen S; y S, matrices doble estocasticas
tales que SiMg = MgSh y MgSy = SiMpy. Por lo tanto el reconocimiento de
isomorfismo fraccionario en hipergrafos es polinomial.

2.2.3. Un ejemplo final

Es interesante notar que la demostracion ultima, caracteriza también los hiper-
grafos isomorfos fraccionarios: dos hipergrafos G y H son isomorfos fraccionarios si
se pueden partir sus vértices en clases (es decir, hipergrafos inducidos) de forma tal
que cada clase (un hipergrafo) sea regular y uniforme con los mismos parametros en
G y H y que las hiperaristas que unen clases entre si, también tengan los mismos
pardmetros en G y en H.

Ejemplos:
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1000011O0O0O0O0O
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01 1000O0O0T1O0O00O0
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Capitulo 3

Grafos de linea

3.1. Introducciéon

Es interesante notar que, cuando G es un grafo, de la matriz de incidencia Mg
se puede obtener facilmente la matriz de adyacencia del grafo G-

A = Mg - M§ es una matriz de v X v (donde v es la cantidad de vértices de G) y
Aj; es el grado del vértice ¢ y A;j, si ¢ # 7, vale 0 6 1 segtin si hay una arista uniendo
al vértice ¢ con el vértice j.

Ejemplo 3.1. G como en la figura.

1 2

3 4
10010
11001
Entonces Mg = 0110 0l7Y
00111
10010(1)1(1)8 2101
11001 1311
= -t: =
A= M- Mg 01100?83} 01 21
001110101 111 3

Veamos si podemos mostrar de otra forma que para grafos si G = H entonces
G~y H:

Si G = H (y G y H son hipergrafos 2-uniformes, es decir grafos) luego existen S;
y So doble estocésticas tales que S Mg = MyShy MgSy = St My. Trasponiendo la
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segunda expresion queda que SIME = M$,S; y multiplicando la primera expresion
por M( a izquierda nos queda que SiMgM{, = MySiME = MyMES;. Ademas
SlM(;leHS§1:MH1yMG521:SfMH1yllamand05G:Mglal
vector de los grados de G y 6y = My - 1 al vector de los grados H, nos queda que
S10g =0 y Sidy = dg. Usando el Teorema 1.8 nos queda entonces que dg y d5 son
uno una permutacion del otro, es decir G y H tienen la misma secuencia de grados.
Entonces reordenando Mg y My nos queda que MgMp = A+Igy MyM}, = B+1y
donde A y B son las matrices de adyacencia de G y H respectivamente y I = Iy es
la matriz diagonal con los grados de los vértices de Gy H respectivamente. Luego
ST(A+Ig) = (B+ Iy)S}, entonces SfA = BST y por lo tanto G ~y H (donde S}
es la correspondiente permutacion de Sy luego de reordenar Mg y My).

Por otra parte, jqué obtenemos si calculamos L = MEMg? Vemos que la dimen-
sion de L es de a x a (donde a es la cantidad de aristas del grafo ). Los coeficientes
de la diagonal L;; van a ser siempre 2 y los coeficientes fuera de la diagonal L;; van
a ser 0 6 1, dependiendo de si hay un vértice que une a la arista ¢ con la arista j.
Es decir, L — 21 es la matriz de adyacencia del grafo de linea de G que llamaremos

L(G).

Ejemplo 3.2. Con el mismo grafo que antes,

a

1100 21011
0110 i (1) 8 é (1) 12101
L=MtMg=10 0 1 1 01100 01211
1 001 00111 101 21
0101 1 111 2

El teorema de Whitney (1932) [8] dice que si G y H son grafos conexos y L(G)
es isomorfo a L(H) entonces G es isomorfo a H (salvo el caso G = K3y H = K 3).
Podriamos preguntarnos si existe un analogo para el isomorfismo fraccionario:

Dados G y H dos grafos, jes cierto que G ~; H entonces L(G) =~y L(H)? Y
es cierto que si L(G) =~y L(H) entonces G ~; H? Veremos que lo primero es cierto
mientras que el caso general para la segunda proposicion es falso.
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3.2. La version fraccionaria del Teorema de Whitney
Proposicion 3.3. Sean G y H dos grafos con G =y H. Entonces L(G) ~; L(H).

Demostracion. Si G ~; H entonces existen S; y S doble estocasticas tales que
S1Mg = My Sty MgSy = St My. Trasponiendo la primera expresion nos queda que
MESt = Sy M}, y multiplicando la segunda expresion a izquierda por ME nos queda
que

MEMgSy = MES My = SoMi My

y restando 255 nos queda que
(MEMg — 21)Sy = So(My My — 21).

Pero MEMg — 21y My My — 21 son las matrices de adyacencia de L(G) y L(H).
Luego L(G) ~; L(H). O

3.2.1. Ejemplos y casos particulares

Calculemos explicitamente la matriz Dy ) conociendo la matriz de adyacencia
de G para algunos casos:

Ejemplo 3.4. Si G es un grafo 3-regular de 6 vértices podemos calcular su grafo de
linea que tendra % = 9 vértices y sera 4-regular donde 4 se calcula viendo que cada
arista de GG esta conectada a 2 aristas por extremo.

En general, si G es un grafo r-regular de n vértices entonces L(G) es un grafo
s-regular de m vértices con s = 2r — 2 y m = %°. Luego si describimos el grafo G
nr

por el vector vg = [n] y por la matriz Dg = m, nos queda que vrq = [2] y
DL(G) = [27’ - 2}.

Ejemplo 3.5. Si G es un grafo (3,2)-regular bipartito de 4 y 6 vértices por parte,
entonces L(G) es un grafo 3-regular de 3-4 = 6 -2 = 12 vértices que es 3-regular
porque cada arista de GG esta conectada a 2 aristas en un extremo y a 1 arista en el
otro extremo.

En general, si G es un grafo (b, ¢)-regular bipartito de n y m vértices por parte, en-
tonces L(G) es un grafo s-regular de k vértices donde s = b+c—2y k = bn = cm. Es

decir, si describimos el grafo G por el vector vg = {7?21 y por la matriz D = [2 8] )

nos queda que vrg) = [bn = cm] Y Dry = [b +c— 2}.

4 y lamatriz Dg = [3 31,

Ejemplo 3.6. Si G es un grafo descripto por el vector vg = 6 9 9

6
el grafo de linea de G estd descripto por el vector vy = |6 | y la matriz
12
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4 0 6

0 2 4]|. Aparecen 3 componentes en L(G) porque hay 2 componen-
3 2 3

tes en GG y tres tipos de aristas diferentes en G: las aristas del 3-regular, las aristas

del 2-regular y las aristas que unen el 3-regular con el 2-regular.

Dre) =

. . . b
Si G es un grafo descripto por el vector vg = LCLL] y por la matriz Dg = [Tcl , }
2
nri
2
nry

5 y por la matriz

entonces L(G) puede ser descripto por el vector vy gy =

bn =cm
2r1 — 2 0 2b
Dy = 0 2ro — 2 2c donde pedimos que 71, 72, b y ¢ no sean 0.
™ T9 b +c—2

Es importante notar que, en principio, no sabemos si esta matriz Dy q) es reduci-
ble o no; en el sentido de que puede pasar que no corresponda a la particibn mas
gruesa. Sin embargo, (ver méas adelante) para que una particion sea reducible a una
més gruesa, tiene que haber dos filas ¢ y j en D tales D;; + D;; = Dj; + Dj; v
D = Djj, con k # 14, j. Mirando Dy, vemos que esto pasaria inicamente con las
filas 1y 2si 7y =1y y b =c pero en ese caso, Dg = [7"1 +b=ry+ c] y estamos
suponiendo que D¢ dada como matriz de 2 X 2 no es reducible a una matriz de 1 x 1.

. Qué pasa si, en cambio, r; v 79 son ambas 07

Estamos ante el segundo ejemplo de un grafo bipartito G: nos queda un grafo
regular L(G), es decir que la matriz Dy ) se reduce a un tnico coeficiente.

JQué pasasir; #0yry =07

nry

Entonces V(@) = [ 2 :| y DL(G) = [

bn =cm 71 b+c—2

JQué pasasib=c=07

nry

2ry — 2 2b }

m 2r; — 2 0
Entonces v = |,2 D = .
o= 2]y o= [ 0.

3.2.2. Algunas consideraciones sobre la reducibilidad de las
particiones

En principio, al calcular D) no podemos saber, sin inspeccionarla, si estamos
ante la particion mas gruesa del grafo de linea o no. Decimos que la matriz Dy, q)
calculada es irreducible si sus pardmetros corresponden a la particion méas gruesa.
En caso de no ser asi, es porque existe una cierta cantidad de filas que pueden ser
unidas y forman una tnica particion dentro de L(G). En el caso de que sean dos
las filas a unir, nos queda que estas filas (supongamos que sean la i y la j) deben
cumplir con las siguientes condiciones:

a = D” + Dij = Dji + Djj
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g1 = Dy = Dj; para todo [ # 4,7

La primera condicién me indica que uniré la particion ¢ con la j y me quedara un
a-regular donde a = D;;j+D;; = Dj;+Dj;. Y la segunda condicion me indica que este

a-regular tendra conexiones con las otras particiones con parametros g, = Dy = D).
Veamoslo con un ejemplo:

60 1 4 3 8
VL) = gg Y Dry = é 154 g 228 . Las filas 2 y 4 cumplen con las con-
120 4 4 7 3
diciones, luego las unimos y la particiéon mas gruesa tiene los siguientes parametros:
60 1 12 3
v = [180=60+120 y Dy = |4 7T=5+2=4+3 T7|.
30 6 42 5

Sin embargo, también es posible que se puedan unir tres filas, sin que necesaria-
mente podamos unir primero dos y luego estas dos con la restante. Para unir tres
filas (supongamos que son la i, j y k) , las condiciones a cumplir son:

a = D“ + Dz‘j + Dzk = Djz' + Djj + Djk = Dkz + ij + Dkk

g, = Dil = Djl = Dk:l para todo [ 7é i,j, k

Nuevamente, la primera condiciéon me indica que uniré las particiones 7, j y k
quedando un a-regular con a = D+ D;j+ Dy, = Dj;j+ Dj;+ Dj, = Dy + Dyj+ Dy,
Y la segunda condicién me indica que este a-regular tendra conexiones con las otras
particiones con grados g, = Dy = Dj; = Dj;. Vedmoslo con otro ejemplo:

20 4 1 3 6
VL@ = 58 Yy Dy = ; 411 g g . Las filas 1, 2 y 3 cumplen con las con-
60 2 2 35
diciones, luego las unimos y la particiéon mas gruesa tiene los siguientes parametros:
70 =20 + 20 + 30 8§=44+1+3=1+14+6=24+4+2 6
vL(G) = 60 YDr = 7 5|

Es importante notar que en la matriz Dy ) reducible no se pueden tomar sélo
dos filas (por ejemplo la 1 y la 2) y reducirlas y luego a esta fila reducirla con la
tercera.

De la misma forma, es posible que una cierta matriz Dy, ) sea reducible uniendo
cuatro o mas particiones. Las condiciones generales para unir s filas iy, 4o, ..., 75 son:

a = Z Dilij = Z Digij =..= Z Disij

g = Dill = Digl =..= Disl para todo { 7é il,ig, ...,is

Nos quedaré asi un a-regular con conexiones a las otras particiones con parame-
tros g;.

Sin embargo, esto no agota todos los casos posibles. Supongamos por ejemplo
r1 bz i3

que tenemos una matriz Dg = |c12 712 beg| y esta matriz ya es reducible en las
Ci3 C23 T3
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filas 1y 2 ;Qué pasa si calculamos Dy sin reducir antes Dg? Nos quedard que
Dy tiene 6 filas pero las filas 1,2 y 4 pueden ser unidas para formar una tnica
componente (llamamémosla R) sélo si también unimos las filas 5 y 6 para formar
otra componente que corresponde a las conexiones entre Ry r3. Es decir, nos quedan
tres componentes (R, 73 y las conexiones entre R y r3) como hubiera pasado si en
el comienzo hubiéramos reducido D a dos componentes inicamente. Esto muestra
que las ecuaciones anteriores no agotan las posibles formas de reducir la matriz
Dpc). La forma mas general de reducir una matriz Dy ) es uniendo las distintas
particiones en particiones mas grandes todas al mismo tiempo.

ni
En general, si G es un grafo descripto por un vector vg = | y por la matriz
3
™ b12 blk:
c ry .. b
Dg= |17 2 2k y Dg > 0 entonces nos queda al calcular el grafo de linea
Clg Cop ... Tk
niri
2
(k+1)k k ek
t=""==k componentes. Es decir, v = 2
2 + (2> P  TelL) biany = c1ans
| D(k—1)EME—1 = C(l—1)k "0k
Y Dpy =
(2 —2 0 0 0 0 2b12 2b13 0 |
0 27‘2—2 0 0 0 2012 0 0
0 0 27“3 -2 .. 0 0 0 2613 0
0 0 0 27'k—1 -2 0 0 0 2b(k—1)k
. 0 27’k -2 0 0 QC(k—l)k
71 o 0 0 0 big +c12 — 2 b1s 0
1 0 3 0 0 bio biz+ci3—2 ... 0
i 0 0 0 TE—1 Tk 0 0 b(k_l)kJrC(k_l)ka_

donde estamos suponiendo que los coeficientes de D¢ son todos positivos y que vg(r)
¥y Dg(r) no tienen necesariamente que corresponder a la particion més gruesa.

Es importante notar que pedir que Dg > 0 nos va a garantizar que la matriz

Dp(c) tenga exactamente t = @ filas y columnas. Conjeturamos que lo que

verdaderamente va a garantizar que Dy ) sea irreducible (suponiendo que existen
algunos b;; = ¢;; = 0 y por tanto la matriz Dy ) tiene menos de ¢ = @ filas
y columnas) es que los r; # 0 Vi. Es decir, dado Dr) y vi(e y sabiendo que las
particiones regulares de G no son O-regulares, entonces podemos calcular D¢ v vg,
lo que nos mostraria que si G y H son grafos y sus matrices irreducibles Do y Dy
tienen la diagonal sin ceros, si L(G) ~y L(H) entonces G ~; H. La condicion de
que D¢ no tenga ceros en la diagonal es equivalente a que en su particiéon equitativa
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més gruesa ninguna de las partes sea un conjunto independiente.

Ejemplo 3.7. Calculemos D¢ y vg (con G como antes) si

15] 804024 0 0
12 02000 0 0
12 5020 12 4 3
v = [12] y Dy = |0 0 0 2 12 8 0.
72 502216 4 0
48 0022 6 10 3
El 0040 0 16 4

Decidamos cuéles columnas corresponden a los r; y cuales a los b;;, ¢;. Vemos
que las columnas 1, 3, 4 y 7 tienen dos nimeros distintos de 0 que corresponderian
a 2r; — 2 y a r;. Sin embargo, no es posible calcular r; para la columna 3 por lo
que la descartamos. Por otra parte, la columna 2 corresponde a un r; = 2 que no
tiene en (G aristas con otras componentes regulares. Por lo que, las columnas 1,2,4
y 7 corresponden a los r; y las restantes columnas corresponden a las aristas entre
componentes regulares en G.

8 0004 0 O [15]
020000 O 12
00200 8 8 12
Luego, reordenando, Drgy= |0 0 0 4 4 16 16| y vyig)= | 9 |-
500 3 2 10 4 12
00232 4 4 72
5 0 2 02 8 10 48

5 bz biz buy
G2 2 Doz boy
Entonces nos queda que Dg esde 4 x4y Dg = .
ci3 C3 2 by
Cl4 Coq4 C34 3

Ademéas, mirando las filas 5, 6 y 7, podemos ver que la fila 5 (y por tanto la
columna 5 también) corresponden a las aristas que unen la componente 1 con la 4,
luego mirando la columna 5 nos queda que 2by4 = 4 y 2¢14 = 4 entonces byy = 2
y c14 = 2. De la misma manera, la fila 6 (y la columna 6) corresponden a las
aristas que unen la componente 3 con la componente 4 en GG. Entonces, de la fila 6
obtenemos que 2b3y = 8 y 2¢34 = 4 (bgy = 4 y ¢34 = 2). Finalmente, la fila 7 (y la
columna 7) corresponden a las aristas que unen la componente 1 con la componente
3 en G. Por lo que 2b;3 = 24 y 2¢13 = 12 (by3 = 12 ¥ ¢13 = 6). Por otra parte,

la componente 2 no esta conectada a ninguna otra componente, lo que implica que
0 12 2

b12 = b23 = b24 = C19 = C93 = C9yq = 0. Nos queda asi: DG = . Para

N O O Ot
S O N
o N O
W = O
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r 5n
_ 2y
12 = 2 y
calcular v usamos D¢ y los valores de v = | 9= 22 |. Luego, vg = 3 :
12
72 6
L 48 .

3.3. Algunos contraejemplos al Teorema de Whitney
en su version fraccionaria

.Es cierto el caso general de L(G) ~; L(H) entonces G ~; H? iNo! Veamos
algunos contraejemplos (donde justamente, tenemos ceros en las diagonales de G o
de H):

Fjemplo 3.8. Si Gy H son grafos bipartitos, con G (3,4)-regular bipartito con 20
y 15 vértices en cada parte y H es (5,2)-regular bipartito con 12 y 30 vértices en
cada parte, nos queda que G y H no son isomorfos fraccionarios pero sus grafos de
linea son ambos 5-regulares con 60 vértices. Luego, L(G) ~¢ L(H). Matricialmente,

VG = ﬁg} y D¢ = [Z g] Yy Vg = Eg} y Dy = [g g] En particular, no podemos

aplicar el resultado anterior porque r; = ry = 0 y asi queda que vy g) = vy = [60}
¥ Dre) = Dran = [5].

Ejemplo 3.9. De la misma forma, si G es un grafo (2,4)-regular bipartito con 6 y

3 vértices en cada particiéon y H un grafo 3-regular con 8 vértices. Nos queda que
L(G) ~; L(H). Matricialmente, v = m y D¢ = [Z (2)] y vg = [8] vy D = [3].
Entonces, D) = D) = [4} con V@) = Vn(H) = [12]. Vemos que aunque H
cumple con la condicién de que la diagonal de Dy sea positiva, G no cumple con la
misma condicidn.

Ejemplo 3.10. En general, sean G y H son grafos bipartitos con vg = [:Ll},
1

D¢g = Lol lg}) vy = L:ij y Dy = {602 %2] Si, como en los ejemplos anterio-
res, vale que by + ¢; = by + c3 y mby = noby entonces vy gy = v = [nlbl} y
Di) = Dy = [bi + 1 — 2] por lo que L(G) ~¢ L(H) atn cuando G y H pueden
no ser isomorfos fraccionarios. Ademas, si F' es un grafo bl%—regular de s vértices

s(bitc1)
n =7

co = n1by, también queda que vpp) = [nlbl] y Drry = [bl 4+ — 2].

Ejemplo 3.11. Sea G un grafo no conexo (compuesto por dos grafos regulares) con

Dg = [(5) 2] vy ug = Eﬂ . Por otra parte, sea H otro grafo (también no conexo con
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0400 15
dos componentes bipartitas bi-regulares) con Dy = g 8 8 (5) yug = 160 . En-
00 30 10

tonces, Drqy = Dy = [g g] Y V@) = Vi(H) = {28} Por lo que L(G) ~¢ L(H)
pero G y H no son isomorfos fraccionarios. Vemos que este ejemplo se construyo
usando los ejemplos anteriores con distintas componentes conexas. En general, da-
do n, podremos construir grafos que sean la unién disjunta de n grafos regulares.
Calculando sus grafos de linea (que tienen también n componentes conexas regula-
res), éstos pueden ser isomorfos fraccionarios a los grafos de linea de grafos con n
componentes conexas bipartitas bi-regulares.

Ejemplo 3.12. (grafos con componentes conectadas entre si, es decir, que no se cons-

truyen como los ejemplos anteriores). Sea G un grafo con Dg = 132 g] Vg = Eg} )
0 3 0 30

Por otra parte, sea H un grafo con Dy = |3 0 4| y vy = |30]|. Calculando
0 10 0 12

4 4 90
Drc) y Dry nos queda que Dy = Dy = [3 12} Y V) = VLH) = [120]-

Por lo que L(G) ~; L(H) pero G no es isomorfo fraccionario a H.

Ejemplo 3.13. (dos grafos con la misma cantidad de vértices). Sean G'y H dos grafos

210
con 3n vértices cada uno y las siguientes matrices de componentes: Dg = (1 0 1],
010
n 01 10 n
vg= |n| v Dy = 1 8 8 (2) , Vg = g . Entonces, haciendo algunas cuentas,
" 0020 n
010 n
queda que DL(G) = DL(H) =11 0 2 Y VL) = VL(H) = n
0 2 2 n

Vemos asi que existen matrices D que pueden ser construidas a partir de dife-
rentes grafos no isomorfos fraccionarios. Serfa interesante caracterizar cuando una
matriz Dy, es deconstruible (es decir, ver cuando a partir de una Dy, irreducible se
puede llegar a una tnica D irreducible).

206 O
. 0 6 0 10 .
Ejemplo 3.14. Sea D, = 5 0 4 2| Veamos que Dy, es deconstruible y calcule-
0 4 3 5
mos D. Inspeccionado la matriz Dy, vemos que las columnas 3 y 4 tienen 3 nimeros
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distintos de cero (y distintos entre si) luego corresponden en D a conexiones entre
75 3 7
2 7 77
3 7 77
77
1 y 2 corresponden a componentes regulares en D porque en la columna 4, fila 2
tenemos que 10 = 2by5 por lo que la columna 2 corresponde a una componente
4-regular y de la misma forma, como en la columna 3, fila 1 tenemos que 6 = 2b;3

componentes regulares. Entonces D = . Ademas, las columnas y filas

4 5 3 7
2 7 77
entonces la columna 1 corresponde a un 2-regular. Luego D = 3 2 9 2| Todos
7?77
los demas coeficientes son 0, puesto que ya usamos toda la informaciéon de la matriz
4 5 3
Dy. Entonces nos queda que D= |2 0 0
3 0 2
6 000 O
0206 0
Ejemplo 3.15. Sea D;, = |0 0 6 0 10| entonces vemos que si queremos decons-
020 4 2
0043 5
truir Dy, y obtener D podemos usar las columnas y filas 2, 3, 4 y 5 para ver que
7000
0 45 3 . . . .
D = 020 0 de la misma forma que en el ejemplo anterior. Sin embargo, no
0 3 0 2

podemos conocer el valor de ? porque ya vimos que tanto un 4-regular como un
(3,5)-regular bipartito nos daria el coeficiente 6 que se encuentra en la primera fila,
primera columna de Dy. Asi esta ultima Dy (que corresponde a un grafo de linea
no conexo) no es deconstruible.




Capitulo 4

Invariantes fraccionarios

4.1. Cubrimiento y empaque de un hipergrafo

Un cubrimiento de un hipergrafo G dado es una familia de hiperaristas Xi, ...,
X; de G tal que V(G) C X; U...U X,. El menor j para el cual esto es posible se
llama ndmero de cubrimiento de G y lo denotaremos k(G). Un elemento s € v(G)
esta aislado sino estd en ninguna hiperarista. En este caso, no existe un cubrimiento
de G y diremos que k(G) = oco. El problema de encontrar el minimo j para el cual
hay un cubrimiento de G se puede formular como un problema entero de minimi-
zacion. Llamamos © = (z1,...,x,) al vector de a coeficientes (a es la cantidad de
hiperaristas de G) que toman los valores 0 6 1, es decir x corresponde a una familia
de hiperaristas. Si queremos que x sea un cubrimiento de G, debemos pedir que
todos los vértices de GG estén en alguna hiperarista de x. En notacién matricial, nos
queda que Mgx > 1 donde Mg es la matriz de incidencia vértice-hiperarista.

Luego, el problema entero de minimizacién para encontrar k(G) es el siguiente:
“Minimizar k(G) = 1'x sujeto a Mgz > 17 donde estamos suponiendo que los coe-
ficientes de x s6lo toman los valores 0 ¢ 1. Este problema entero se puede “relajar”
para calcular un k;(G) (ndmero fraccionario de cubrimiento) mediante el siguiente
problema estandar de minimizacion: “Minimizar k;(G) = 1'x sujeto a Mgz > 17
donde ahora estamos suponiendo solo que z > 0 (es decir, z puede tomar valores
reales mayores a 0 y no solo 0 6 1). Si calculamos el z que hace minimo a k(G) = 1'z
con el primer problema de minimizacion, vemos que este x también cumple con el
segundo (“relajado”) problema de minimizacion; es una posible solucion factible aun-
que quizas no es la que hace el minimo de k;(G). Luego, nos queda que k(G) > k¢ (G).

Por otra parte, un empaque de un hipergrafo G es un subconjunto de vértices
Y C V(G) con la propiedad de que dados dos elementos cualesquiera de Y no es-
tan en una misma hiperarista de G. El numero de empaque p(G) es la maxima
cantidad de elementos que puede haber en un empaque. En ese sentido, llamamos
vy = (y1,-..-,y») al vector de coeficientes 0 6 1 donde cada coeficiente corresponde a
elegir 0 no un vértice de G (v es la cantidad de vértices de GG). Luego, un empa-

39
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que debe cumplir que M}y < 1 donde nuevamente Mg es la matriz de incidencia
vértice-hiperarista de GG. El problema entero para maximizar p(G) es el siguiente:
“Maximizar p(G) = 1'y sujeto a MLy < 1”7 donde estamos suponiendo que el vec-
tor y tiene todos sus coeficientes iguales a 0 6 1. Nuevamente podemos “relajar”
este problema para calcular un p(G) (ndmero fraccionario de empaque) mediante
el siguiente problema estdandar de maximizacion: “Maximizar p;(G) = 1'y sujeto a
Mty < 17 donde suponemos ahora solamente que y > 0 (es decir que, y ya no toma
los valores 0 ¢ 1 tnicamente, puede tomar otros valores reales no negativos). De
la misma forma que antes, el y que maximiza p(G) = 1'y en el primer problema
de maximizacion, es una solucion factible (pero quizas, no la que hace el maximo)
del segundo problema “relajado” de maximizaciéon para calcular ps(G). Luego, nos
queda que ps(G) > p(G).

Es sabido que los problemas estandar: “Maximizar f = u'y sujeto a Ay > v con
y > 07 y “Minimizar ¢ = v'z sujeto a A’z < u con x > 07 son problemas duales
de programacion lineal. En particular, el maximo de f coincide con el minimo de
g (ver, por ejemplo, [1]). Utilizando este resultado para el nimero fraccionario de
empaque y el nimero fraccionario de cubrimiento, nos queda que ps(G) = k¢(G).
Entonces, nos queda que p(G) < ps(G) = ks(G) < k(G).

En un grafo G sin vértices aislados (visto como hipergrafo 2-uniforme) podemos
calcular el nimero de empaque p(G) que coincidira con el niimero maximo de vérti-
ces independientes «(G). De esta forma, podemos definir a¢(G) = ps(G). Por otra
parte, para el grafo G, k(G) serd el minimo nimero de aristas a elegir que cubran

v(@)

todos los vértices (es evidente que k(G) > =5~ porque cada arista cubre dos vértices).

Dado un grafo G podemos construir el hipergrafo Hs donde las hiperaristas de
H¢ son los conjuntos de vértices independientes de G. Dada A la matriz de adya-
cencia de GG, podemos calcular My, . Asi, el nimero cromatico de G coincide con el
nimero de cubrimiento de Hg, es decir x(G) = k(Hg). También podemos definir
X;(G) = kg(Hg) y se puede mostrar que esta definicion es igual a otras formas de
definir el nimero cromdtico fraccionario de G.

Dado un grafo G podemos construir el hipergrafo H/, que tiene como vértices
a las aristas de G y sus hiperaristas son el conjunto de aristas de GG que inciden
en un punto. Es decir, H;, = M{,. El nimero de apareamiento de G, denotado por
1(G), es el maximo nimero de aristas de G disjuntas dos a dos. Asi, el u(G) es el
niimero de empaque de Hg. También podemos definir pu;(G) = ps(Hg) v ver que
esta definicion coincide con otras formas de definir p/(G).

Es facil ver que para el grafo de linea L(G) de un grafo G dado, nos queda que
1(G) = a(L(G)). Sin embargo, no es cierto en el caso general que i ,(G) = ay(L(G)).
Un ejemplo de esto puede verse con el grafo K3, cuyo nimero de apareamiento
fraccionario es 1, mientras que el nimero de empaque fraccionario de L(K3) = K3
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es 3/2 (dando un peso de 1/2 a cada vértice).

4.1.1. El ntmero fraccionario de cubrimiento y empaque para
grafos isomorfos fraccionarios

Queremos ver ahora si existe alguna relacion entre el k¢(G) y el k¢(H) donde Gy
H son hipergrafos isomorfos fraccionarios. (Es decir, existen S; y S matrices doble
estocasticas tales que S1Mg = My Sy MgSs = SiMpy). Para esto, planteamos los
siguientes problemas estandar de minimizacion:

P1: “Minimizar a = 1'z sujeto a Myzz > 1 con z > 0.
P2: “Minimizar b = 1'w sujeto a SMzw > 1 con w > 0.
P3: “Minimizar ¢ = 1*u sujeto a MgSsu > 1 con u > 0.
P4: “Minimizar d = 1'v sujeto a Mgv > 1 con v > ("

Es facil ver que P2 y P3 son el mismo problema dado que S! My = MgS,, luego
b = c. Por otra parte, a > b porque los z de P1 son soluciones factibles de P2: si
z es tal que Myz > 1 entonces Si(Myz) > St -1 =1 donde estamos usando que
S es doble estocastica. De la misma forma ¢ > d porque por cada solucion u de
P3 tenemos una solucion factible v* de P4 con el mismo valor de funcion objetivo:
si u es tal que MgSou > 1, luego llamando v' = S,u nos queda que Mgv' > 1y
1" = 1'Syu = 1*u. Luego queda que a > b = c > d. Pero a = kf(H) y d = k;(G),
entonces ky(H) > k(G). Con la misma idea, calculando:

P5: “Minimizar e = 1'z sujeto a S; Mgz > 1 con z > 0.
P6: “Minimizar f = 1'y sujeto a MySly > 1 con y > 0.

obtenemos que d > e = f > a y por lo tanto k;(G) > k¢(H). Luego, nos queda
que k?f(H) = l{if(G)

4.2. Aplicaciones al apareamiento fraccionario

Como ya vimos, un apareamiento en un grafo es un conjunto de aristas disjuntas
dos a dos. El nimero de apareamiento uu(G) es el tamano del apareamiento més gran-
de. Un apareamiento fraccionario es una funcion f que asigna a cada arista del grafo
un namero en [0, 1] de forma tal que para cada vértice v tenemos que »_ f(e) < 1
donde la suma es sobre todas las aristas incidentes en v. Si f(e) € {0, 1} para cada
arista e, entonces f es simplemente un apareamiento. El nimero de apareamiento
fraccionario p;(G) es el supremo de ) f(e) sobre todos los posibles apareamien-
tos fraccionarios f. Se puede demostrar que este valor coincide con el visto antes
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(14(G) = ps(Hg)). Existen varios resultados conocidos que involucran a p,(G) y se
encuentran compilados en [5]. Los detallaremos aqui:

pi(G) < 30(G)

= Si G es bipartito entonces u;(G) = pu(G)

» Para cualquier grafo G, 2u,(G) es un entero. Mas al’m existe un apareamiento
fraccionario f para el cual ) f(e) = u(G) con f(e {0, 5> 1} para todas las
aristas e.

= Si G es un grafo sin vértices aislados, entonces ky(G) + p;(G) = v(G).

= Apareamiento fraccionario perfecto: Un grafo G tiene un apareamiento frac-
cionario perfecto cuando p;(G) = 1v(G). Son equivalentes: i) G tiene un
apareamiento fraccionario perfecto ii) existe una particion {Vi, Vs, ..., V,,} del
conjunto de vértices V(G) tal que , para cada i, G [V;] es un K3 o es un grafo
hamiltoniano iii) existe una particion {Vi, Vs, ..., V,,} del conjunto de vértices
V(G) tal que, para cada i, G [V;] es un K5 o es un grafo hamiltoniano con una

cantidad impar de vértices.

» Un grafo G tiene un apareamiento fraccionario perfecto siy sélosii(G—S) < |S|
para todo conjunto S C V(G) donde i(G — S) es el namero de vértices aislados
del grafo G — S.

. Qué se puede decir sobre los apareamientos fraccionarios de Gy H si G ~; H?
Ya vimos que en ese caso kf(G) = k¢(H) pero usando que v(G) = v(H) y el resultado
anterior nos queda que los niimeros de apareamiento fraccionarios también coinciden:
s (G) = py(H). En particular, si G tiene un apareamiento fraccionario perfecto y H
es isomorfo fraccionario a GG entonces H también tiene un apareamiento fraccionario
perfecto.

Si calculamos la matriz Dg y el vector vg del grafo G, y la diagonal de D¢ es
distinta de 0, entonces G tiene un apareamiento fraccionario perfecto. Basta definir
una funcién f sobre las aristas de G tal que Y- f(e) = 3v(G) (v X f(e) < 1 sobre
cada vértice). Para ello, definimos f(e) = Tl si e es una arista de la componente @ r;-
regular y f(e) = 0si e es una arista que une dos componentes regulares. Sumando,
nos queda que cada Componente con n; vértices aporta a uf(G) un valor de %
puesto que 5% rl = 2 Por lo tanto, en este caso, podemos particionar los vertlces
de Gen Vi, Vs, ..., V3 conJuntos de modo tal que los grafos inducidos G [V;] son K; o

hamiltonianos con una cantidad impar de vértices.




Capitulo 5

Conclusiones

La complejidad computacional del problema de reconocimiento de isomorfismo
de grafos es un problema abierto, por lo que es importante encontrar otros tipos de
isomorfismos menos restrictivos que preserven el isomorfismo usual y que permitan
decidir rapidamente si dos grafos pertenecen o no a una misma clase. De no perte-
necer a una misma clase se deduciria que estos dos grafos tampoco son isomorfos
en el sentido usual. Uno de estos isomorfismos menos restrictivos es el isomorfismo
fraccionario de complejidad polinomial.

El isomorfismo fraccionario resulta de “relajar" el isomorfismo de grafos: en vez
de pedir la relacion AP = PB (A, B matrices de adyacencia de G y H y P una
matriz de permutacion) decimos que G'y H son isomorfos fraccionarios si AS = SB
donde S es una matriz doble estocéstica. Dado que las matrices de permutacion son
también doble estocésticas, se deduce que este nuevo isomorfismo preserva el usual.

En este trabajo, siguiendo el capitulo 6 del libro Fractional Graph Theory - A
rational approach to the theory of graphs de E.R. Scheinermann y D.H. Ullman,
mostramos que el isomorfismo fraccionario puede caracterizarse completamente. El
teorema principal del isomorfismo fraccionario nos da dos caracterizaciones equiva-
lentes: el de las particiones equitativas y el de las secuencias de grados. Es evidente
que los vértices de cualquier grafo pueden ser divididos en partes donde cada una
de ellas es un subgrafo inducido regular y donde para dos partes cualesquiera el
subgrafo inducido por las aristas que unen estas dos partes es bipartito, basta tomar
cada vértice como una de estas partes. Una division asi se llama particion equita-
tiva y para cualquier grafo se pueden calcular los parametros correspondientes a la
particiéon equitativa mas gruesa, es decir aquella que tenga la menor cantidad de
partes. El teorema principal demuestra que dos grafos son isomorfos fraccionarios si
los parametros de estos dos grafos son los mismos. Asi, en el capitulo 1 de este traba-
jo, mostramos los principales resultados sobre el isomorfismo fraccionario conocidos
hasta la fecha. Estos resultados, de los cuales el principal es la caracterizacion de
los grafos isomorfos fraccionarios, se deducen utilizando algunas herramientas del
algebra lineal como el teorema de Perron-Froebenius para matrices positivas y la
descomposicién de Birkhoff de las matrices doble estocasticas. Este primer capitulo
sirve de introduccion para comprender el "estado del arte" respecto al isomorfismo
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fraccionario.

Por otra parte, el libro Fractional Graph Theory - A rational approach to the
theory of graphs, en sus diferentes capitulos, estd dedicado, justamente, a exponer
muchos de los resultados de la teorfa fraccionaria de grafos, donde por teoria frac-
cionaria de grafos se entiende aquellos resultados de la teoria de grafos que pueden
ser relajados para obtener analogos fraccionarios. Un ejemplo claro es el del niimero
cromatico que puede extenderse a un nimero cromatico fraccionario. Sin embargo,
en el capitulo 6 del mencionado libro, dedicado al isomorfismo fraccionario, no se
relaciona este isomorfismo con otros resultados del libro, como por ejemplo el del
ntmero cromético fraccionario. Una pregunta interesante que este trabajo tratod de
responder es si existen algunos nimeros fraccionarios conocidos invariantes por el
isomorfismo fraccionario. La respuesta es que si, el nimero fraccionario de empa-
que y el namero fraccionario de cubrimiento son invariantes por el isomorfismos
fraccionario.

Para calcular estos invariantes se necesita de las herramientas de la programacion
lineal y para trabajar con la programacion lineal los grafos deben ser descriptos no
por sus matrices de adyacencia sino por sus matrices de incidencia vértice-arista. Fn-
tonces, resulté natural preguntarse cémo se describe el isomorfimo fraccionario si en
vez de tener las matrices de adyacencia de Gy H (donde G ~; H) tenemos sus matri-
ces de incidencia vértice-arista. En este trabajo, obtuvimos que AS = SB (G ~; H)
& existen S y Sy doble estocésticas tales que SiMg = MgShy MgSy = SiMy
donde A y B son las matrices de adyacencia de G'y H respectivamente y Mgy My
son las matrices de incidencia vértice-arista de G y H. A partir de este resultado,
también, pudimos extender la nocién de isomorfismo fraccionario a hipergrafos. En
particular, el capitulo 2 de esta tesis estuvo dedicado a mostrar como se puede ex-
tender el isomorfismo fraccionario de grafos a hipergrafos. Asi, en el capitulo 4, ya
teniendo los resultados del capitulo 2, pudimos demostrar, utilizando la programa-
cion lineal, que los ntimeros fraccionarios de empaque y cubrimiento son invariantes
por el isomorfismo fraccionario. Y utilizamos este resultado para sacar algunas con-
clusiones sobre el apareamiento fraccionario de dos grafos isomorfos fraccionarios.

En cambio, el capitulo 3 de este trabajo tratoé de buscar algunos resultados sobre
los grafos de linea de dos grafos isomorfos fraccionarios dados. Es evidente que dos
grafos isomorfos tienen grafos de linea isomorfos; sin embargo, su analogo fracciona-
rio no es tan obvio. Pero, pensando que a partir de la matriz de parametros (que se
calcula de la particién equitativa mas gruesa) de un grafo se obtiene univocamente
la matriz de parametros de su grafo de linea, resulta que si dos grafos tienen los mis-
mos parametros (y por tanto, son isomorfos fraccionarios) entonces los parametros
de sus grafos de linea coinciden (y por lo tanto, los grafos de linea son isomorfos
fraccionarios). El teorema de Whitney dice que si dos grafos de linea son isomorfos
entonces los grafos originales son también isomorfos salvo un tinico caso particular.
Seria interesante encontrar un analogo fraccionario a este teorema. Por una parte,
el andlogo fraccionario del teorema de Whitney es falso en su version méas general.
En el capitulo 3 del trabajo se muestran numerosos contraejemplos. Estos contra-
ejemplos, se construyen todos a partir de matrices de pardmetros que tienen en su
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diagonal por lo menos un cero. Es por eso que conjeturamos que si dos grafos de linea
son isomorfos fraccionarios entonces los grafos originales son isomorfos fraccionarios
siempre y cuando sepamos que las matrices de parametros de estos grafos no tienen
ceros en la diagonal.

Existen diversas lineas de trabajo futuro. Una de ellas es lograr demostrar el
analogo al teorema de Whitney para grafos isomorfos fraccionarios, con las restric-
ciones adecuadas, como ya explicamos. Uno de los impedimentos para llevar a cabo
la tarea fue la falta de una forma sencilla de calcular la matriz de parametros del gra-
fo de linea a partir de la matriz de parametros del grafo original. Sin embargo, existe
una soluciéon a este problema usando una notacion diferente para estas matrices de
parametros (muy parecidas a las ideas desarrolladas en el capitulo de hipergrafos).
Otro de los problemas que obtaculizaron la obtencion de este resultado es que es di-
ficil caracterizar cuando una matriz de parametros de un grafo de linea corresponde
a la particion mas gruesa del grafo de linea (que es lo que llamamos reducibilidad
de las particiones o reducibilidad de la matriz de parametros). Pero, creemos que
utilizando esta nueva notaci6én matricial para los pardmetros se puede calcular con
mayor facilidad si una matriz de parametros es reducible o no a una particiéon mas
gruesa. Otra linea de trabajo futuro es continuar analizando los resultados que se
obtienen de la extension del isomorfismo fraccionario a hipergrafos y cudles otros
invariantes fraccionarios también son invariantes en el isomorfismo fraccionario.
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