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Abstract

The proper thinness of a graph is an invariant that generalizes the concept of a proper
interval graph. Every graph has a numerical value of proper thinness and the graphs
with proper thinness 1 are exactly the proper interval graphs.

A graph is proper k-thin if its vertices can be ordered in such a way that there is
a partition of the vertices into k classes satisfying that for each triple of vertices
r < s < t, such that there is an edge between r and ¢, it is true that if » and s belong
to the same class, then there is an edge between s and ¢, and if s and ¢ belong to the
same class, then there is an edge between r and s. The proper thinness is the smallest
value of k£ such that the graph is proper k-thin.

In this work we focus on the calculation of proper thinness for trees. We characterize
trees of proper thinness 2, both structurally and by their minimal forbidden induced
subgraphs.

We also show why the results obtained for trees of proper thinness 2 cannot be
generalized to trees of proper thinness 3.

Keywords: trees, proper thinness, characterizations



Resumen

La thinness propia de un grafo es un invariante que generaliza a los grafos de inter-
valos propios. Todo grafo tiene un valor numérico de thinness propia y los grafos con
thinness propia 1 coinciden con los grafos de intervalos propios.

Un grafo es k-thin propio si sus vértices pueden ordenarse de manera que exista
una particién de los vértices en k clases cumpliendo que para cada tripla de vértices
r < s < 1, tales que existe una arista entre r y ¢, se cumplen que si r y s pertenecen
a la misma clase, entonces existe una arista entre s y ¢, y si s y t pertenecen a la
misma clase, entonces existe una arista entre r y s. La thinness propia de un grafo es
el menor valor de k tal que el grafo sea k-thin propio.

En este trabajo nos enfocamos en el calculo de la thinness propia para los arboles.
Caracterizamos los drboles de thinness propia 2, tanto estructuralmente como por sus
subgrafos inducidos minimales prohibidos.

También mostramos por qué los resultados obtenidos para arboles de thinness propia
2 no pueden ser generalizados a arboles de thinness propia 3.

Palabras clave: arboles, thinness propia, caracterizaciones
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CAPITULO 1

Introduccion

1.1. Contexto previo

Gran parte de los problemas de optimizacién definidos sobre grafos son computacio-
nalmente dificiles. Para estos problemas, resulta natural preguntarse: ;Para qué sub-
clases de grafos el problema puede resolverse de forma eficiente y para cudles es
intrinsecamente dificil?

Saber que una familia de grafos tiene un ancho acotado (por ejemplo, treewidth [36]
o clique-width [24] 19]) demostré ser una propiedad sumamente ttil para disenar
algoritmos eficientes, en general utilizando programacién dinamica, para muchos pro-
blemas famosos, como el problema de coloreo de grafos o el de conjunto independiente
méximo [20]. Mas atn, en muchos casos se lograron resultados algoritmicos de apli-
caciéon muy general, conocidos como metateoremas. Un metateorema tiene la forma:
“si un problema puede ser expresado en tal lenguaje o con este tipo de restricciones:
[tipo correspondiente], entonces puede ser resuelto en tiempo polinomial para grafos
de [ancho correspondiente] acotado”. Algunos ejemplos de esto pueden encontrarse
en [4] [16] 17, [18].

Desde los anos '80 varios parametros de ancho en un grafo fueron definidos, con
el objeto de abarcar clases de grafos dentro de las cuales problemas NP-completos
en general resultaran polinomiales. Ademas de los ya mencionados, otros ejemplos de
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pardmetros clasicos son el path-width [35)], el bandwidth [31, 23], y la bozicity [34]. Mé&s
recientemente se incorporaron la thinness [28], el mim-width y su version lineal [39], el
sim-width [26] y en 2020 el twin-width [5]. Recientemente se anuncié un metateorema
bastante potente para el mim-width [3].

La thinness fue definida por Mannino, Oriolo, Ricci y Chandran en 2007 en el marco
de una aplicacion a problemas provenientes de la telefonia celular vinculados con el
problema de conjunto independiente [28]. La thinness de un grafo se define de la
siguiente manera:

Definicién 1. [28] Un grafo G = (V, E) es k-thin si existe un ordenamiento de los
vértices vy, v, ..., v, Yy una particion V', ..., V¥ de V en k clases tal que para cada
tripla (r,s,t) conr < s < t, siv.,vs se encuentran en la misma clase y vv, € E,
entonces v;v; € E.

La thinness de un grafo G es el menor niimero k para el cual GG es un grafo k-thin, y se
denota como thin(G). Cuando un ordenamiento y una particiéon verifican la definicién
de k-thin decimos que el ordenamiento y la particiéon son consistentes. Se puede ver
un ejemplo en la Figura 1.1}

Vl V2 V3

Figura 1.1: Una representacién 3-thin de un grafo. Los vértices estan ordenados de
abajo hacia arriba y las clases corresponden a las lineas verticales.

La definicién de thinness dio lugar a las variantes propia [0], independiente o comple-

a [11, de precedencia [12], mizta o mizta libre de inversion (y sus versiones propias).
Estas tltimas variantes fueron definidas en 2022 por Balaban, Hlineny, y Jedelsky [1],
y muestran que el pardmetro desperto interés en la comunidad en los tltimos anos.
En particular, en [6] se obtuvo un resultado de tipo metateorema para la thinness,
es decir, se describe una amplia familia de problemas que pueden resolverse en tiem-
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po polinomial en grafos de thinness acotada. Ademads, alli se define el concepto de
thinness propia y se extiende ain mas la familia de problemas que pueden resolverse
en tiempo polinomial en grafos de thinness propia acotada, incluyendo problemas de
dominacion.

Definicién 2. [6] Un grafo G = (V, E) es k-thin propio si existe un ordenamiento
de los vértices vy, vs, ..., v, Y una particion V',... . V¥ de V en k clases tal que para
cada tripla (r,s,t) conr < s <t se cumple que:

s St ., vs pertenecen a la misma clase y vv, € E, entonces vyvs € B
= Si v, vy pertenecen a la misma clase y vv, € E, entonces v,vs € B

La thinness propia de un grafo GG es el menor nimero k para el cual el grafo cumple
la definicién de k-thin propio. Se denota como pthin(G). Cuando un ordenamiento y
una particién verifican la definicién de k-thin propio decimos que el ordenamiento y
la particién son fuertemente consistentes. Se puede ver un ejemplo en la Figura [1.2}

Vl V2 VS

Figura 1.2: Una representacion 3-thin propia de un grafo. Los vértices estan ordenados
de abajo hacia arriba y las clases corresponden a las lineas verticales.

Relaciones conocidas entre los parametros més clasicos y entre algunas variantes de la
thinness se muestran en la Figura[l.3] La relacién entre la thinness y otros pardmetros
de ancho se obtiene combinando resultados de [6], Ol 28]. Otra relacién demostrada
recientemente es que los grafos k-thin mixtos propios tienen twin-width lineal en & [T],
mientras que los grafos de intervalos (1-thin) tienen twin-width no acotado [5].

Con respecto al reconocimiento de la thinness y thinness propia, en [0l [7] se prueba
que, dado un orden de los vértices, hay un algoritmo de orden ctbico que encuentra
una particién (fuertemente) consistente en un ntiimero minimo de clases. En cambio,
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vertex cover

bandwidth

path-width
/

thinness propia

|
thinness
| treewidth
im-width lineal |
clique-width
|

thinness mixta propia mim-width

twin-width sim-width

Figura 1.3: Diagrama de Hasse entre algunos de los parametros de ancho a considerar.
Si a precede 3 en el diagrama, entonces « estd acotado superiormente por una funcién
de B. Si no hay una relacién de precedencia, los parametros no son comparables,
excepto en el caso de thinness mixta propia y treewidth, ya que no se ha probado
aun que la thinness mixta propia no esté acotada superiormente por una funcién del
treewidth (los arboles tienen thinness mixta propia a lo sumo 3 [2]).

fijada una particién de los vértices, es NP-completo decidir si existe un orden (fuer-
temente) consistente con esa particion [6]. En [38], reduciendo desde ese problema,
se demuestra que decidir si un grafo es k-thin es NP-completo. Contintia abierta la
complejidad para k fijo y para la variante propia.

Dado que el cémputo de la thinness es NP-hard en general, es véalida la pregunta para
clases restringidas de grafos. Se ha demostrado que calcular la thinness es polinomial
para cografos [6] y para drboles [8 14]. En ambos casos, la thinness puede ser ar-
bitrariamente grande. Atin permanece abierta la complejidad de calcular la thinness
propia en ambas clases.

El algoritmo para la thinness de arboles esta inspirado en el algoritmo para el mim-
width lineal de arboles [25], que a su vez se inspira en el algoritmo para el pathwidth
de arboles [22], 37].

Es sabido [6, 28] que, en general,
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Imimw(G) < thin(G) < pw(G) + 1.

Por otra parte, en [10] [15], se prueba que

pthin(G) < bw(G) + 1.

Sin embargo, no es posible inspirarse en este caso en algoritmos para el bandwidth,
ya que el problema es NP-completo ain para ciertas subclases bastante restringidas
de arboles [29] (los caterpillar de pelo largo y grado méximo 3). De hecho veremos
que una de esas subclases de arboles esta propiamente contenida en los arboles de
thinness propia a lo sumo dos.

Desde un punto de vista estructural, un objetivo natural que surge es el de lograr una
caracterizacién por subgrafos inducidos prohibidos de la clases de grafos definidas por
su thinness o thinness propia. También es valido estudiarlo en particular para algunas
clases de grafos.

Una caracterizacién completa por subgrafos inducidos prohibidos se conoce para la
thinness de cografos [6] y una caracterizacién estructural para la thinness de drbo-
les [I4]. En ambos casos, el problema para thinness propia permanece abierto.

En esta tesis, abordaremos el estudio de ambos problemas para la clase de los arbo-
les. De las definiciones anteriores se deduce que, para cualquier grafo, es valida la
desigualdad thin(G) < pthin(G). Como sabemos por [6] que la clase de los érboles no
tiene thinness acotada, entonces esta clase tampoco tiene thinness propia acotada.

Determinar la thinness propia de un grafo (en este caso, un arbol), y obtener un
ordenamiento y una particién fuertemente consistentes es un problema 1til debido a
que si en un grafo la thinness propia es acotada, algunos problemas NP-Completos
pueden resolverse en tiempo polinomial, dada la representacion correspondiente [6].

1.2. Definiciones y propiedades basicas

Todos los grafos en esta tesis son finitos, no dirigidos y no tienen bucles ni aristas
multiples.

Sea G un grafo, denotamos como V(G) al conjunto de sus vértices o nodos y como
E(G) al conjunto de sus aristas. Denotamos como N (v) al vecindario de un vértice
v € V, esto es, el conjunto de vértices que son adyacentes a v. Denotamos como
NJv] al vecindario cerrado de un vértice v € V| es decir, N(v) U {v}. Si X € V(G),
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denotamos como N(X) al conjunto de vértices que no estdn en X con al menos un
vecino en X, y denotamos como N|[X] al vecindario cerrado N(X) U X.

Un grafo H es un subgrafo de un grafo G si V(H) C V(G) y E(H) C E(G). Dado
un conjunto de vértices W C V(G), el subgrafo de G inducido por W es el subgrafo
H de G tal que V(H) = W y E(H) es el conjunto de aristas de G que tiene ambos
extremos en W.

Denotamos como G[W] al subgrafo de G inducido por un conjunto W C V(G), y
como G — W al grafo G[V(G) \ W1.

Dos grafos G y H son isomorfos si existe una biyeccién entre V(G) y V(H) que
conserva las adyacencias. En este caso, notamos G = H.

Si GG y G son dos grafos, la unién disjunta de G y G, denotada por G = G U Gb,
es tal que V(G) = V3 U V;, donde V) y V4 son disjuntos, G[V;] es isomorfo a Gy y
G[V4] es isomorfo a Gs.

El grado de un vértice v en un grafo G es la cantidad de aristas que tienen a v
como uno de sus extremos, y se denota por d(v). Un camino es una lista ordenada de
vértices en la que cada vértice, salvo el primero, es adyacente al anterior. Un camino
simple es un camino en el que cada vértice aparece a lo sumo una vez.

Un camino inducido es un camino tal que no existen en el grafo aristas con ambos
extremos en el camino y que no sean parte del mismo (ver ejemplo en Figura .
Cuando decimos que un grafo es un camino, nos referimos a que todos los vértices
del grafo forman parte de un camino inducido.

(a) Camino inducido (b) No es un camino inducido

Figura 1.4: El camino azul de (a) es un camino inducido. En cambio, el de (b) no lo
es, debido a la arista roja.
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Dos vértices estan conectados en un grafo G si existe un camino que empieza en uno
de los vértices y termina en el otro. Un grafo conexo es uno en el que todos los vértices
estan conectados de a pares. Una componente conera o simplemente componente de
un grafo G es un subgrafo inducido maximal de G que es conexo.

La distancia entre dos vértices v y w en un grafo conexo G es la longitud del camino
més corto entre v y w (la longitud de un camino se mide por la cantidad de aristas
que lo componen) y se nota dg(v, w). Si el contexto no es ambiguo, se abrevia d(v, w).

Dado un grafo G y una arista uv € E(G), el grafo obtenido por la subdivision de
la arista uv es el grafo G’ tal que V(G') = V(G) U{w} (w € V(G)) y E(G") =
E(G)\ {uww} U {uw,wv}. Es decir, se convierte la arista uv en un camino de longitud
dos con extremos u y v. Se dice que un grafo H es una subdivision del grafo G si H
se obtiene a partir de GG aplicando un nimero finito de subdivisiones de aristas.

Un ciclo es un camino con al menos cuatro vértices en el que el primer y ultimo
vértice son iguales y ningin otro vértice se repite. Un drbol es un grafo conexo sin
ciclos. Una hoja de un arbol T" es un vértice de T' con grado uno.

Un arbol T es un caterpillar si contiene un camino inducido P tal que V(1) = N|[P].
Un caterpillar de pelo largo es una subdivision de un caterpillar.

Un bosque es un grafo sin ciclos, es decir, un grafo tal que cada una de sus componentes
conexas es un arbol. Equivalentemente, un bosque es la unién disjunta de arboles.

Un grafo H es un subgrafo prohibido para una determinada clase de grafos si un grafo
en dicha clase no puede contener a H como subgrafo inducido. El subgrafo prohibido
es minimal si cualquier subgrafo inducido propio de él pertenece a la clase.

Consideremos una familia finita de conjuntos no vacios. El grafo de interseccion de
esta familia se obtiene representando cada conjunto por un vértice y conectando dos
vértices por un arista si y sélo si los correspondientes conjuntos se intersecan. Es
sencillo probar que todo grafo es el grafo de interseccion de alguna familia. Tiene
sentido entonces estudiar familias particulares.

Un grafo de intervalos es el grafo interseccion de intervalos en una recta. La thinness
es la generalizacion de los grafos de intervalos:

Teorema 1. [30, B2] Un grafo G = (V, E) es un grafo de intervalos si existe un
ordenamiento de los vértices vy, v, ..., v, tal que para cada tripla (r,s,t) conr < s <
t, st v, € E, entonces vvs € E.

A su vez, la thinness propia es la generalizacién de los grafos de intervalos propios,
los cuales son grafos de intervalos que admiten un modelo de interseccion en el cual
ningun intervalo esta propiamente contenido en otro.
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A A4 eH

bipartite claw  n-net, n > 2 umbrella n-tent,n >3 C,,n>4

Figura 1.5: Subgrafos inducidos prohibidos minimales para la clase de los grafos de
intervalos.

Teorema 2. [33] Un grafo G = (V, E) es un grafo de intervalos propios si existe
un ordenamiento de los vértices vy, va, ..., v, tal que para cada tripla (r,s,t) con
r<s<t, st v, €FE, entonces vy € E yvv, € F.

Notemos que estas caracterizaciones corresponden, respectivamente, a las definiciones
de thinness y thinness propia para el caso de k = 1, es decir, todos los vértices en la
misma clase. Eso implica que los grafos de intervalos y los 1-thin son la misma clase,
y los de intervalos propios y los 1-thin propios son la misma clase.

Los grafos de intervalos, y por lo tanto los grafos de thinness 1, pueden reconocerse

en tiempo polinomial [I3] y fueron caracterizados por subgrafos inducidos prohibi-
dos [27].

Teorema 3. [27] Los subgrafos inducidos prohibidos minimales para la clase de los
grafos de intervalos son: bipartite claw, n-net paran > 2, umbrella, n-tent paran > 3,

y C, para n >4 (Figura[1.5).

También los grafos de intervalos propios, y por lo tanto los grafos de thinness propia 1,
pueden reconocerse en tiempo polinomial [21] y fueron caracterizados por subgrafos
inducidos prohibidos [33].

Teorema 4. [33] Un grafo es de intervalos propios si y sdlo si es un grafo de in-
tervalos y no tiene como subgrafo inducido el claw (Figura m Equivalentemente,
los subgrafos inducidos prohibidos minimales para la clase de los grafos de intervalos
propios son: claw, net, tent, y C, paran > 4 (Figura @)
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AA.&.CI

claw tent C,,n>4

Figura 1.6: Subgrafos inducidos prohibidos minimales para la clase de grafos de in-
tervalos propios



CAPITULO 2

Caracterizacion de arboles de thinness propia 2

2.1. Arboles y bosques de intervalos e intervalos propios

Es facil ver que todo caterpillar es un grafo de intervalos. Ademas, el grafo de la
Figura [2.1a] es conocido por ser uno de los subgrafos inducidos prohibidos minimales
para la clase de los grafos de intervalos [27]. Por lo tanto, los arboles de intervalos son
exactamente los caterpillars, y los bosques de intervalos resultan ser la unién disjunta
de caterpillars.

bipartite claw claw
(a) Subgrafo inducido prohibido (b) Subgrafo inducido prohibido
minimal para intervalos minimal para intervalos propios

Figura 2.1: Arboles que son subgrafos inducidos prohibidos minimales para la clase
de grafos de intervalos e intervalos propios

12
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A su vez, el grafo de la Figura [2.1B] conocido como claw o K 3, es conocido por ser
el inico subgrafo inducido prohibido minimal para la clase de los grafos de intervalos
propios, dentro de la clase de los grafos de intervalos [33]. Por lo tanto, los drboles de
intervalos propios son solo los caminos, y los bosques de intervalos propios resultan
ser la unién disjunta de caminos.

Entonces, en la particién de una representacién thin de un grafo, cada una de las
clases es union disjunta de caterpillars y para una representacién thin propia, unién
disjunta de caminos.

2.2. Caracterizacion estructural

En [8, 4] se demostré que para el caso de la thinness de los arboles, es vélido el
siguiente resultado: Dado un arbol 7" con thinness igual a k, siempre se puede obtener
un camino simple C' tal que todas las componentes conexas de T' — N[C] tienen
thinness menor a k, y ademaés los vértices de N[C] forman una de las clases de una
particion k-thin de T

En este trabajo, intentamos obtener un resultado parecido para el caso de la thinness
propia, en este caso, tomando un camino simple C' en T' y observando la thinness de
las componentes conexas de T'— C'. Mostraremos que este resultado es valido para
el caso de los arboles de thinness propia 2, es decir, siempre existe un camino simple
C' tal que se puede tomar una particiéon (que es fuertemente consistente con algin
ordenamiento) en dos clases: una con los vértices de C' y otra con los vértices de
T—-C.

2.2.1. Resultados auxiliares

Empezamos enunciando y demostrando algunos resultados que necesitaremos para
demostrar la caracterizacion.

Proposicién 1. Sea T = (V, E) un drbol. Sean o un ordenamientoy S = {V°, ... Vk}
una particion en clases de los vértices tales que o y S son fuertemente consistentes.
Sea v un vértice de T tal que v € V. Entonces hay a lo sumo dos vértices u y w en
ViN N(v), y vale que u < v < w.

Demostracién. Supongamos que hay dos vértices u y w en V' N N(v) tales que v <
u < w. Como v y u pertenecen a la misma clase y v es adyacente a w, entonces u es
adyacente a w, lo cual contradice que T es un arbol. De forma equivalente, no puede
pasar que haya dos vértices u y w en V' N N(v) tales que u < w < v. [
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Proposicion 2. Sea T = (V, E) un drbol con pthin(T) = 2. Sean o un ordenamiento
y S = {V° VY una particion en clases de los vértices tales que o y S son fuertemente
consistentes. Sea v un vértice de T tal que v € V°. Sean wy, wy y ws tres vértices que

pertenecen a N(v) N V. Siw; < wy < ws, entonces d(wy) = 1.

Demostracion. Supongamos que existe un vértice u # v tal que u es adyacente a ws.
Como T es un arbol, vale que v # w; y u # ws. Podemos ver que en todos los casos
se llega a que existe una adyacencia entre algin par de vértices que forma un ciclo,

por lo que contradice el hecho de que T es un arbol:
s SiueVh

e Siu < wy, vale que u < wy < wy, y como u y wy pertenecen a la
clase y u es adyacente a ws, entonces w; es adyacente a ws.

e Siu > ws, vale que wy < w3 < u, y como u y ws pertenecen a la
clase y u es adyacente a wsy, entonces ws es adyacente a ws.

o Siw <u < wsy:

o Siwv < u, vale que v < u < wq, y como u y we pertenecen a la
clase y v es adyacente a wy, entonces v es adyacente a u.

o Siwu < v, vale que w; < u < v,y como w; y u pertenecen a la
clase y v es adyacente a w;, entonces u es adyacente a v.

e Siwy <u < ws:

o Siwv < u, vale que v < u < ws, y como u y ws pertenecen a la
clase y v es adyacente a ws, entonces v es adyacente a u.

o Siwu < w, vale que wy < u < v, y como wy vy u pertenecen a la
clase y v es adyacente a ws, entonces u es adyacente a v.

s SiuecVo

e Siu < w, vale que u < wy < wq, y cOMo wy y wy pertenecen a la
clase y u es adyacente a wsy, entonces u es adyacente a w;.

e Siu > ws, vale que wy < w3 < u, y como wy y ws pertenecen a la
clase y u es adyacente a ws, entonces ws es adyacente a wu.

e Siw <u< ws:

o Siwv < u, vale que v < u < ws, y como v y u pertenecen a la
clase y v es adyacente a ws, entonces u es adyacente a ws.

misma

misma

misma

misma

misma

misma

misma

misma

misma
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o Siwu < v, vale que w; < u < v, y como u y v pertenecen a la misma
clase y w; es adyacente a v, entonces w; es adyacente a u.

e Siwy, <u< ws:

o Siv < u, vale que v < u < ws, y como u y v pertenecen a la misma
clase y v es adyacente a ws, entonces u es adyacente a ws.

o Siwu < v, vale que w; < u < v, y como u y v pertenecen a la misma
clase y wy es adyacente a v, entonces w; es adyacente a u

]

Definicién 3. Sea T = (V, E) un drbol con pthin(T) = 2. Sean o un ordenamiento y
S = {VY V1} una particion en clases de los vértices tales que o y S son fuertemente
consistentes. Sean vy y v1 dos vértices adyacentes tales que vg € VO y v, € VI, Sea u
un vértice distinto a vg y v1.

» Si, 0o bienu € VO yu < vy, obienu € V! yu < v, decimos que u estd antes
que la arista vovy en o.

» Si en cambio, o bien u € VO y vy < u, o bien u € V! y vy < u, decimos que u
esta después que la arista vov, en o.

Definicién 4. Sea T' = (V, E) un drbol con pthin(T) = 2. Sean o un ordenamiento y
S = {VY V1} una particion en clases de los vértices tales que o y S son fuertemente
consistentes. Sean vy y vi dos vértices adyacentes tales que vy € VO y vy € V1. Sea u
un vértice distinto a vg y v1.

s Stu < vy yu < v, decimos que u estd estrictamente antes que la arista
VU1 €N 0.

n Stvg <uywv <u, decimos que u esta estrictamente después que la arista
VU1 €N 0.

Proposicién 3. Sea T' = (V, E) un drbol con pthin(T) = 2. Sean o un ordenamiento
y S = {V° VY una particién en clases de los vértices tales que o y S son fuertemente
consistentes. Sean vy y vy dos vértices adyacentes tales que vy € VO y vy € V1. Sea u
un vértice distinto a vy y v;.

s Si u estd estrictamente antes que la arista vgv, en o, entonces estd antes que
la arista vovy en o.

= Si u estd estrictamente después que la arista vov, en o, entonces estd después
que la arista vovy en o.
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Proposicion 4. Sea T = (V, E) un drbol con pthin(T) = 2. Sean o un ordenamiento
y S = {V° VY una particion en clases de los vértices tales que o y S son fuertemente
consistentes. Sean vy y v1 dos vértices adyacentes tales que vg € VO y v, € V1.

» Sea u un vértice que no es adyacente a vy ni a vy tal que u < vg. Entonces u
estd estrictamente antes que la arista vyv,.

s De forma andloga, si u no es adyacente a vy ni a vy y vy < u, vale que u estd
estrictamente después que la arista vyvy.

Demostracion. Sea u un vértice que no es adyacente a vy ni a vy tal que u < vy.
Queremos probar que u < wv;. Supongamos que no vale la desigualdad. Entonces,
v < u < vy. Pero entonces, como vy es adyacente a vy:

= Siuy vy pertenecen a la misma clase, entonces u es adyacente a vy.
» Si uy vy pertenecen a la misma clase, entonces u es adyacente a vg.

En ambos casos se llega a una contradiccién. O]

Proposicion 5. Sea T = (V, E) un drbol con pthin(T) = 2. Sean o un ordenamiento
y S = {V° VY una particion en clases de los vértices tales que o y S son fuertemente
consistentes. Sean vy y v1 dos vértices adyacentes tales que vg € VO y v, € V. Sea u
un vértice que estd antes que la arista vov, en o y w un vértice que estd después que
la arista vovy en o. Entonces no puede existir un camino de u a w que no pase por
Vg N POT Vq.

Demostracion. Supongamos que existe un camino v = ug...u, = w tal que u; # vgy
y u; # v1 Vi. Como u estd antes que vpv; y w estd después, existe algun ¢ tal que u;
esta antes que vov; y u;y1 esta después. Podemos ver que en todos los casos se llega
a que existen adyacencias entre los vértices que contradicen el hecho de que T es un
arbol:

» Si u; y u;.; pertenecen a la misma clase, por ejemplo, u; € VO y u;y € VO v
como u; < vy < u;+1, vale que vy es adyacente a u; y a u;yq.

» Si u; y uip1 pertenecen a clases distintas, por ejemplo, u; € VO y u;q € V5
Supongamos, s.p.g., que u; < Ui 1:

e Siu; < vy, v; < uiy, entonces vy es adyacente a u;11 y v, es adyacente a
Uj .-

e Sivg < u; < uiyp < vy (8.p.g.), entonces vy es adyacente a u; 41 y vy es
adyacente a u;.
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o Siwu < v < upy < v (s.p.g.), entonces vy es adyacente a u; 11 y v1 es
adyacente a u;.

]

Definicién 5. Sea T = (V, E) un drbol. Sean vy, vy, vo y v3 cuatro vértices distintos
de T. Llamamos, para i € {1,2,3}, C; al inico camino simple de vy a v; y C! =
C; — {vo}. Decimos que el vértice vy es el nexo entre los vértices vy, vy Yy vz Si

CiNnCy=0,C1NnCL=0yCynC, = 0.

Proposicién 6. Sea T' = (V, E) un drbol. Sean vy, vy, vy y v3 cuatro vértices distintos
de T tales que vy es el nexo entre vy, vy y v3. Entonces, no puede pasar que exista un
camino simple que incluya a vy, vy y vs.

Demostracion. Supongamos que no se cumple lo que queremos demostrar. Supon-
gamos entonces, s.p.g., que el inico camino simple C' de v; a v3 pasa por vy. Pero
entonces, si existe un vértice vy que es el nexo entre los 3 vértices, para i € 1,2, 3,
existen caminos C! de vy a los otros 3 vértices (disjuntos entre si). Sea w el primer
vértice que aparece en el camino C} (yendo desde vy hacia v) tal que w € C (puede
pasar que w = vp). Supongamos (s.p.g.) que w estd en el subcamino entre vy y vy
(puede pasar que w = vy). Entonces, como vy ¢ Cf, existen dos caminos distintos de
Vg a v3: uno es C3 y el otro es el que pasa por w y por ve. Pero esto contradice que T'
es un arbol. O]

Proposicién 7. Sea T = (V, E) un drbol con pthin(T) = 2. Sean o un ordenamiento y
S = {VY V1} una particion en clases de los vértices tales que o y S son fuertemente
consistentes. Sean vy, vy y v tres vértices tales que v < vy < wvs. Si d(ve) > 4,
entonces no puede existir un vértice w (w # vy y w # v3) adyacente a vy tal que el
unico camino simple de vy a vy pasa por w y el unico camino simple de vy a vs pasa
por w.

Demostracién. Supongamos, s.p.g., que v € V°. Supongamos que existe el vértice w
adyacente a v, tal que el inico camino simple de v, a v; y el inico camino simple de
vy a vz pasan por w. Como d(vy) > 4, por la Proposicién (1] existe un vértice x € V*
adyacente a vy tal que x # w. Ademas, como v; < vy y no son adyacentes, por la
Proposicién , vy estd estrictamente antes que la arista voz (y por la Proposicién ,
en particular estd antes). De forma anéloga, vs esta después que la arista vox. Por la
Proposicién [f], o bien no puede existir un camino simple de w a v; que no pase por
vg ni por x (si w estd después que vox), 0 bien no puede existir un camino simple de
w a vz que no pase por vy ni por z (si w estd antes que vox). ]
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Corolario 1. Sea T = (V, E) un drbol con pthin(T) = 2. Sean o un ordenamiento y
S = {V° V'} una particion en clases de los vértices tales que o y S son fuertemente
consistentes. Sean vy, v y v lres vértices tales que v < vy < wvs. Si d(ve) > 4,
entonces el unico camino simple de vy a v3 pasa por vs.

Demostracion. Por la Proposicién anterior, no puede existir un vértice w (w # vy
y w # v3) adyacente a vy tal que el nico camino simple de vy a v; pasa por w
y el inico camino simple de v, a v3 pasa por w. Luego, existen dos vértices u y v
(u # v) adyacentes a vy tales que el tnico camino simple de vy a v; pasa por u 'y
el tnico camino simple de vy a v3 pasa por v. Por lo tanto, hay un camino simple
U1...UVV ... V3. ]

Corolario 2. Sea T = (V, E) un drbol con pthin(T) = 2. Sean o un ordenamiento y
S = {VY V1} una particion en clases de los vértices tales que o y S son fuertemente
consistentes. Sean vy, v y v tres vértices tales que v < vy < wvs. Si d(ve) > 4,
entonces no puede existir un vértice vy que sea el nexo entre los vértices vy, vy Y V3.

Demostracion. Por el Corolario anterior, sea C' el inico camino simple de v; a v3, que
pasa por vs. Pero esto contradice la Proposicién [6] O

Proposicion 8. Sea T'= (V, E) un drbol con pthin(T) = 2. Sean o un ordenamiento y
S = {V° V'} una particion en clases de los vértices tales que o y S son fuertemente
consistentes. Sean vy, vy y vs tres vértices tales que vy < vy < wvs. Si d(vg) = 3,
entonces no puede existir un vértice w (w # v1 y w # v3) adyacente a vy y un vértice
u (u# vy, u# ve yu#vs) adyacente a w tal que el unico camino simple de vy a vy
pasa por u y el unico camino simple de vy a v3 pasa por u.

Demostracién. Supongamos, s.p.g., que v, € V%, Supongamos que existen w y u.

» Si existe un vértice x € V1! adyacente a v, tal que x # w. Entonces, como
v1 < vy y no son adyacentes, por la Proposicion [} vy esté estrictamente antes
que la arista vex (y por la Proposicién , en particular estd antes). De forma
analoga, vs estd después que la arista vox. Por la Proposicién 5], o bien no puede
existir un camino simple de w a v; que no pase por v, ni por x (si w estd después
que vox), 0 bien no puede existir un camino simple de w a v3 que no pase por
v9 ni por x (si w estd antes que vax).

= Si no, el tnico vértice en V! adyacente a vy es w. Como v; < vy ¥ v; NO es
adyacente a vy ni a w, por la Proposicién [d] v; estd estrictamente antes que la
arista vow (y por la Proposicién , en particular estd antes). De forma analoga,
vy estd después que la arista vow. Por la Proposicién 5], o bien no puede existir
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un camino simple de u a vy que no pase por ve ni por w (si u estda después que
vow), o bien no puede existir un camino simple de u a v3 que no pase por v, ni
por w (si u estd antes que vyw).

]

Corolario 3. Sea T = (V, E) un drbol con pthin(T) = 2. Sean o un ordenamiento y
S = {VY V1} una particion en clases de los vértices tales que o y S son fuertemente
consistentes. Sean vy, vy y vs tres vértices tales que vy < vy < wvs. Si d(ve) = 3,
entonces, o bien el unico camino simple de vy a v3 pasa por vy, o bien existe algun
vértice vy en el camino simple de vy a v3 tal que vy es adyacente a vs.

Demostracion. Sea Cj el inico camino simple de v; a v3. Supongamos que no es cierto
lo que queremos demostrar, es decir, vy ¢ Cy y no hay ningin vértice en Cy que sea
adyacente a vy. Sea v el vértice de Cy mas cercano a ve. Entonces, el tinico camino de
V9 & v1 pasa por v y el inico camino simple pasa por v. Sea C5 el inico camino simple

de vy a v. Como C5 tiene al menos 3 vértices, Cy = vy, w, u, . ... Pero entonces, estos
vértices w y u cumplen lo que dijimos en la Proposicién anterior que no podia pasar,
por lo que llegamos a una contradiccién. O

Corolario 4. Sea T = (V, E) un drbol con pthin(T) = 2. Sean o un ordenamiento y
S = {V° V} una particion en clases de los vértices tales que o y S son fuertemente
consistentes. Sean vy, vy y v3 tres vértices tales que v1 < vy < v3. Sid(vy) = 3 y existe
un vértice vy que es el nexo entre los vértices vy, vo Yy v3, entonces vy e€s adyacente a
Va.

Demostracion. Por el Corolario anterior, como d(v,) = 3, hay dos posibilidades: que
v9 pertenezca al camino entre v; y v3, o que sea adyacente al camino. Pero como
ademas existe un nexo entre vy, vo y v3, no puede pasar que los 3 vértices pertenezcan
al mismo camino. Entonces, la primera opcion no puede pasar, es decir, que vy es
adyacente a un vértice w del camino. Como w es nexo y el nexo es Unico, w = vy. [

Proposicion 9. Sea T = (V, E) un drbol con pthin(T) = 2. Sean o un ordenamiento
y S = {V° V'Y una particién en clases de los vértices tales que o y S son fuertemente
consistentes. Sean v, Vo, V3 Y V4 cuatro vértices que forman un camino vy, ve, V3, Vs Y
que estdn alternados en las clases (por ejemplo, vi,v3 € VO y vy, v4 € V). Entonces,
no pueden pasar a la vez que v; < v3 Y vy < Vg Ni tampoco que vy < vy Y Vg < Vy.

Demostracion. Supongamos que valen a la vez v; < vs y vy < vy. Queremos ver que
se llega a una contradiccién:
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= Siwv; < vy, como ademas vale que vy < v, se cumple la desigualdad v; < vy < vs.
Y como v, y vy estan en la misma clase y v; es adyacente a vy, entonces v; tiene
que ser adyacente a vy.

= Sivy < vy, como ademads vale que v; < v, se cumple la desigualdad vy < v; < vs3.
Y como vy y v3 estan en la misma clase y v es adyacente a vy, entonces vy tiene
que ser adyacente a vy.

En ambos casos llegamos a que v; tiene que ser adyacente a vy. Pero entonces se
forma un ciclo entre los 4 vértices, lo que contradice que T es un arbol. O

Proposicién 10. Sea T un drbol tal que pthin(T) = 2. Entonces eziste algun vértice
en T con grado mayor o igual a 3.

Demostracion. Sea T = (V, E) un arbol con pthin(T) = 2. Supongamos que no vale
lo que queremos demostrar, es decir, d(v) < 2 Vv € V. Luego, como T es un arbol, T
es un camino simple vy, ..., v,. Pero entonces existe un ordenamiento v; < ... < v,
que es fuertemente consistente con S’ = {V'}, por lo que pthin(T) = 1. ]

Proposicién 11. Sea T un drbol tal que pthin(T) = 2. Si v es un vértice de T con

grado mayor o igual a 5, entonces a lo sumo 4 de sus vecinos tienen grado mayor a
1.

Demostracion. Sea v un vértice de T con d(v) > 5. Por la Proposicién , existen a
lo sumo dos vértices de N(v) en la misma clase que v. Sean v; < ... < v, los vértices
vecinos a v en la otra clase. Por la Proposicién [2] de todos esos vértices, sélo vy y v,
pueden tener grado mayor a 1. O

Proposicién 12. Sea T un drbol tal que pthin(T) = 2. Entonces, eriste un camino
simple Cy en T tal que:

1. Todos los vértices de T con grado mayor o igual a 4 estdn en Cj.
2. St algun vértice v de grado 3 no esta en Cy, entonces:
a) v es adyacente a un vértice w de Cy.
b) El grado de w es menor o igual a 3.
Demostracion. Sea T = (V, E) un édrbol con pthin(T) = 2. Es decir, existen un

ordenamiento o y una particién en clases de los vértices S = {V° V1} fuertemente
consistentes. Queremos probar que existe un camino simple Cy que cumpla 1. y 2.:
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1.

2.

Supongamos que no vale 1., es decir, existen 3 vértices vy, vy y v3 con d(vy) >
4, d(vy) > 4y d(vs) > 4 que no pueden estar en el mismo camino simple.
Supongamos, s.p.g., que v; < v < v3. Pero por el Corolario [I] el tinico camino
simple de v; a v3 pasa por vq, lo cual contradice lo anterior. Por lo tanto, existe

un camino C} que contiene a todos los vértices de T de grado mayor o igual a
4.

a) Por lo anterior, si pthin(T) = 2, sea C; = uy, . .., u; el camino que existe
por el punto anterior. Sea W; = {wy, ..., w;} el conjunto de vértices de
grado 3 que no estdn en C y que no son adyacentes a C7. Queremos cons-
truir un camino C5 que también cumpla la condicién del punto anterior y
tal que el conjunto W5 de vértices de grado 3 que no estdn en Cy y que no
son adyacentes a Cy estd contenido en {wy,...,w;}. Sea wu; el vértice de
C5 tal que el camino simple de u, a wy no pasa por ningiin otro vértice de
C5. Veamos que en todos los casos, se puede tomar Cy = ug, ..., U;, ..., Wy
o Cy=wy,...,u;...,ug. Para eso, separemos en casos viendo los subca-
minos ug, ..., U;i—1 ¥ Uis1, .- -, U ¥ veamos que en todos los casos se puede
desechar uno de estos dos subcaminos:

= Si en ambos subcaminos hay algin vértice de grado 4, sean vy y vy dos
vértices de grado 4, uno en cada subcamino.

e Siv <wy< vy 0 vy < wy < vy, el Corolario |3| contradice el hecho
de que wy no pertenece al iinico camino simple entre v, y vy ni es
adyacente a un vértice de ese camino.

e Siwyg < v < Vg, Vg <V < Wy, V1 < Vg < Wy O Wy < Uy < vy, el
Corolario [2| contradice el hecho de que u; es el nexo entre wy, vy y
Va.

= Si en uno de los dos subcaminos hay algin vértice v; de grado 4 y en
el otro no:

e Si en el otro subcamino no hay vértices de grado 3 ni vértices
adyacentes a algun vértice de grado 3 por fuera del camino, se
puede desechar ese subcamino.

e Si en el otro subcamino hay un unico vértice de grado 3 que es
adyacente a wu; y ademas no hay vértices adyacentes a uno de
grado 3 por fuera del camino, se puede desechar ese subcamino.

e Si no pasa ninguna de las dos opciones anteriores, en el otro sub-
camino hay, o bien un vértice vy de grado 3 que no es adyacente
a u;, o bien un vértice adyacente a algiun vértice v, de grado 3
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por fuera del camino. En ambos casos, tenemos que u; es el nexo
entre wy, v1 y v2, v ademas u; no es adyacente a wy ni a vy. Pero
entonces:

o Sivg <w < wyowy < v < vy, el Corolario 2| contradice el
hecho de que u; es el nexo entre los vértices wy, vy y vs.

o SiU1<’LUO<U2,U2<WQ<U1,WQ<U2<U1OU1<Ug<w0,
el Corolario 4] contradice el hecho de que u; es el nexo entre los
vértices wyp, V1 y Vso.

= Sino hay vértices de grado 4 en ninguno de los dos subcaminos:

e Si en alguno de los dos subcaminos no hay vértices de grado 3
ni vértices adyacentes a algiun vértice de grado 3 por fuera del
camino, se puede desechar ese subcamino.

e Si en alguno de los dos subcaminos hay un tnico vértice de grado
3 que es adyacente a u; y ademds ese subcamino no tiene vértices
adyacentes a algtin vértice de grado 3 por fuera del camino, se
puede desechar ese subcamino.

e Si no pasa ninguna de las dos opciones anteriores, en ambos subca-
minos hay, o bien algin vértice v; de grado 3 que no es adyacente
a u;, o bien un vértice adyacente a algin vértice v; de grado 3 por
fuera del camino. En todos los casos, tenemos que u; es el nexo
entre wp, v1 y v2 (siendo vy y vy los v; que existen para cada uno
de los dos subcaminos) y ademds u; no es adyacente a ninguno de
estos 3 vértices. Pero el Corolario ] contradice el hecho de que u;
sea el nexo entre estos 3 vértices.

Por lo tanto, llegamos a que en todos los casos posibles se puede construir
el camino C5. Podemos seguir repitiendo este proceso tomando caminos
Cs5,Cy, ... caminos tales que todos cumplen la condicién del punto 1. y para
todo i vale que W; esta incluido estrictamente en W;_;. Eventualmente,
obtenemos un camino C; tal que W; = (). Por lo tanto, el camino Cj = C;
cumple con 1. y con 2.(a).

Por lo anterior, si pthin(T) = 2, sea Cj = v, ..., vy el camino que existe
por 1) y 2)a). Sea vz ¢ C{ con d(vs) = 3, y sea w € C{ adyacente a vs.
Queremos probar que d(w) = 3:

= Por un razonamiento analogo al del punto anterior, si alguno de los
subcaminos de w en C{ no tiene ningun vértice de grado > 3, se podria
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tomar un nuevo camino C{ desechando ese subcamino.

= Si en cambio ambos subcaminos de w en C) tienen algin vértice de
grado > 3, no se puede tomar un nuevo camino. Por lo tanto, para
terminar la demostracién, alcanza con probar que, si estando en esta
situacion, vale que d(w) > 4, se llega a un absurdo: Sean vy y vy dos
vértices de grado mayor o igual a 3 en Cf, uno en cada subcamino.
Sea v; (con i € {1,2,3}) el vértice intermedio en el orden entre los 3.
Sabemos que d(v;) = 3, ya que si d(v;) > 4, el Corolario 2| contradice
el hecho de que w sea el nexo entre los 3 vértices. Ademas, por el
Corolario [, sabemos que v; es adyacente a w.

e Si v; y w estdn en la misma clase de la particién (por ejemplo,
v; € VO y w € VY), y suponiendo que vale v; < w, entonces hay
un v; < v; < w (si en cambio, v; > w, tomamos v; > v > w).
Como d(v;) = 3, existe un vértice z € V! adyacente a v;. Por lo
tanto v; es menor a la arista v;z y w es mayor, pero entonces por
la Proposicién [5| no puede existir el camino simple de v; a w que
no pasa por v; ni por .

e Si v; y w estdn en distintas clases de la particién (por ejemplo,
v; € V! y w € VY, entonces como d(w) > 4, existe otro vértice =
adyacente a w en V1.

o Si v; < x, entonces los otros dos vértices adyacentes a v; (y y
z) son menores a v;. Al menos uno de estos dos, por ejemplo
y, tiene que estar en V. Por la Proposicién @ vale que y < w.
Pero entonces el v; que es menor a v;, cumple que es menor a
y (ya que si no, seria adyacente a y o a v; dependiendo de en
qué clase se encuentre). Luego, por la Proposicién , no puede
existir el camino simple de w a v; que no pase por v; ni por y.

o Six < v;, por un razonamiento simétrico al anterior, por la Pro-
posicion , no puede existir el camino simple de w a vy (siendo
v; < Vk) que no pase por v; ni por un vecino de v;.

]

2.2.2. Teorema de caracterizacién estructural
Teorema 5. Un drbol T tiene pthin(T) = 2 si y solo si valen simultdneamente:

1. Emiste algin vértice en T con grado mayor o igual a 3.
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2. Si v es un vértice de T con grado mayor o igual a 5, entonces a lo sumo 4 de
sus vecinos tienen grado mayor a 1.

3. Existe un camino simple Cy en T tal que:
a) Todos los vértices de T con grado mayor o igual a 4 estan en Cy.
b) Si algin vértice v de grado 3 no estd en Cy, entonces:
1) v es adyacente a un vértice w de Cy.

2) El grado de w es menor o igual a 3.

Demostracion. =) Se desprende de la Proposicién la Proposicion 11|y la Propo-
sicién [121

<) Sea T = (V, E) un drbol que cumple con 1., 2. y 3.. Queremos probar que pthin(T)
= 2. Sea Cj el camino simple que existe por 3.. Podemos tomar C}, = vy,...,v; un
camino simple que surge de Cj extendiéndolo hasta llegar a dos hojas vy y vg. Quere-
mos probar que, si tomamos VO = {vy, ..., v}y V! = V\ V0, existe un ordenamiento
o fuertemente consistente con la particién en clases S = {V° V'}: Arrancamos con
09 =01 < ... <,y queremos agregar al ordenamiento los vértices de V. Como C}
es un camino simple, no existen tres vértices en V° que no cumplan con la condicién
de thinness propia, por lo que el ordenamiento o es fuertemente consistente con los
vértices en V9. Recorremos en orden vy, . . ., v;, agregando al ordenamiento los vértices
de V1 adyacentes a cada v;. Como v; y v; son hojas, en el primer y tltimo paso no
hay nada que agregar. Luego, para i desde 2 hasta k — 1:

» Si d(v;) = 2, ambos vértices adyacentes a v; estdn en V°. Luego, no hay nada
que agregar, es decir 0; = 0;_1.

» Si d(v;) = 3, existe exactamente un vértice wy € V! adyacente a v;. Hay dos
posibilidades:

e Si d(wy) = 3, entonces wy tiene dos ramas wy,...,w; y Up, ..., Uy, de
vértices en V1. Tomamos o; agregando justo antes y justo después de v;:
Up < ... <UL <V <wWy<w; <...<w.

e Si no, a partir de wy hay una rama simple wy, ..., w;. Tomamos o; agre-
gando justo después de v;: v; < wy < ... < wy.

» Si d(v;) = 4, existen exactamente dos vértices ug y wy en V1 adyacentes a v,
que tienen ramas simples ug, ..., U, Y Wy, - .., w;. Tomamos o; agregando justo
antes y justo después de v;: Uy, < ... <ug < v; < wy < ...<w.
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» Sid(v;) = s con s> 5, existen a lo sumo dos vértices ug y wg en V! adyacentes

a v; que tienen ramas de mas de un vértice ug, ..., U, ¥ Wo,...,w;. Ademas,
existen zg, ..., r,_4 hojas adyacentes a v; que estdan en V!. Tomamos o; agre-
gando justo antes y justo después de v;: U, < ... < uy < v; < 1o < ... <

Log < Wy < ...<w.

O

Corolario 5. Sea T' = (V, E) un drbol tal que pthin(T) = 2. Entonces, existe un
camino simple Co = vy, ..., v, enT tal que existe un ordenamiento que es fuertemente
consistente con la particion con la particién en clases S = {V°, V1}, siendo V0 =
{vi, ..., y V=V —-V0,

Demostracion. Se desprende de la demostracién anterior, usando el camino C. O

Corolario 6. Sea T = (V, E) un drbol tal que pthin(T) = 2. Entonces, existe un
camino simple Cy tal que todas las componentes conexas de T — Cy tiene thinness
propia igual a 1.

Demostracion. Usando el camino Cy del Corolario anterior, como los vértices de T'—C
estdn en la clase V! de la particién, entonces todas las componentes conexas de ese
subgrafo tienen thinness propia igual a 1. O
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2.3. Caracterizacion por subgrafos inducidos prohibidos minima-
les

7% PR B

(a) To (b) T1
(0) 37" (@) 137

I

N

(e) T (f) 757

Figura 2.2: Subgrafos inducidos minimales prohibidos de arboles de thinness propia 2.
Las lineas punteadas representan aristas posiblemente subdivididas.

Teorema 6. Sea T un drbol. Entonces, pthin(T) = 2 si y sdlo si T no contiene
ninguno de los drboles de la Figura[2.9 como un subgrafo inducido y T tiene al menos
un vértice de grado mayor o igual a 3.

Demostracion. =) Es facil ver que cada arbol en la Figura no cumple con una o
mas de las propiedades de la caracterizacién de los arboles que tienen thinness propia
2. Por lo tanto, si pthin(1T) = 2, entonces estos arboles no pueden ser subgrafos
inducidos de T'. Ademads, como pthin(T) = 2, tiene que haber al menos un vértice de
grado mayor que 2, de lo contrario 7" es un camino y por lo tanto pthin(T) = 1.
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<) Supongamos que T no contiene ninguno de los drboles listados en la Figura
y que hay un vértice v € T tal que d(v) > 3, por lo tanto, la primera propiedad de la
caracterizacion se cumple. Ademas, como Ty no aparece como subgrafo inducido de
T, la segunda propiedad también se cumple.

Veamos que se cumple la tercera propiedad. Supongamos que para cada camino simple
Cy de T', al menos una de las afirmaciones 3.a, 3.b.i 0 3.b.ii no es verdadera y veamos
que se llega a una contradiccion.

Supongamos primero que el enunciado 3.a no se cumple. Més precisamente, para cada
camino simple Cjy de T" hay un vértice v € T tal que d(v) > 4y v ¢ Cy. Por lo tanto,
hay al menos tres vértices v, vo y v3 en T de grado mayor que 3 tales que existe un
vértice vy que es el nexo entre esos tres vértices. Dependiendo de si vy es adyacente o
no a los vértices vy, v2 y v3, esto implica que hay alguno de los arboles de la Figura [2.2
que es subgrafo inducido de T, por lo que llegamos a una contradiccién:

= Si vy es adyacente a los tres vértices, T es subgrafo inducido de T

= Si vy es adyacente a dos de los tres vértices, T} es subgrafo inducido de T (con
i igual a la distancia entre vy y el vértice de los tres que no es adyacente).

= Si vy es adyacente a uno de los tres vértices, Té’j es subgrafo inducido de T" (con
iy j las distancias entre vy y los dos vértices que no son adyacentes).

= Si vg no es adyacente a ninguno de los tres vértices, T,7" es subgrafo inducido

de T (con 7, j y k las distancias entre vy y los tres vértices).

Ahora, supongamos que hay un camino simple Cy = vq,..., v, que contiene todos
los vértices de grado mayor que 4, pero al menos una de las afirmaciones de 3.b no
es verdadera. Sea v ¢ Cj un vértice de grado 3 tal que 3.b.i no se cumple para v.
En otras palabras, v no es adyacente a ningin vértice de Cy. Podemos asumir sin
pérdida de generalidad que v y v, son vértices de grado mayor que 2. Por hipotesis,
hay un vértice v' ¢ Cj adyacente a v, y como T' es conexo, hay un camino C; desde
v" hasta algun vértice v; € Cy (que no pasa por v). Podemos asumir que i # 1, k, de
lo contrario podemos considerar la unién de Cy y C; como un nuevo camino para el
cual se cumple la tercera afirmacion.

» Sid(vy),d(vg) = 3, entonces hay vértices w y w' en Cy, w # v; # w', tales que
viw, w'vy € E(T), de lo contrario, podemos considerar el camino que une, o
bien v y v1, o bien v y v (es decir, el extremo de Cy que no tiene un vértice
‘intermedio’ entre s{ mismo y v’). Sin embargo, en ese caso encontramos Té’j’k
como un subgrafo inducido de T'.

» Sid(vy) =3y d(vg) >4 (s.p.g.), entonces hay un vértice w en Cy (w # v;) tal



Capitulo 2. Caracterizacién de drboles de thinness propia 2 28

que vyw € E(T), de lo contrario, podemos considerar el camino que une v y vy.
Sin embargo, en ese caso encontramos 73” como un subgrafo inducido de 7.

» Sid(vy) >4y d(vg) > 4, entonces:
e Si v; es adyacente a vy y a vy, Tj es subgrafo inducido de T.
e Si v; no es adyacente a vy ni a vy, Tg’j’k es subgrafo inducido de T.

e Sino, es decir, v; es adyacente a uno sélo de los dos vértices, Ty” es subgrafo
inducido de T'.

En todos los casos llegamos a una contradiccion.

Finalmente, sea v ¢ Cj un vértice de grado 3 tal que 3.b.ii no se cumple para v. Esto
es, v es adyacente a algin vértice v; € Cp tal que d(v;) > 4. Por lo tanto, hay un
vértice w ¢ Cy adyacente a v;. Podemos asumir una vez mas que vy y vy son vértices
de grado al menos 3. Sin embargo, encontramos Tg’j como un subgrafo inducido, donde
incluso 7 o j podrian ser 0. En otras palabras, no puede haber subdivisiones entre
v; v los extremos de Cy. En este caso, no es posible considerar caminos alternativos
VUVisq - .. Uk O VV;U;_1 . .. v1 para los cuales se cumplen todas las afirmaciones.

De la argumentacién anterior se deduce que tiene que haber un camino simple que
contenga todos los vértices de grado mayor o igual que 4 y tal que se cumplan las
afirmaciones 3.b.i y 3.b.ii, por lo tanto pthin(T) = 2. H

Para terminar de probar la caracterizacién, nos falta probar que los grafos de la Fi-
gura [2.2|son minimales. Para eso, primero probamos la siguiente proposicién auxiliar:

Proposicién 13. Sea T un drbol, y sean G y H dos drboles tales que H es subgrafo
propio de Ty G es subgrafo propio de H. Entonces, pthin(G) < pthin(H).

Demostracion. Supongamos que pthin(H) = n, es decir, existen un ordenamiento o y
una particion S = {V!, ... V*} de los vértices de H tales que o y S son fuertemente
consistentes. Tomemos un ordenamiento ¢’ y una particién S’ de los vértices de G
preservando el orden de los vértices en o y siendo cada clase de S’ un subconjunto de
alguna clase de S. Queremos probar que esta particion y este orden son fuertemente
consistentes:

= Sean tres vértices v,, v, v v; tales que en o', vale v, < vy < vy, y tales que v,., v,
pertenecen a la misma clase de S’ y v; es adyacente a v,. Como ¢’ preserva el
orden de o y S’ preserva las clases de S, entonces v; es adyacente a v, en H.
Por lo tanto, v; también es adyacente a v, en G.
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» De forma analoga, si v, v; pertenecen a la misma clase de S” y v; es adyacente
a v, llegamos a que v, también es adyacente a vs en G.

Luego, como S’ tiene a lo sumo k clases, llegamos a que pthin(G) < pthin(H). O

Ahora si, probamos que son minimales:

Proposicién 14. Los grafos en la Figura[2.3 son minimales.

Demostracion. Para probar que los grafos de la figura son minimales, alcanza con ver
que para todos esos grafos, todos sus subgrafos propios conexos (es decir, que son
arboles) tienen thinness propia igual a 2. Para mostrar que estos subdrboles tienen
thinness propia igual a 2, mostramos una representacién 2-thin propia de cada uno.

Ademés, por la Proposicién[13] alcanza con probar que, siendo T alguno de los drboles
de la figura, pthin(G) = 2 para todo G subgrafo propio conexo de T tal que G no es
a su vez subgrafo propio de H (siendo H también un subgrafo propio de T).

= Ty: El Unico subgrafo propio que no es subgrafo propio de algin otro es:

(a) Subgrafo propio de Ty (b) Representacién 2-thin propia

Figura 2.3: Subgrafo propio de Tj

= 77: El tnico subgrafo propio que no es subgrafo propio de algin otro es:
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(a) Subgrafo propio de T} (b) Representacién 2-thin propia

Figura 2.4: Subgrafo propio de T}

] Tg’j’k: El tnico subgrafo propio que no es subgrafo propio de algin otro es:

N

ered R
/ .

(b) Representacién 2-thin propia

1 . ‘7k
(a) Subgrafo propio de T,

Figura 2.5: Subgrafo propio de Tzi,j,k

= T37: los tnicos subgrafos propios que no son subgrafo propio de algin otro son:



Capitulo 2. Caracterizacién de drboles de thinness propia 2 31

>I<

a) Subgrafo propio de T3

> e

(c) Subgrafo propio de T3’

SOLLTN

(b) Representacién 2-thin propia

— N

(d) Representacién 2-thin propia

Figura 2.6: Subgrafos propios de Ty”

» T7: los tinicos subgrafos propios que no son subgrafo propio de algin otro son:
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1<

s

(a) Subgrafo propio de T} (b) Representacién 2-thin propia

TUALN

<

e

(¢) Subgrafo propio de T} (d) Representacién 2-thin propia

A d N

Figura 2.7: Subgrafos propios de T}

= 727 los unicos subgrafos propios que no son subgrafo propio de algin otro son:
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i
A
TIRN

(a) Subgrafo propio de Tg’j (b) Representacién 2-thin propia

o—@ °

(d) Representacién 2-thin propia

TN

(e) Subgrafo propio de Tg’j (f) Representacion 2-thin propia

Figura 2.8: Subgrafos propios de Tp”



CAPITULO 3

Intento de generalizacidon a arboles de thinness propia 3

3.1. Resultados para generalizar

Sabemos que para el caso de los arboles con thinness propia igual a 2 son vélidos los
Corolarios [f] y [0}

Querriamos ver si esto se puede generalizar para los casos de los arboles con thinness
propia mayor a 2, es decir, ver si puede ser cierto, dado un arbol con thinness propia
igual a n (con n > 2):

= Que dada una particién en n clases y un ordenamiento fuertemente consistentes,
exista un camino simple tal que ese camino pueda ser una de las clases de la
particién.

= O bien, que exista un camino simple tal que quitando los vértices de ese ca-
mino, las componentes conexas del subgrafo resultante tengan thinness propia
estrictamente menor.

3.2. Contraejemplo

Sin embargo, ninguna de estas dos afirmaciones son ciertas para el caso de los arboles
con thinness propia igual a 3. Se puede probar usando el contraejemplo Ty, el cual

34
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estd formado por tres copias del drbol Ty del Teorema [0}, unidas por un vértice al que
llamamos vg.

Figura 3.1: Arbol T4

Proposicion 15. T tiene thinness propia iqual a 3.

Demostracion. Para probar que pthin(T4) < 3, mostramos una representaciéon 3 —
thin propia de T4. Los vértices estan ordenados de abajo hacia arriba y las clases
corresponden a las lineas verticales.
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VO Vl V2

Figura 3.2: Representacion 3-thin propia de T4

Ademds, como T4 tiene como subérbol al grafo T del Teorema [0 sabemos que
pthin(T4) > 3. L

Observacion 1. Como T4 esta formado por tres copias de Ty unidas por el vértice
v, ¥ ya probamos que tiene pthin(T,) = 3, entonces, dados S = {V° V! V?} una
particiéon en clases de los vértices de T4 y o un ordenamiento de los vértices tal que
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S y o son fuertemente consistentes, cada uno de esos tres subarboles tiene al menos
un vértice en cada una de las tres clases.

Proposicién 16. Sea S = {V°, V! V?} una particién en clases de los vértices de Tx
y sea o un ordenamiento de los vértices tal que S y o son fuertemente consistentes.
Entonces, los subgrafos inducidos T4[V°], T4[V'] y T4[V?] no son conezos.

Demostracién. Supongamos (s.p.g.) que vy € V. Veamos que los subgrafos inducidos
por V° V! y V2 no son conexos:

» V° por la Proposicién , hay a lo sumo dos vértices adyacentes a vy en V9.
Por lo tanto, existe alguno de los adyacentes a vy en alguna de las otras clases,
llamemos a ese vértice vy, supongamos s.p.g. que v; € V1. Sea w un vértice en
el mismo subdrbol de v; tal que w € V° (sabemos que existe por la Observacién
. Pero entonces el tnico camino simple de w a vy pasa por vy, por lo que
TA[V°] no es conexo.

= V1 Por la Observacién , sabemos que existen dos vértices w; y we que per-
tenecen a dos subédrboles distintos y que estdan en la clase V!, pero el tinico
camino simple entre estos vértices pasa por vy, que pertenece a V', por lo tanto
el subgrafo inducido por V! no es conexo.

» V?2: de forma equivalente al ftem anterior, se prueba que el subgrafo inducido
por V2 no es conexo.

O

Proposicion 17. Sea Cy un camino simple de Ty. Entonces, el subgrafo T'— Cy tiene
thinness propia igual a 3.

Demostracion. Como Cj es un camino simple, si Cy tuviera al menos un vértice en
cada uno de los tres T que tiene T4 como subarboles, entonces también valdria que
vy € Cpy y que sus tres vértices adyacentes también, lo que contradice que Cj es un
camino simple.

Por lo tanto, alguna de las copias de Ty esta contenida en Ty — Cjy. Por el Teorema
[6 sabemos que pthin(Ts — Cy) = 3. O

3.3. Resultados validos para arboles de thinness propia 3

Por lo tanto, con el contraejemplo anterior demostramos que para arboles de thinness
propia 3 son validos los siguientes dos resultados:
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Proposiciéon 18. Sea T = (V,E) un drbol tal que pthin(T) = 3. Entonces, no
necesariamente existe un camino simple Co = vy, ...,v, en T tal que existe un orde-

namiento que es fuertemente consistente con la particion con la particion en clases
S ={VO VL V?} (siendo VO = {vy,...,v}).

Proposicién 19. Sea T = (V, E) un drbol tal que pthin(T) = 3. Entonces, no necesa-
riamente existe un camino simple Cy = vy, ...,v en T tal que todas las componentes
conexas de T — Cy tienen thinness propia menor a 3.



CAPITULO 4

Conclusiones y trabajo futuro

Demostramos que a los arboles de thinness propia 2 se los puede caracterizar estruc-
turalmente a partir de un camino simple, cuyos vértices forman una de las clases
de una particién fuertemente consistente con algin ordenamiento. Ademas, a partir
de ese resultado, obtuvimos una caracterizacién por subgrafos inducidos prohibidos
minimales.

También probamos que este comportamiento no se puede replicar para el caso de los
arboles de thinness propia 3, con lo cual el comportamiento de estas dos clases de
grafos con respecto a la thinness propia es diferente.

Algunos puntos que quedan para trabajo futuro:

= Derivar un algoritmo de reconocimiento eficiente para arboles de thinness pro-
pia 2 a partir de la caracterizacion, que genere ademas un orden y particion
fuertemente consistentes.

= Caracterizar los arboles de thinness propia 3. Como punto de partida, obtener
computacionalmente una lista de arboles minimales de thinness propia 4 para
tratar de entender su estructura.

= Investigar si para los arboles de thinness propia mayor a 3, el comportamiento
es similar a los de thinness propia 2 o a los de thinness propia 3.

39
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= Estudiar si la caracterizacion a partir de un camino simple, si bien no es vélida
para thinness propia igual a 3, puede ser 1til extenderla para valores de thinness
propia mayores o iguales a 3. Por ejemplo, con el objetivo de obtener una cota
para el valor de la thinness propia de un arbol.
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