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Resumen

Uno de los primeros conceptos que se introdujo con la teoŕıa de grafos fue el de clique. Una
clique es un subgrafo maximal completo, es decir, un subgrafo donde todos los pares de vértices
están conectados entre śı, y que además es maximal respecto de esa propiedad. En 1972, luego
de que Cook [8] introdujera el concepto de problema NP-completo, Karp [21] demostró que el
problema de hallar una clique máxima en un grafo general es NP-hard, y el de determinar si una
clique es máxima es NP-completo. Esto hizo que muchos especialistas de la teoŕıa de grafos es-
tudiaran el comportamiento de las cliques en grafos generales y en familias particulares de grafos.

También en 1971, Roberts y Spencer [28] caracterizaron los grafos clique (aquellos grafos
donde los vértices son las cliques maximales de un grafo y las aristas ocurren entre cliques con
intersección no vaćıa), y en 1972, Hedetniemi y Slater [19] introdujeron el concepto de grafos
iterados de cliques, que consiste en partir en un primer paso de un grafo G, y en cada paso
calcular el grafo clique del grafo del paso anterior.

Los mismos Hedetniemi y Slater demostraron en [19] que existen grafos tales que al apli-
carles el operador clique iteradas veces convergen al grafo trivial, aśı como también grafos que
convergen a un ciclo de grafos no triviales. Los primeros de llaman grafos k-nulos y los segundos
k-periódicos. Los grafos k-nulos y los k-periódicos se llaman también grafos k-convergentes. En
dicho trabajo los autores presentan ejemplos de grafos k-nulos y de grafos k-convergentes de
peŕıodos 1 y 2.

Un año después, Victor Neumann-Lara descubre que existen familias de grafos k-divergentes
dando como ejemplo a los octaedros, y Escalante reporta en 1973 [12] este descubrimiento de
Neumann-Lara mostrando que además existen grafos k-periódicos de peŕıodo p para todo p ≥ 1.

A lo largo de los años se ha ido estudiando el comportamiento de los grafos iterados de
cliques, como por ejemplo cuando Larrión y Neumann-Lara [22] demostraron que existen fa-
milias infinitas de grafos que divergen polinomialmente para cualquier grado (es decir, existen
familias que divergen linealmente, cuadráticamente, etc).

En esta tesis presentaremos dos familias de grafos que convergen linealmente, una pregunta
abierta hasta el momento. La primera de ellas decrece su número de vértices de a 4 o más, mien-
tras que la segunda decrece su número de vértices de a 3 o más, quedando abierta la pregunta
de si existen familias de grafos que convergen linealmente de a 1 o 2 vértices.

Para estas familias de grafos, daremos algoritmos polinomiales de reconocimiento, es decir,
que en tiempo polinomial podremos saber si un grafo pertenece o no a esta familia.
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A su vez, presentaremos familias de grafos que son auto-cliques y que son homeomorfas a
distintos espacios topológicos. Los primeros grafos que mostraremos son homeomorfos a bandas
de Moebious, a botellas de Klein y a planos proyectivos, y a su vez mostraremos una forma de
combinar estos grafos para generar grafos homeomorfos a otros espacios topológicos.
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Caṕıtulo 1

Introducción

Dado un grafo G, una clique en G es un subgrafo completo maximal. Se define el operador clique
como un operador que se le aplica a un grafo G y genera un nuevo grafo K(G), cuyos vértices
se corresponden con las cliques del grafo original, y que contiene una arista entre dos vértices
de K(G) si y sólo si las cliques en G que representan esos vértices tienen intersección no vaćıa.
En 1971 Cook [8] introduce el concepto de problema NP-completo y problema NP-hard y un año
más tarde Karp [21] demuestra que el problema de encontrar una clique máxima en un grafo es
NP-hard. Esto motivó a muchos especialistas en teoŕıa de grafos a estudiar el comportamiento
de las cliques de un grafo, y es aśı como Roberts y Spencer [28] definen el operador clique y
caracterizan aquellos grafos que son el grafo clique de otro grafo, mostrando un ejemplo de un
grafo que no es grafo clique de ningún otro grafo. Por muchos años estuvo abierto el problema
de saber si la clase de grafos que son K2 de un grafo es la misma que la de los grafos clique, y
recientemente Pablo de Caria [9] demostró que esto no es aśı, dando un ejemplo de un grafo que
es K de un grafo pero no es K2 de ningún grafo.
Si bien se conoce una caracterización para la clase de grafos clique K(G), nignún algoritmo
eficiente ha podido ser formulado en función de esa caracterización, y recientemente Alcón, de
Figueiredo, Faria y Gutiérrez [1] demostraron que el problema de reconocimiento de esa clase
de grafos es NP-completo.
En [30] se puede encontrar un compendio de los resultados sobre grafos cliques encontrados
hasta el momento de dicha publicación (2001).

1.1 Definiciones básicas y notación

Denotaremos un grafo G por un par (V (G), E(G)), donde V (G) es un conjunto finito, el conjunto
de vértices de G, y E(G) es un conjunto de pares no ordenados de vértices de G, llamados aristas.
Sean n = |V (G)| y m = |E(G)|. Un grafo se dice trivial si tiene un solo vértice.

Un vértice v es adyacente a otro vértice w en G si (v, w) ∈ E(G). Decimos que v y w son los
extremos de la arista.

Un grafo H es un subgrafo de un grafo G si V (H) ⊆ V (G) y E(H) ⊆ E(G). Dado un conjunto
de vértices X ⊆ V (G), el subgrafo de G inducido por X es el subgrafo H de G tal que V (H) = X
y E(H) es el conjunto de aristas de G que tiene ambos extremos en X.

Dos grafos G y H son isomorfos si existe una biyección entre V (G) y V (H) que conserva las
adyacencias. En este caso, notamos G = H.

1



CAPÍTULO 1. INTRODUCCIÓN 2

Un camino en un grafo G es una secuencia de vértices distintos P = v1, v2, ..., vk, donde
(vi, vi+1) ∈ E(G), i = 1, ..., k − 1. Una cuerda en P es una arista que une dos vértices no
consecutivos de P . Un camino inducido es un camino sin cuerdas. Denotamos por Pk al camino
inducido por k vértices.

Un conjunto S es maximal (minimal) en relación a una determinada propiedad P si S satisface
P , y todo conjunto S′ que contiene propiamente a S (que está contenido propiamente en S) no
satisface P .

Un grafo G es completo si cualquier par de vértices distintos de G son adyacentes. Llamamos
Kn al grafo completo con n vértices.
Un conjunto de vértices M de un grafo G es un subgrafo completo si el subgrafo inducido por
M es completo. Una clique es un subgrafo completo maximal de G.

Un concepto utilizado a lo largo de este trabajo es el de la propiedad de Helly. Una familia
de subconjuntos S satisface la propiedad de Helly cuando toda subfamilia de S consistente en
subconjuntos que se intersecan de a pares tiene intersección no vaćıa.

Definiciones no dadas aqúı pueden encontrarse en [18].

1.2 Clases de grafos

Consideremos una familia finita de conjuntos no vaćıos. El grafo intersección de esta familia se
obtiene representando cada conjunto por un vértice y conectando dos vértices por un arista si
y sólo si los correspondientes conjuntos se intersecan. Es sencillo probar que todo grafo es un
grafo intersección de alguna familia.

Los grafos intersección han recibido mucha atención en el estudio de la teoŕıa algoŕıtmica de
grafos y sus aplicaciones [24]. Algunas clases especiales muy estudiadas de grafos de intersección
son los grafos de intervalos, los cordales, los arco-circulares, los circulares, los grafos de ĺınea y
los grafos clique.

El grafo clique de G, K(G), es el grafo intersección de las cliques de G. Por lo tanto K es
un operador que transforma un grafo en otro grafo. Podemos definir Kj(G) como la j-ésima
iteración del operador clique sobre el grafo G, es decir, K0(G) = G y Kj(G) = K(Kj−1(G))
para j ≥ 1.

Dada una clase de grafos H, definimos K(H) como la clase de los grafos clique de grafos en H y
K−1(H) como la clase de los grafos cuyos grafos clique están en H (estos últimos son llamados
grafos clique-inversos de H). Decimos que una clase H es fija bajo el operador K si K(H) = H,
y que dos clases H y L son clique-duales si K(H) = L y K(L) = H. En la Tabla 1.1 mostramos
algunas de las clases de grafos clique caracterizadas hasta el momento.

Un grafo es clique-Helly si sus cliques satisfacen la propiedad de Helly. Un grafo G es clique-Helly
hereditario si todo subgrafo inducido de G es clique-Helly.

La forma habitual de dibujar un grafo en el plano es representando los vértices por puntos y
las aristas por curvas entre sus extremos, que no pasan por ningún otro vértice. Un grafo G
es planar si existe una representación de G en el plano de modo que las aristas no se crucen,
excepto en los vértices.
Una completa recopilación sobre clases de grafos aparece en [5].
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Clase A K(A) Ref.

Arco-circular Helly Cliques circulares [11]
Bloques Bloques [19]
Circular Helly Dualmente Circular Helly [23]
Clique-Helly Clique-Helly [12]
Cordales Dualmente Cordales [3, 6, 14]
Clockwork Clockwork [22]
DE Dualmente DE [15]
Disco-Helly Disco-Helly [2]
Desmontables Desmontables [2]
Dualmente Cordales Cordales ∩ Clique-Helly [6, 14]
Dualmente Circular Helly Circular Helly [23]
Dualmente DE DE [15]
Dualmente DV DV [17, 27]
Dualmente RDV RDV [4, 27]
DV Dualmente DV [17, 27]
Clique-Helly hereditarios Clique-Helly hereditarios [26]
Intervalos Intervalos Propios [20]
Intervalos Propios Intervalos Propios [20]
Intervalos Propios Minimales Intervalos Propios [16]
Ptolomeicos Ptolomeicos [2]
RDV Dualmente RDV [4, 27]
Sin Diamantes Sin Diamantes [7]
Fuertemente Cordales Fuertemente Cordales [2, 6]
Arboles Bloques [19]
UV Dualmente UV [3]

Tabla 1.1: Clases de grafos clique

1.3 Complejidad algoŕıtmica

Un problema algoŕıtmico π(I,Q) consta de un conjunto I de todas las posibles entradas para el
problema, llamado el conjunto de instancias, y de una pregunta Q sobre esas instancias. Resolver
uno de estos problemas consiste en desarrollar un algoritmo cuya entrada es una instancia del
problema y cuya salida es una respuesta a la pregunta del problema.
Decimos que un problema es de decisión cuando las posibles respuestas a la pregunta son SI ó
NO. Por ejemplo, π podŕıa ser el siguiente problema: “dado un grafo G, ¿es su grafo clique K(G)
un grafo planar?”. El conjunto de instancias es el conjunto de todos los grafos y la pregunta es
saber si el grafo clique de G es o no es planar. El problema dado no sólo es de decisión sino que,
en particular, es un problema de reconocimiento. Es de sumo interés tanto desde el punto de
vista teórico como de las aplicaciones estudiar problemas de reconocimiento para las diferentes
clases de grafos.
Un problema es de optimización cuando lo que se busca a través de la pregunta es la solución
óptima para el problema formulado. Por ejemplo, “dado un grafo G, ¿ cuánto vale χ(G) ?”
Usualmente, los problemas de optimización tienen su variante de decisión. En el caso del coloreo
será: “dado un grafo G y un entero k positivo, ¿ existe un coloreo de G con a lo sumo k colores
?”
Un problema es de enumeración cuando lo que se busca no es la existencia de una solución o la
solución óptima sino la cantidad de soluciones para el problema formulado. Por ejemplo, “dado
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un grafo G y un entero k positivo, ¿ de cuántas formas distintas es posible colorear G con k
colores ?”

Diremos que un algoritmo es polinomial cuando el número de operaciones que efectúa está aco-
tado por una función polinomial en el tamaño de su entrada. Si el tamaño de la entrada es n y la
función polinomial es f(n), decimos que el algoritmo tiene complejidad O(f(n)). Los problemas
de decisión para los que existen algoritmos polinomiales constituyen la clase P y son llamados
polinomiales.

Un problema de decisión es no-determińıstico polinomial cuando cualquier instancia que produce
respuesta SI posee una comprobación de correctitud (también llamada certificado) verificable
en tiempo polinomial en el tamaño de la instancia. Estos problemas de decisión pertenecen a la
clase NP.
Claramente, P ⊆ NP. Sin embargo, no se sabe si esta inclusión es estricta: uno de los principales
problemas abiertos en informática teórica es saber si P 6= NP.
Un problema de decisión pertenece a la clase co-NP cuando cualquier instancia que produce
respuesta NO posee un certificado polinomial en el tamaño de la instancia.
Sean π1(I1, Q1) y π2(I2, Q2) dos problemas de decisión. Una transformación polinomial de π1
en π2 es una función f : I1 → I2 que satisface las siguientes dos condiciones:

1. f puede computarse en tiempo polinomial.

2. Para toda instancia D ∈ I1, D produce respuesta SI para π1 si y sólo si f(D) produce
respuesta SI para π2.

Una definición esencial en la teoŕıa de complejidad es la definición de problema NP-completo.
Un problema de decisión π pertenece a la clase NP-completo cuando se satisfacen las siguientes
condiciones:

• π ∈ NP.

• Para todo problema π′ ∈ NP, existe una transformación polinomial de π′ en π.

Un problema de decisión π pertenece a la clase NP-hard cuando se satisface la siguiente condición:

• Para todo problema π′ ∈ NP, existe una transformación polinomial de π′ en π.

La teoŕıa de NP-completitud fue iniciada por Cook en 1971 [8]. Alĺı probó que el problema de
satisfactibilidad de la lógica matemática es NP-completo, en un resultado que se conoce como
el Teorema de Cook. Primero Karp [21], y tiempo después Garey y Johnson [13], presentaron
largas listas de problemas NP-completos en el campo de la combinatoria, la lógica, la teoŕıa de
conjuntos, la teoŕıa de grafos y otras áreas de la matemática discreta.
La técnica standard para probar que un problema π es NP-completo es la siguiente: elegir en
forma apropiada un problema π′ que ya sabemos que es NP-completo y luego probar que π ∈
NP y que π′ es transformable polinomialmente en π. Si sólo probáramos esta segunda parte,
habŕıamos probado que el problema π es NP-hard.
No se conoce ningún algoritmo polinomial para resolver un problema NP-completo. Surge de
la definición de NP-completitud que si se encontrara un algoritmo polinomial para un problema
en esta clase, todo problema en NP seŕıa polinomial (y estaŕıa probado, en consecuencia, que P
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= NP).

Similarmente, se define una clase de complejidad para los problemas cuya respuesta es un número
natural, en la cual entran la mayoŕıa de los problemas de enumeración relacionados con proble-
mas NP-completos y algunos problemas de aritmética como por ejemplo calcular la permanente
de una matriz [31].
Sean π1(I1, Q1) y π2(I2, Q2) dos problemas cuyas respuestas son números naturales. Una trans-
formación polinomial de π1 en π2 es una función f : I1 → I2 que satisface las siguientes dos
condiciones:

1. f puede computarse en tiempo polinomial.

2. Para toda instancia D ∈ I1, D produce la misma respuesta para π1 que f(D) para π2.

En forma análoga a los problemas de decisión, un problema π pertenece a la clase #P-completo
cuando se satisfacen las siguientes condiciones:

• π ∈ #P.

• Para todo problema π′ ∈ #P, existe una transformación polinomial de π′ en π.

Un problema π pertenece a la clase #P-hard cuando se satisface la siguiente condición:

• Para todo problema π′ ∈ #P, existe una transformación polinomial de π′ en π.

La teoŕıa de #P-completitud fue iniciada por Valiant en 1977 [31, 32]. Alĺı probó, entre otros
resultados, que el problema de calcular la cantidad de cliques de un grafo es #P-completo. En
base a un resultado de Simon [29], quien observó que la transformación genérica utilizada en
la demostración del Teorema de Cook se podŕıa hacer respetando la cantidad de soluciones,
se puede probar también que el problema de contar la cantidad de valuaciones distintas que
hacen verdadera a una instancia del problema de satisfactibilidad de la lógica matemática es
#P-completo [25].

Resultados sobre complejidad de algoritmos pueden encontrarse en [13] y [25].
La comlejidad algoŕıtmica es relevante para este trabajo de tesis ya que el problema de hallar
clique máxima es NP-Hard al igual que el problema de contar la cantidad de cliques de un grafo
y determinar cuáles son estas cliques.



Caṕıtulo 2

K-comportamiento

En este caṕıtulo estudiaremos los posibles K-comportamientos que puede tener un grafo.
Existen tres K-comportamientos posibles para un grafo:

• K-divergencia: Esto es, cuando al aplicar el operador clique el número de vértices diverge.

• K-peridiocidad: Un grafo es K-periódico cuando al aplicar el operador clique iteradas
veces converge a un ciclo de longitud L ≥ 1 de grafos no triviales.

• K-nulidad: Este caso es el caso de los grafos que al aplicarles el operador clique iteradas
veces llegan en una cantidad finita de pasos al grafo trivial.

Los grafos K-periódicos y los K-nulos se denominan grafos K-convergentes.
En este caṕıtulo presentaremos ejemplos de los tres comportamientos aśı como también daremos
familias de grafos que cumplen con algunas propiedades que son de importancia en la teoŕıa de
cliques.

2.1 Grafos K-divergentes

2.1.1 Existencia de grafos K divergentes y grafos que divergen linealmente

En 1972, Hedetniemi y Slater [19] demostraron que existen grafos K-divergentes.
Muchos años después, Larrión y Neumann-Lara [22] encontraron una familia de grafos que
divergen linealmente.
Dicha familia consiste de los grafos G(R,S) que describimos a continuación:

• Cn es un ciclo de n vértices en el que las aristas son (vi, vi+1)

• Cs
n se define como un grafo con n vértices enumerados de 0 a n− 1 donde vi es vecino de

vi+1, vi+2, . . . , vi+s. A su vez, vi es por la misma definición vecino de vi−1, vi−2, . . . , vi−s.
En este caso, tanto las sumas como s se toman módulo n.

• G(R,S) se define para R ≥ 3 y S ≥ 3 como CS−1
RS agregandole las aristas de la forma

vi, vi+s+1 con i ∈ {0, s, 2s, . . . , (r − 1)s}.

G(R,S) tiene rs vértices y rs(s − 1) + r aristas. Lo que prueban Larrión y Neumann-Lara es
que K(G(R,S)) = G(R,S + 1). Veamos a continuación algunos ejemplos de estos grafos.

6
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Figura 2.1: G(3, S) con S = {3, 4, 5, 6}

En la Figura 2.1 podemos ver los grafos G(3, 3) ,G(3, 4), G(3, 5) y G(3, 6), siendo cada uno
el resultado de aplicar el operador clique al grafo anterior, es decir G(3, 6) = K(G(3, 5)) =
K2(G(3, 4)) = K3(G(3, 3)).
Esto no ocurre sólo para R = 3, veamos también grafos en los que R = 4.
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Figura 2.2: G(4, S) con S = {3, 4, 5, 6}

Si bien para grafos no tan grandes ya no se llegan a ver en la figura todas las aristas, las mismas
son ilustrativas y sirven para ver cómo existen grafos que divergen linealmente en la cantidad
de vértices de R en R para R ≥ 3.
En el mismo trabajo los autores demuestran que existen grafos que divergen de R en R para
R = 1 y para R = 2 y también demuestran que existen familias de grafos que divergen polino-
mialmente para cualquier grado n ≥ 1.

2.2 Grafos K-convergentes

2.2.1 Grafos K-nulos

Es fácil ver que existen grafos K-nulos, y que existen grafos que se anulan convergiendo lin-
ealmente hasta llegar al grafo trivial. El ejemplo con el que es más fácil de ver esto es Pn, los
caminos de n vértices, que cumplen con Pn−1 = K(Pn).
Escalante [12] demostró que si un grafo G es Clique-Helly, entonces K2(G) es G menos sus
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vértices dominados. Dado que los árboles son Clique-Helly y los vértices dominados de los
árboles son las hojas, podemos afirmar que si T es un árbol con más de una hoja y H(T ) son
las hojas del árbol T entonces K2(T ) = T \H(T ).
Para el caso particular de los árboles podemos demostrar este hecho de la siguiente manera:
Dado un árbol T , las cliques de T son las aristas de T , es decir, al ser libres de K3, todas sus
cliques son K2. Por cada vértice v que no es una hoja, todas las cliques que inciden en dicho
vértice son una arista que representan un vértice en K(T ) y todas ellas forman una clique ya
que tienen a v en común. Luego en K2(T ) esta clique se convierte en un nuevo vértice v′ que
es análogo a v. Las hojas, en cambio, como sólo tienen una clique incidente, no generan nuevas
aristas en K(T ) y luego los vértices que representen a la arista que incide en la hoja van a formar
parte solamente de la clique que forma el otro vértice donde inciden, y como T tiene más de una
arista, ese vértice no es una hoja. Solo nos falta ver que v′ y w′ son vecinos en K2(T ) si y solo
si v y w son vecinos en T .
La ida de esta demostración es fácil, ya que al haber una arista que los conecta, esta arista se
convierte en un vértice que va a ser la intersección de las cliques que vayan a parar a v′ y w′. La
vuelta tampoco es muy dif́ıcil de probar, ya que si las cliques que van a parar a v′ y w′ tienen
intersección no vaćıa, es porque hab́ıa una arista que conectaba v y w.

T K(T ) K2(T )

Figura 2.3: Un árbol T con sus primeros dos grafos cliques

En la Figura 2.3 podemos ver un árbol T , el grafo K(T ) y el grafo K2(T ) como ejemplo para
visualizar el comportamiento del operador clique en árboles.
En el primer paso, las tres aristas que salen de la ráız conforman un K3, luego los tres hijos
de la ráız, que tienen un único hijo cada uno, representan las aristas que unen ese K3 con los
vértices del siguiente nivel, por último, el nieto de la ráız de más a la izquierda, que tiene dos
hijos, forma otro K3 con sus dos hijos y su padre.
Por último vemos como estas cliques mapean a vértices en el grafo K2(T ) y generan un grafo
que es T menos sus hojas.
Si tomamos un camino simple, en cada paso eliminamos un vértice del camino, es decir K(Pn) =
Pn−1. Al pegar n caminos simples por su extremo, cada dos pasos del operador clique eliminamos
n vértices, es decir, que dicho grafo se anula de a n vértices por cada 2 pasos.

2.2.2 Grafos K-periódicos

En [12] Escalante demuestra que existen grafos periódicos para cualquier peŕıodo. Esto es, que
para todo n existe un grafo G tal que Kn(G) = G y para todo 1 ≤ i < n se tiene que Ki(G) 6= G.
Este resultado es importante, pero la teoŕıa no estaba completa hasta el momento ya que no
se hab́ıa podido encontrar una familia infinita de grafos K-periódicos que puedan converger en
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una cantidad lineal de vértices.
Dicho resultado será de lo que trata el próximo caṕıtulo de esta tesis.



Caṕıtulo 3

Familias de grafos que convergen
linealmente

En este caṕıtulo presentaremos familias de grafos que convergen linealmente al aplicarles el
operador clique. Estas familias son cerradas con respecto a dicho operador. Hasta el momento
no se conoćıan familias de grafos cerradas por el operador clique que convergieran linealmente
al aplicarles dicho operador.

3.1 Familias de grafos G que convergen de a 4 vértices o más
por paso

3.1.1 Definición de la familia

A continuación presentaremos una familia de grafos tales que al aplicarles el operador clique,
convergen linealmente, de a M ≥ 4 vértices por paso. Esta familia está compuesta por los
grafos G(N,M) que definiremos a continuación, siendo K(G(N,M)) = G(N − 1,M) cuando
N ≥ 1 y G(0,M) autoclique, es decir, que K(G(0,M)) = G(0,M). Definiremos estos grafos
para N ∈ Z≥0 y M ≥ 4, por lo que la convergencia será de a M vértices para cualquier valor de
M que sea mayor o igual a 4.

Definición 3.1 Los vértices de G(N,M) son vi,j con i ∈ {−1, 0, 1, . . . , N,N + 1} y j ∈ ZM .
Cuando N ≥ 2 las aristas de G(N,M) son las siguientes:

• vi0,j0 es adyacente a vi1,j1 si y sólo si |i0 − i1| ≤ 1, |j0 − j1| ≤ 1, i0, i1 ∈ {0, 1, . . . , N} y
j0, j1 ∈ ZM .

• v−1,i es adyacente a v−1,i+1, v0,i, v0,i+1, v1,i y v1,i+1 con i ∈ ZM .

• vn+1,i es adyacente a vn+1,i+1, vn,i, vn−1,i, vn−1,i+1 y vn,i+1 con i ∈ ZM .

Cuando N = 1 las aristas son las mismas más las aristas {(v−1,i, v2,i)} con i ∈ ZM .
Cuando N = 0 las aristas son {{v0,i, v0,i+1}, {v1,i, v0,i}, {v1,i, v0,i+1}, {v−1,i, v0,i},
{v−1,i, v0,i+1}, {v1,i, v−1,i}, {v−1,i, v−1,i+1}, {v1,i, v1,i+1}}.

A continuación presentamos algunos de los grafos de esta familia. Todos los grafos que veremos
en las figuras son G(N,M) con M = 4 y el primer y último nivel de las figuras (es decir, el

11



CAPÍTULO 3. GRAFOS DE CONVERGENCIA LINEAL 12

de más arriba y el de más abajo) representan los mismos vértices, ya que la topoloǵıa de estos
grafos es ciĺındrica.

G(3, 4) G(2, 4)

G(1, 4) G(0, 4)

Figura 3.1: G(N, 4) con N = {3, 2, 1, 0}

3.1.2 G(N,M) con N ≥ 3

Para G(N,M) con M ≥ 3 existen 5 tipos de cliques, las mismas se repiten en todos sus niveles
y son las que vemos a continuación en la Figura 3.2
Estas cliques las veremos únicamente representadas en G(3, 4) ya que para N > 3 las cliques son
las mismas. Las únicas cliques que se agregan son las de tipo 1 que aparecen en las columnas
del medio que se van agregando, y también veremos qué pasa con este tipo de cliques cuando
son más de una columna y cómo se intersecan.
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Cliques de tipo 1 Cliques de tipo 2

Cliques de tipo 3 Cliques de tipo 4

Cliques de tipo 5

Figura 3.2: Cliques de G(3,M)

Las cliques de tipo 1 se intersecan entre śı formando nuevas cliques de tipo 1 (si imaginamos por
ejemplo un G(9,M) vamos a tener 9 columnas de cliques de tipo 1, y se van a intersecar todas
formando 8 columnas de cliques de tipo 1).
Analizemos por separado ahora el caso de G(3,M) y el de G(N,M) con N > 3.
Si N > 3 entonces tenemos dos columnas de cliques de tipo 1 en los costados, que se intersecan,
la de la izquierda, con las cliques de tipo 3 y 4, y la de la derecha, con las cliques de tipo 2 y 5.
Las cliques de tipo 1 del borde izquierdo las vamos a denominar C1,i y van a parar a los vértices
v1,i en el grafo K(G)
Las cliques C1,i de tipo 1 del borde izquierdo están conformadas por los vértices
(v1,i, v1,i+1, v2,i, v2,i+1) y se intersecan con las cliques de tipo 3: la que está conformada por
los vértices (v−1,i, v0,i, v0,i+1, v1,i, v1,i+1) (a la que llamaremos C0,i y que va a parar a v0,i), la
que está conformada por los vértices (v−1,i+1, v0,i+1, v0,i+2, v1,i+1, v1,i+2) y la que está confor-
mada por los vértices (v−1,i−1, v0,i−1, v0,i, v1,i−1, v1,i). Estas últimas dos cliques naturalmente
serán C0,i+1 y C0,i−1.
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Las cliques C1,i también intersecarán a las cliques de tipo 4 conformadas por los vértices
(v−1,i, v−1,i+1, v0,i+1, v1,i+1) a las que llamaremos C−1,i y con las cliques C−1,i−1 definidas de
la misma manera.
Por el lado derecho, las cliques CN−2,i intersecarán también a las cliques
CN−1,i, CN−1,i+1, CN−1,i−1, CN,i y CN,i−1 análogamente.
Por último, las cliques C0,i intersecarán a las cliques C0,i−1, C0,i+1, C−1,i y C−1,i−1 y las cliques
C−1,i intersecarán a las cliques C−1,i−1 y C−1,i+1

De esta forma un G(N,M) con N > 3 tendrá como grafo clique a K(G(N,M)) = G(N − 1,M)
ya que las cliques que se intersecan se corresponden con las aristas de G(N − 1,M).
Si N = 3 para las cliques de tipo 2, 3, 4 y 5 sus intersecciones no cambian, y el único cambio es
que las cliques C1,i y GN−2,i son la misma clique y podemos observar que esto va a producir un
G(2,M) como K(G(3,M)).

3.1.3 G(2,M)

A continuación vemos en la Figura 3.3 los cuatro tipos de cliques del grafo G(2,M).

Cliques de tipo 1 Cliques de tipo 2

Cliques de tipo 3 Cliques de tipo 4

Figura 3.3: Cliques de G(2,M)

En este caso se intersecan cliques de todos los pares de tipos. Primero le daremos nombre a las
cliques y luego mostraremos sus intersecciones.
A las cliques de tipo 1 formadas por los vértices (v1,i, v2,i, v3,i, v1,i+1, v2,i+1) las denominaremos
C1,i.
A las cliques de tipo 2 formadas por los vértices (v−1,i, v0,i, v1,i, v0,i+1, v1,i+1) las denominaremos
C0,i.
A las cliques de tipo 3 formadas por los vértices (v−1,i−1, v−1,i, v0,i, v1,i) las denominaremos C−1,i
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Por último, a las cliques de tipo 4 formadas por los vértices (v1,i, v2,i, v3,i, v3,i−1) las denominare-
mos C2,i.
Las intersecciones que se forman son las siguientes:

• Tipo 1: C1,i se interseca con C1,i−1 y C1,i+1.

• Tipo 2: C0,i se interseca con C0,i−1 y C0,i+1.

• Tipo 3: C−1,i se interseca con C−1,i−1 y C−1,i+1.

• Tipo 4: C2,i se interseca con C2,i−1 y C2,i+1.

• Tipo 1 y tipo 2: C1,i se interseca con C0,i, C0,i−1 y C0,i+1.

• Tipo 1 y tipo 3: C1,i se interseca con C−1,i y C−1,i−1.

• Tipo 1 y tipo 4: C1,i se interseca con C2,i1 , C2,i y C2, i+ 1.

• Tipo 2 y tipo 3: C0,i se interseca con C−1,i−1, C−1,i y C−1,i+1.

• Tipo 2 y tipo 4: C0,i se interseca con C2,i y C2,i−1.

• Tipo 3 y tipo 4: C−1,i se interseca con C2,i.

Podemos observar que estas intersecciones dan lugar a que K(G(2,M)) = G(1,M).

3.1.4 G(1,M)

Veamos ahora en la Figura 3.4 las cliques de G(1,M).
Las cliques de tipo 1 que contienen a los vértices (v−1,i, v0,i, v1,i, v2,i, v0,i+1, v1,i+1) serán identi-
ficadas como C0,i.
Las cliques de tipo 2 que contienen a los vértices (v0,i+1, v1,i+1, v2,i+1, v2,i) serán denominadas
C1,i.
Por último denominaremos C−1,i a las cliques de tipo 3 que contienen a los vértices
(v−1,i, v−1,i+1, v0,i+1, v1,i+1).
Las intersecciones de las cliques darán lugar al grafo G(0,M) y no las daremos ya que es bastante
fácil de observar que esto es aśı.
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Cliques de tipo 1 Cliques de tipo 2

Cliques de tipo 3

Figura 3.4: Cliques de G(1,M)

3.1.5 G(0,M)

Por último observamos las cliques de G(0,M) en la Figura 3.5 y no es dif́ıcil observar que dichos
grafos son autocliques, es decir, que K(G(0,M)) = G(0,M).

Cliques de tipo 1 Cliques de tipo 2

Cliques de tipo 3

Figura 3.5: Cliques de G(0,M)
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3.2 Reconocimiento de la familia de grafos G que convergen de
a 4 vértices o más por paso

Para reconocer estos grafos es necesario descomponer el reconocimiento de los mismos en cinco
categoŕıas, una más de las que usamos para analizar los grafos en la sección anterior.

3.2.1 G(N,M) con N ≥ 4
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Figura 3.6: Grados de los vértices de G(4, 4)

La forma en la que vamos a detectar los G(N,M) con N ≥ 4 será formando ciclos según los
grados de los vértices. Primero contaremos que haya 2M vértices de grado 6, 2M vértices de
grado 7, 2M vértices de grado 10 y (N − 3)M vértices de grado 8. Para identificar N y M
simplemente contamos la cantidad de vértices de cada grado, y si los vértices de grado 6, 7 y 10
son la misma cantidad, entonces ese número es 2M y hacemos la cuenta para calcular N , y en
caso de que nos de que N es entero seguimos con el algoritmo, si N no es entero o la cantidad
de vértices de grado 6, 7 y 10 es impar sabemos que el grafo no es G(N,M).
Primero consideramos los subgrafos inducidos por vértices de grado 6, de grado 7 y de grado 10
(cada uno por separado, es decir, tres subgrafos de G(N,M)). Para cada uno de estos subgrafos
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contamos la cantidad de componentes conexas. Si los tres subgrafos tienen dos componentes
conexas cada uno, entonces seguimos con el algoritmo (caso contrario determinamos que el grafo
no es G(N,M)).
Luego cada una de las dos componentes conexas de los subgrafos inducidos por los vértices de
grado 6, los de grado 7 y los de grado 10 deben ser un ciclo simple. Si esto pasa, seguimos con
el algoritmo.
Ahora el primer paso será pegar los ciclos de grado 6 y los de grado 7 para obtener los siguientes
grafos:
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Ciclos de grado 6 y 7 (izquierda) Ciclo de grado 6 y 7 (derecha)

Figura 3.7: Ciclos de grado 6 y 7 pegados en G(4,M)

Hasta ahora todo lo que hicimos se puede lograr en tiempo lineal en |V (G)|+ |E(G)|. Detectar si
los ciclos se pueden pegar de esta manera también ya que para cada vértice de grado 6 tiene que
haber sólo dos aristas a vértices de grado 7 y viceversa, y luego sólo hay 4 formas de intentar
pegar los ciclos (hay dos sentidos en los que se pueden pegar, y para cada sentido, hay dos
vértices para identificar como el vecino más cercano en la figura al vértice que elijamos como
inicial en el ciclo).
Si logramos identificar estos ciclos luego nos queda pegar también los de grado 10 de la siguiente
manera:
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Ciclos de grado 6, 7 y 10 (izquierda) Ciclo de grado 6, 7 y 10 (derecha)

Figura 3.8: Ciclos de grado 6, 7 y 10 pegados en G(4,M)

Para esto, pegamos los de grado 10 a los de grado 6 de la misma manera que hicimos con los de
grado 6 y 7, y una vez que tenemos identificado cada vértice vemos si los de grado 7 y 10 tienen
las aristas que corresponden.
Luego vamos a tener que ir pegando ciclos de grado 8 a los de grado 10, y luego los de grado
8 entre śı. La manera de hacer esto es identificar K4 entre los de grado 10 u 8 que ya tenemos
pegados al grafo original e ir pegandolos como corresponde, y chequear que se generen los ciclos
correspondientes. Una vez que hicimos esto, ya tenemos indexados todos los vértices solo nos
queda comprobar que existe un isomorfismo de grafos, pero conociendo el morfismo biyectivo
entre vértices, por lo que sólo nos queda verificar que el morfismo biyectivo de vértices es un
isomorfismo de grafos, es decir, que conserva las aristas.
Todo esto podemos hacerlo en tiempo lineal.

3.2.2 G(3,M)

El próximo paso será identificar los grafos G(3,M).
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Figura 3.9: Grados de los vértices de G(3, 4)

Para estos grafos el procedimiento es muy similar al paso anterior, con la única diferencia de
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que no hay vértices de grado 8, luego los vértices de grado 10 se pegarán entre śı y debemos
hacerlo de manera análoga a como pegábamos los vértices de grado 10 con los de grado 8.
Estos grafos, al igual que los anteriores, son reconocibles en tiempo lineal.

3.2.3 G(2,M)

Para G(2,M) la estrategia es similar con la diferencia de que en este caso los grados de los
vértices son distintos
En este caso la primera etapa (pegar los ciclos de grado 6 con los ciclos de grado 7) es similar.
Luego, si consideramos sólo los grafos inducidos por los de grado 12 junto con cada uno de los
otros pares de ciclos pegados por separado, podemos pegarlos de la misma manera que hicimos
anteriormente con los de grado 10.
Por último, como ya tenemos pegados los vértices de grado 6, 7 y 12 de los dos lados, es cuestión
de ubicar los ı́ndices correctamente para que de los dos lados se peguen a la misma altura los
vértices de grado 12, pero como estos forman un ciclo entre śı esto también se puede hacer
linealmente. Luego podemos reconocer los G(2,M) en tiempo lineal.
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Figura 3.10: Grados de los vértices de G(2, 4)

3.2.4 G(1,M)

Los grafos G(1,M) son un poco más dif́ıciles de reconocer ya que están conformados por dos
ciclos de longitud 7 y dos ciclos de longitud 9, pero todos los ciclos tienen intersección no vaćıa
con todos los demás ciclos, por lo que no podemos en este caso separar en dos ciclos y luego
pegarlos.
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Figura 3.11: Grados de los vértices de G(1, 4)

Estos grafos son de toda la familia, aquellos cuyo reconocimiento requiere de un algoritmo un
poco más complicado, pero aún aśı se pueden reconocer en tiempo lineal.
Lo primero que hacemos es elegir arbitrariamente un vértice de grado 7 como v−1,0. De sus
vecinos de grado 7, que son sólo 3, hay uno sólo que va a compartir los 4 vecinos de grado 9, ese
vértice será v2,0. En todo momento cuando asumimos que hay un vértice que cumple con una
condición, si ningún vértice cumple con la condición reconocemos que el grafo no es G(1,M),
y si asumimos que sólo uno cumple, pero cumple más de uno, nos vamos a dar cuenta cuando
querramos ver si el morfismo biyectivo de vértices que dimos es efectivamente un isomorfismo
de grafos.
Una vez que identificamos v−1,0 y v2,0 vamos a hacer uso de la propiedad de que v0,i y v1,i son
indistinguibles, en el sentido de que sus vecindades coinciden, exceptuando por una arista que
es la arista que los une. De esta manera, tenemos de entre los 4 vecinos de estos dos vértices,
6 posibilidades para elegir un conjunto de dos vértices que sean v0,0 y v1,0 por un lado, y v0,1 y
v1,1 por el otro. Para esto vamos a probar todas las posibilidades.
Una vez que elegimos estos 6 vértices (que forman un K6), existe sólo una forma de elegir v−1,1,
que es el único vecino de v−1,0 de grado 7 que es también vecino de v0,1 y de v1,1. Análogamente
hay una sóla forma de elegir v2,1.
Ahora que elegimos v−1,1 y v2,1 hay una sóla forma de elegir v0,2 y v1,2 que es tomar los dos
vértices de grado 9 que son vecinos de vi,1 para todo −1 ≤ i ≤ 2. De esta forma seguimos con el
mismo procedimiento hasta que encontramos el isomorfismo de grafos o el algoritmo encuentra
que el grafo no es un G(1,M).

3.2.5 G(0,M)

Para estos grafos vamos a utilizar un algoritmo parecido al de los G(1,M).
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Figura 3.12: Grados de los vértices de G(0, 4)

En este caso, vamos a tomar un vértice de grado 5 de manera aleatoria y denominarlo sin pérdida
de generalidad v−1,0. ahora de entre sus 3 vecinos de grado 5 vamos a probar con los 3 para
ver cuál es v1,0. Una vez elegido v1,0, tenemos dos posibilidades para v0,0 y vamos a probar
con ambas. Ahora tenemos un K3 comformado por v−1,0, v0,0 yv1,0. Luego queda univocamente
determinado v0,1 como el único vértice de grado 6 que forma un K4 con esos tres vértices.
A partir de este punto como los vértices de grado 6 forman un ciclo vamos completando el ciclo,
y por último, cuando los tenemos todos identificados, vamos identificando v−1,i y v1,i para cada
i en orden desde 1 hasta M − 1 como los dos vértices que forman un K4 con v0,i y v0,i+1. Para
distinguirlos entre ellos lo hacemos viendo que v−1,i es vecino de v−1,i−1 y que v1,i es vecino de
v1,i−1.
De esta manera identificamos en tiempo lineal G(0, 4) y luego podemos identificar cualquier
G(N,M) en tiempo lineal, y como dividimos la identificación en una cantidad finita de casos
(5) podemos correr los 5 algoritmos para identificar si el grafo que nos dan es G(N,M) para
cualquier valor de N en tiempo lineal corriendo 5 algoritmos lineales.

3.3 Familias de grafos H que convergen de a 3 vértices o más
por paso

3.3.1 Definición de la familia

A continuación presentaremos una familia de grafos tales que al aplicarles el operador clique,
convergen linealmente, de a M ≥ 3 vértices por paso. Esta familia está compuesta por los grafos
H(N,M) que definiremos a continuación, siendo K(H(N,M)) = H(N − 1,M) cuando N ≥ 1
y H(0,M) autoclique, es decir, que K(H(0,M)) = H(0,M). Definiremos estos grafos para
N ∈ Z≥0 y M ≥ 4, por lo que la convergencia será de a M vértices para cualquier valor de M
que sea mayor o igual a 3.
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Definición 3.2 Los vértices de H(N,M) son vi,j con i ∈ {−1, 0, 1, . . . , N,N + 1} y j ∈
{0, 1, . . . ,M − 1}.
Cuando N ≥ 2 las aristas de H(N,M) son los siguientes:

• vi0,j0 es adyacente a vi1,j1 si y sólo si |i0 − i1| ≤ 1, |j0 − j1| ≤ 1, i0, i1 ∈ {0, 1, . . . , n} y
j0, j1 ∈ ZM .

• v−1,i es adyacente a v−1,i+1, v0,i, v0,i+1, v1,i y v1,i+1 con i ∈ ZM .

• vn+1,i es adyacente a vn+1,i+1, vn,i, vn−1,i, vn−1,i+1 y vn,i+1 con i ∈ ZM .

Cuando N = 1 las aristas son los mismas más las aristas {(v−1,i, v2,i)} con i ∈ ZM .
Cuando N = 0 las aristas son {{v0,i, v0,i+1}, {v1,i, v0,i}, {v1,i, v0,i+1}, {v−1,i, v0,i}, {v−1,i, v0,i+1},
{v1,i, v−1,i}, {v−1,i, v−1,i+1}, {v1,i, v1,i+1}}.
Además identificamos los vértices (N−α, 0) con (α,M) por lo que estos grafos tienen la topoloǵıa
de una banda de Möebius

En la Figura 3.13 presentamos algunos de los grafos de esta familia. Todos los grafos que veremos
en las figuras son H(N,M) con M = 3 y el primer y último nivel de las figuras (es decir, el de
más arriba y el de más abajo) representan los mismos vértices, identificados de modo tal que la
topoloǵıa de dichos grafos sea una banda de Möebius.
Como se observa en la figura, estos grafos son localmente iguales a los grafos G(N,M) y la
única diferencia es cómo se identifican los vértices del primer nivel con los del último nivel,
por lo que las cliques de los grafos H serán las mismas que las de los grafos G y la prueba de
que K(H(N,M)) = H(N − 1,M) para N ≥ 1 y que H(0,M) es autoclique son análogas a las
pruebas de la sección anterior.
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H(3, 3) H(2, 3)

H(1, 3) H(0, 3)

Figura 3.13: H(N, 3) con N = {3, 2, 1, 0}

3.4 Reconocimiento de la familia de grafos H que convergen de
a 3 vértices o más por paso

Para reconocer estos grafos es necesario descomponer el reconocimiento de los mismos en las
mismas cinco categoŕıas que para el caso anterior de los grafos G.
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3.4.1 H(N,M) con N ≥ 4
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Figura 3.14: Grados de los vértices de H(4, 3)

En este caso, por la forma en la que se pegan los vértices, los vértices de grado 6 van a formar
un sólo ciclo, y dado que el grafo que inducen estos vértices es un C2M es fácil identificarlo. Lo
mismo pasa con los de grado 7 y con los de grado 10, y la forma de ver si el grafo inducido por
todos estos vértices es ismorfo al grafo que inducen en H(N,M) los vértices de grado 6, 7 y 10
es la misma forma que con los G(N,M) pegándolos.
Luego los vértices de grado 8 se pegarán por capas hasta que existan o bien un ciclo deM vértices,
o un ciclo de 2M vértices (según la paridad de N) y para pegar estos vértices utilizamos el mismo
algoritmo que utilizabamos para los grafos G, de buscar entre las 3 opciones que tienen aristas
con el vértice vi,0 (y el vi+2,0 si el ciclo es de M vértices) correspondientes para ver cuál es el
vi+1,0 y a partir de ah́ı formar el ciclo que corresponda.
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3.4.2 H(3,M)
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Figura 3.15: Grados de los vértices de H(3, 3)

En este caso la forma de identificar el grafo será análoga a la forma de identificar los G(3,M)
con la diferencia de que iremos identificando de a 1 ciclo en vez de identificar de a 2. La forma
de ver que esto funciona es que localmente los grafos son iguales, y sólo difieren en cómo se
pegan los extremos, luego el mismo algoritmo sirve para identificar estos grafos.
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3.4.3 H(2,M)
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Figura 3.16: Grados de los vértices de H(2, 3)

En este caso, los vértices de grado 6 y 7 forman un ciclo que es identificable ya que el grafo
inducido porlos vértices de grado 6 y el grafo inducido por los vértices de grado 7 no solo que
contienen un ciclo sino que son un ciclo.
Los vértices de grado 12 se pueden pegar de la misma manera que se haćıa en los grafos G(2,M)
ya que localmente los grafos son iguales y al haber una cantidad par de vértices de grado 7 se
puede identificar para v0,i el v2,i a partir del ciclo de vértices de grado 7.
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3.4.4 H(1,M)
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Figura 3.17: Grados de los vértices de H(1, 3)

Estos grafos son nuevamente los más dif́ıciles de identificar. Primero tenemos que tener en
cuenta que el grafo inducido por los vértices de grado 7 no es un ciclo, por lo que en este caso
no vamos a identificar al grafo como varios ciclos que se pegan adecuadamente.
En este caso los grafos los identificamos, al igual que para los G(1,M), buscando de a K6 en K6.
Como esta búsqueda es local, y el grafo localmente es igual a G(1,M), el mismo procedimiento
sirve para identificar estos grafos.
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3.4.5 H(0,M)
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Figura 3.18: Grados de los vértices de H(0, 3)

Estos grafos los podemos identificar fácilmente formando el ciclo inducido por los vértices de
grado 6 y luego pegandole los vértices que completan los K4 a los costados, y viendo que estos
vértices de grado 5 estén unidos acordemente.

3.4.6 Observaciones generales

En todos los grafos la forma de identificarlos es primero intentar generar el grafo que queremos
generar, para poder mapear a través de un morfismo biyectivo los vértices del grafo dado con los
del H(N,M), y luego verificar que dicho morfismo biyectivo sea efectivamente un isomorfismo
de grafos.



Caṕıtulo 4

Superficies

A lo largo de este caṕıtulo presentaremos superficies que son auto-cliques y daremos algunas
propiedades de las mismas

4.1 Superficies

Definimos los grafos S(N,M) con N ≥ 5 y M ≥ 4 de la siguiente manera:

Definición 4.1 Los vértices de S(N,M) son {0, 1, . . . , N − 1} × {0, 1, . . . ,M − 1} y las aristas
son:
vi0,j0 es adyacente a vi1,j1 si y sólo si |i0 − i1| ≤ 1, |j0 − j1| ≤ 1, i0, i1 ∈ {0, 1, . . . , N} y
j0, j1 ∈ {0, 1, . . . ,M}.
Además tenemos tres formas de pegar los bordes que son:

• Toros: Identificamos los vértices (0, α) con (N,α) para α = 0, 1, . . . ,M y (β, 0) con (β,M)
para β = 0, 1, . . . , N .

• Botellas de Klein: Identificamos los vértices (0, α) con (N,α) para α = 0, 1, . . . ,M y (β, 0)
con (N − β,M) para β = 0, 1, . . . , N .

• Planos proyectivos: Identificamos los vértices (0,M − α) con (N,α) para α = 0, 1, . . . ,M
y (β, 0) con (N − β,M) para β = 0, 1, . . . , N .

30



CAPÍTULO 4. SUPERFICIES 31

Figura 4.1: S(4, 5)

En la Figura 4.1 podemos ver cómo seŕıa el más chico de estos grafos, sin visualizar la forma en
la que se pegan los vértices (lo cual veremos más adelante).
Para estos grafos, las únicas cliques que tendremos serán los K4 que se unen los unos a los otros
y es fácil ver que son autocliques. De hecho K2(G) = G por ser estos grafos Clique-Helly, y no
tener vértices dominados, pero también podemos observar que K(G) = G
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Figura 4.2: S(4, 5) como Toro
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Figura 4.3: S(4, 5) como Botella de Klein
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Figura 4.4: S(4, 5) como Plano Proyectivo

En la Figura 4.2 podemos ver cómo se identifican los vértices cuando el grafo se pega como toro,
en la Figura 4.3 como Botella de Klein y en la Figura 4.4 como Plano Proyectivo.
También se puede hacer una suma conexa de cualquiera de estos grafos borrándoles un vértice
a dos cualesquiera y pegándolos por la frontera. Esto se puede iterar, es decir, hacer la suma
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conexa las veces que sea, y aśı podemos obtener cualquier superficie excepto la esfera. Cualquiera
de estos grafos seguirá siendo Clique-Helly y sin puntos dominados por lo que para cualquiera
de estos grafos G se tiene que K2(G) = G.
Si hacemos estos agujeros el grafo se veŕıa como en la Figura 4.5

Figura 4.5: S(4, 5) con un agujero

Cualquiera de estos grafos S al borrarle uno o más vértices se convierte en una superficie con
borde. Por [12] sabemos que cada dos pasos de K se borrará un ciclo y con ellos una capa de
K4 alrededor de cada agujero.



Caṕıtulo 5

Conclusiones y trabajo futuro

A lo largo de esta tesis trabajamos con grafos clique, estudiamos el comportamiento de aplicar
iteradas veces el operador clique y dimos ejemplos de grafos que tienen la topoloǵıa de cualquier
superficie distinta de la esfera y que son auto-clique.

Definimos el K-comportamiento. Dimos ejemplos de grafos que son K-divergentes y que diver-
gen linealmente, y citamos referencias donde demuestran que existen grafos K-divergentes con
divergencia polinomial de cualquier orden. También dimos ejemplos de grafos que se anulan
linealmente, aśı como demostramos que los árboles se anulan, eliminando las hojas en dos pasos,
lo que demuestra que para cualquier secuencia Si decreciente, con la diferencia de sus números
decreciente y que termina en 1 existe un ejemplo de grafos tal que cada dos pasos del operador
clique se obtiene el siguiente número de la secuencia como número de vértices del grafo. Estos
grafos son siempre árboles a los que cada dos pasos se les van eliminando hojas. Este resultado
es un corolario de un resultado más general de Escalante [12], pero en esta tesis presentamos
una demostración simple para el caso de árboles.
Para grafos K-periódicos demostramos que existen grafos que convergen linealmente, un resul-
tado que no se conoćıa hasta el momento, y dimos dos ejemplos de estas familias de grafos.

También dimos ejemplos de grafos que son topológicamente toros, botellas de Klein y planos
proyectivos. Para estos grafos, vimos que son autoclique y vimos cómo pegar estos grafos para
generar cualquier superficie topológica que no sea la esfera.

En el área de algoritmia y complejidad computacional, pudimos encontrar algoritmos lineales
que reconocen los grafos del Caṕıtulo 3 de esta tesis, y queda como trabajo futuro encontrar un
algoritmo que reconozca los grafos del Caṕıtulo 4.
Queda también como trabajo futuro intentar encontrar familias de grafos que convergan de a 2
vértices por paso o de a 1 vértice por paso a un grafo no trivial, para completar la teoŕıa del
Caṕıtulo 3.
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